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Аннотация. Предложена математическая модель, описывающая динами-
ку нелинейных колебаний газовых пузырьков в кластере под воздействием
акустического поля. На основе данной модели были проведены анализ ма-
лых колебаний пузырьков в кластере, сравнение колебаний пузырька в мо-
нодисперсном кластере с колебаниями одиночного пузырька и исследование
эффектов взаимодействия пузырьков в полидисперсном кластере, а также
изучена диффузионная устойчивость пузырьков в моно– и полидисперсном
кластерах.
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1 Введение

В последнее время большое внимание уделяется исследованию явления со-
нолюминесценции как одиночного пузырька, так и множества пузырьков
(так называемых пузырьковых облаков или кластеров), что объясняет-
ся важными перспективами использования этого явления в химической
технологии. Интерес к исследованию пузырьковых кластеров также вы-
зван тем, что облако более устойчиво к сильным акустическим полям,
чем одиночный пузырек. Однако большинство экспериментальных и тео-
ретических работ посвящены изучению сонолюминесценции одиночного
пузырька, чья динамика может быть определена с помощью современных
средств кино и фотографии высокой разрешающей способности. Однако
очень трудно наблюдать движение поверхности индивидуальных пузырь-
ков в больших скоплениях. Следовательно, развитие моделей, описываю-
щих колебания пузырькового кластера под действием акустического поля,
имеет большое значение.
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 02–01–97912)
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В настоящей работе представлена новая математическая модель, опи-
сывающая колебания сферического облака газовых пузырьков в акусти-
ческом поле. Предполагается, что размер кластера намного меньше, чем
длина акустической волны, в этом случае давление внутри него можно
считать однородным. В соответствии с данной моделью кластер рассмат-
ривается как большая капля, содержащая жидкость и большое количество
микропузырьков. Радиальные движения его условной границы и радиусов
пузырьков в общем удовлетворяют следующей системе уравнений ([1, 2]):
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Здесь n — число фракций с различными начальными радиусами пузырь-
ков; R = R(t) — радиус кластера; ai = ai(t) — радиус пузырька в i-той
фракции; pc = pc(t) — давление жидкости в кластере; pai — давление га-
за около стенки пузырька i-той фракции; pI — внешнее давление; ρl —
плотность жидкости; Cl — скорость звука в жидкости; p0 — начальное
давление в жидкости; ∆P — амплитуда внешнего давления; ω — угловая
частота; a0i — начальный радиус пузырька i-той фракции; σ — коэффи-
циент поверхностного натяжения; µ — вязкость жидкости, γ — показатель
адиабаты; Ni — число пузырьков в i-той фракции и t — время. Отметим,
что сжимаемостью жидкости внутри кластера можно пренебрегать только
при достаточно высокой концентрации пузырьков (от 1% и выше), если же
концентрация мала, то вместо уравнения (2) нужно рассматривать уравне-
ние, учитывающее акустическое излучение от пузырьков внутрь кластера:

aiäi +
3

2
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2 Динамика пузырьков в моно– и полидисперсном

кластерах в сильном акустическом поле

Для исследования малых колебаний пузырьков в кластере был проведен
линейный анализ системы уравнений (1–5). Было получено, что частота
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Рис. 1. Амплитудно—частотные характеристики для двух монодисперсных
(слева сверху) и полидисперсного (слева снизу) кластеров и характеры
колебаний пузырьков в полидисперсном кластере в области главного
резонанса ω = 290 · 103 c−1 (справа сверху) и вторичного резонанса
ω = 4 ·106 c−1 (справа снизу). Сплошная линия соответствует пузырь-
кам с начальным радиусом 5 мкм, пунктирная линия — пузырькам с

начальным радиусом 10 мкм

колебаний пузырьков в монодисперсном кластере в отсутствии акустиче-
ского поля выражается формулой
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где ωMinnaert — частота свободных колебаний одиночного пузырька в без-
граничной жидкости (частота Миннаэрта).

Были получены выражения для амплитуды колебания пузырька в за-
висимости от частоты с учетом акустического поля. На Рис. 1 (слева)
показана зависимость амплитуды от частоты для двух монодисперсных
кластеров (при n = 1) и полидисперсного кластера (при n = 2). Видно,
что главный (кластерный) резонанс меньше частоты Миннаэрта, которая
на рисунке показана вертикальной пунктирной линией. В случае полидис-
персного кластера в области миннаэртовских частот существует вторич-
ный резонанс. Численные расчеты системы уравнений (1–5) показали, что
в области главного резонанса пузырьки различных радиусов колеблются
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Рис. 2. Колебания одиночного пузырька (пунктирная линия) и пузырька в
монодисперсном кластере (сплошная линия) за период акустического

поля

в фазе (Рис. 1 (справа) при ω = 290 · 103 с−1). Однако, в области вто-
ричного резонанса они колеблются в противофазе — период расширения
пузырьков первой группы совпадает с периодом сжатия пузырьков второй
группы (при ω = 4 · 106 с−1).

Для проведения численных расчетов здесь и далее использовались сле-
дующие значения физических параметров: ρl = 103 кг/м3, Cl = 1500 м/с,
p0 = 105 Па, σ = 0.073 Н/м, µ = 10−3 Па·с, γ = 1.4 и значение начального
радиуса кластера R0 = 10−3 м.

Было проведено сравнение динамики одиночного пузырька и пузырь-
ка в монодисперсном кластере. На Рис. 2 показаны характеры колебания
одиночного пузырька (пунктирная линия) и пузырька в монодисперсном
кластере (сплошная линия) одного начального радиуса a0 = 5 мкм при
одной и той же амплитуде внешнего давления ∆P = 1.5 · 105 Па. Из ри-
сунка видно, что характер колебания пузырька в монодисперсном кла-
стере сильно отличается от характера колебания одиночного пузырька.
Амплитуда колебаний и глубина коллапса у пузырька в кластере меньше,
чем у одиночного пузырька. Кроме того в кластере пузырек может под-
вергаться воздействию бо́льших амплитуд внешнего давления в отличие
от одиночного пузырька, то есть кластер может существовать в сильном
акустическом поле.

Также исследовалось влияние полидисперсности на динамику пузырь-
ков в кластере. Был найден эффект синхронизации. А именно, в двух
отдельных монодисперсных кластерах с разными начальными радиусами
пузырьков их максимальное сжатие происходит в разные моменты време-
ни. Но, если эти пузырьки поместить в один кластер (двухфракционный
кластер), то их сжатие будет происходить в фазе, независимо от разме-
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Рис. 3. Сравнение колебаний пузырьков в двух монодисперсных и двухфрак-
ционном кластерах при ∆P = 5 · 105 Па и ω = 2π · 20 кГц: (а) зависи-
мость радиуса пузырька от времени, (б) разность фаз максимального

сжатия

ра. Это продемонстрировано на Рис. 3(а). На Рис. 3(б) приведен график,
иллюстрирующий зависимость от начального радиуса пузырьков во вто-
рой фракции разности фаз максимального сжатия пузырьков различных
начальных радиусов, рассчитанной по формуле

∆ϕ = ϕ
(col)
1 − ϕ

(col)
2 ; ϕ

(col)
i = ωt

(col)
i , i = 1, 2,

где t
(col)
i — момент времени, когда пузырек начального радиуса a0i достиг-

нет своего минимального значения. Начальный радиус пузырьков в первой
фракции брался a01 = 5 мкм. Разность между фазами коллапса для двух
монодисперсных кластеров показаны точками, а для двухфракционного
кластера — треугольниками.

При некоторых значениях параметров синхронизация может приве-
сти к интенсификации коллапса пузырьков. Это означает, что добавление
некоторого количества пузырьков одного радиуса в кластер, содержащий
пузырьки другого радиуса может привести к более глубокому коллапсу
последних. На Рис. 4 показана зависимость от общего числа пузырьков
максимальной температуры в пузырьке начального радиуса 5 мкм в моно-
дисперсном кластере (точки) и в двухфракционном кластере с фиксиро-
ванным числом пузырьков в первой фракции (с пузырьками начального
радиуса 5 мкм) N1 =100, 500 и 1000 (треугольники, перевернутые тре-
угольники и кресты). Число пузырьков во второй фракции с пузырьками
начального радиуса 10 мкм меняется.
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Рис. 4. Максимальная температура в пузырьке начального радиуса
a01 = 5 мкм в зависимости от общего числа пузырьков в кластере

при ∆P = 5 · 105 Па

3 Диффузионная устойчивость пузырьков в кла-

стере

В данном параграфе исследуется диффузионная устойчивость пузырьков
в монодисперсном и двухфракционном кластере. Для анализа диффузии в
монодисперсном кластере использовался подход, изложенный в [3]. Только
в уравнениях радиус пузырька a(t) является решением системы уравнений
(1–5) при n = 1.

На Рис. 5(а) (верхний график) показаны для сравнения нормирован-
ный максимальный радиус одиночного пузырька Rmax/R0, а на Рис. 5(б) —
пузырька в кластере amax/a0 в зависимости от начального радиуса пу-
зырька для амплитуд давления ∆P = 1.1 ÷ 1.5 · 105 Па. Графики для
одиночного пузырька впервые были получены в статье [4]. Максимальные
отклики для пузырька в монодисперсном кластере для различных ампли-
туд давления находятся при том же размере начального радиуса, что и у
одиночного пузырька. Однако величина отклика намного меньше. Напри-
мер, для ∆P = 1.5·105 Па резонансный радиус находится при a0 ≈ 1.5 мкм
как для одиночного пузырька, так и для пузырька в кластере, но величина
отклика в первом случае в 6,5 раз больше. На Рис. 6(а) показаны норми-
рованные максимальные радиусы для пузырьков в более сильном акусти-
ческом поле (∆P = 1 ÷ 4 · 105 Па). Видно, что с увеличением амплитуды
давления растет и максимальный отклик. Резонансные кривые становятся
более узкими.

На Рис. 5 (нижние графики) показаны кривые осредненной газовой
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Рис. 5. Нормированный максимальный радиус (сверху) и средняя концентра-
ция газа около стенки пузырька (снизу) в зависимости от начального
радиуса при различных амплитудах давления (∆P = 1.1÷1.5·105 Па)
для (а) одиночного пузырька и (б) пузырька в кластере. Горизонталь-
ные пунктирные линии обозначают различные уровни начальной кон-
центрации газа c̄∞ в жидкости, белый круг обозначает неустойчивый
равновесный радиус, черный круг — устойчивый равновесный радиус

концентрации < c̄ >τ около стенки пузырька для одиночного пузырька и
пузырька в кластере в зависимости от начального радиуса пузырька для
различных амплитуд давления. В данном диапазоне значений начально-
го радиуса характер кривых для осредненной концентрации пузырька в
кластере тот же, что и в случае одиночного пузырька. А именно, концен-
трация падает монотонно с увеличением начального радиуса до некото-
рого порогового значения амплитуды внешнего давления ∆P . Поскольку
средняя скорость массы в пузырьке зависит только от разности между га-
зовой концентрацией в жидкости c̄∞ и осредненной концентрацией около
стенки пузырька < c̄ >τ , то мы имеем следующее. Для данных амплитуд
давления существует диапазон значений c̄∞ при наличии одной равновес-
ной точки < c̄ >τ= c̄∞, которая является неустойчивой (белый круг при
пересечении кривой и верхней пунктирной линии при ∆P = 1.1 · 105 Па).

Эта равновесная точка соответствует значению начального радиуса a
(1)
un .

При a0 < a
(1)
un пузырьки растворяются, а при a0 > a

(1)
un — растут до тех
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Рис. 6. а) Нормированный максимальный радиус пузырька и b) средняя кон-
центрация газа около стенки пузырька в кластере в зависимости от

начального радиуса для амплитуд давления ∆P = 1÷ 4 · 105 Па

пор, пока не разрушатся из-за неустойчивости поверхности. При превы-
шении порогового значения ∆P в результате резонанса, показанного на
верхнем графике, появляется глобальный минимум, характерный для ма-
лых начальных радиусов пузырька. При такой немонотонной зависимости
< c̄ >τ от a0 существует диапазон значений c̄∞, когда существуют две
равновесные точки < c̄ >τ= c̄∞. Неустойчивой точке (белый круг) соот-

ветствует значение радиуса a0 = a
(2)
un , а устойчивой точке (черный круг) —

a0 = a
(2)
st . При a0 < a

(2)
un , пузырьки растворяются пока не исчезнут, при

a
(2)
un < a0 < a

(2)
st пузырьки растут до тех пор, пока не достигнут своего рав-

новесного радиуса a
(2)
st , и, наконец, при a0 > a

(2)
st пузырьки растворяются,

пока не достигнут a
(2)
st . Однако, в пузырьковом кластере равновесие стано-

вится возможным при более высоких (в несколько сотен раз) начальных
концентрациях газа, чем в случае одиночного пузырька. Это означает, что
для того, чтобы получить диффузионно устойчивый одиночный пузырек
необходима хорошо очищенная от газа жидкость, в то время как в неочи-
щенной жидкости наиболее вероятно появление пузырькового кластера,
который будет также диффузионно устойчивым.

Из Рис. 6(б) видно, что с увеличением амплитуды акустического поля



182 Труды Института механики УНЦ РАН, 2006

Рис. 7. Зависимость равновесного радиуса пузырька от амплитуды давления

диапазон значений концентрации c̄∞, где возможна диффузионная устой-
чивость, расширяется. Кроме того, с уменьшением концентрации разность
между устойчивой и неустойчивой точкой равновесия значительно умень-
шается.

На Рис. 7 показана зависимость равновесного радиуса одиночного пу-
зырька и пузырька в кластере (устойчивая точка равновесия) от ампли-
туды давления для различных значений начальной газовой концентрации
в жидкости. Для одиночного пузырька эта зависимость монотонна, кро-
ме того при амплитудах давления ∆P > 3 · 105 Па равновесный радиус
становится очень большим и пузырек может разрушиться до того, как его
достигнет из-за неустойчивости поверхности. Более того, эта зависимость
возможна только при малых значениях c̄∞. Следовательно, одиночный пу-
зырек принципиально диффузионно неустойчив. В кластере наблюдается
немонотонная зависимость равновесного радиуса от амплитуды давления.
Кроме того, даже при больших амплитудах давления значение равновесно-
го радиуса недостаточно большое, чтобы пузырек смог разрушиться из-за
неустойчивости поверхности. Таким образом, пузырек в кластере диффу-
зионно устойчив даже в сильном акустическом поле.

Ранее отмечалось, что в данном диапазоне значений начального ра-
диуса характеры кривых для осредненных концентраций одиночного пу-
зырька и пузырька в кластере мало отличаются друг от друга. Однако,
если просчитать осредненную концентрацию для пузырька в кластере при
больших значениях начального радиуса (a0 = 1÷ 15 мкм) для амплитуды
внешнего давления, например, ∆P = 1.5 · 105 Па, то получим следую-
щее (Рис. 8). При увеличении начального радиуса кривая максимального
отклика пузырьков становится немонотонной (верхний график), появля-
ются новые точки экстремума. При дальнейшем увеличении радиуса на-
блюдается также удвоение периода (бифуркации). Характер кривых для
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Рис. 8. Нормированный максимальный радиус (сверху) и средняя концентра-
ция газа около стенки пузырька (снизу) в зависимости от начального

радиуса для различных амплитуд давления ∆P = 1.5 · 105 Па

осредненной концентрации газа около стенки пузырька также меняется
(нижний график). При удвоении периода колебания пузырька кривая кон-
центрации также раздваивается, поэтому здесь необходимо брать осредне-
ние не по периоду акустического поля, а по периоду колебания пузырька
(пунктирная кривая). Как и было разобрано ранее, при малых концентра-
циях c̄∞ нет точек равновесия. При увеличении c̄∞ появляются две точки
равновесия (устойчивая и неустойчивая). Если же увеличивать c̄∞ даль-
ше, то появятся уже 4 точки равновесия (2 устойчивые и 2 неустойчивые).
Этот случай изображен на Рис. 8 (черные круги соответствуют устойчи-
вым точкам, белые — неустойчивым). Вертикальными пунктирными лини-
ями показаны соответствующие им максимальные радиусы. При данных

значениях начальной концентрации имеем следующее. При a0 < a
(3)
un пу-

зырьки будут растворяться до полного исчезновения, при a
(3)
un < a0 < a

(3)
st

и a
(3)
st < a0 < a

(4)
un пузырьки будут расти или растворяться соответствен-

но, пока не достигнут равновесного размера a
(3)
st , при a

(4)
un < a0 < a

(4)
st и

a0 > a
(4)
st пузырьки будут расти или растворяться соответственно пока не

достигнут равновесного размера a
(4)
st .

Теперь рассмотрим двухфракционный кластер. Осредненная газовая
концентрация газа около стенки пузырька в этом случае есть функция
двух аргументов: < c̄a1(a01, a02) >τ , < c̄a2(a01, a02) >τ . На Рис. 9 показана
осредненная концентрация газа для каждой фракции как функция началь-
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Рис. 9. Средние концентрации газа около пузырьков в двух фракциях в зави-
симости от начальных радиусов для ∆P = 1.5 · 105 Па

ных радиусов a01, a02 для амплитуды внешнего давления ∆P = 1.5·105 Па.
Здесь число пузырьков в фракциях N1 = 3000 и N2 = 7000. Темная по-
верхность для первой фракции, светлая — для второй фракции. Тогда для
некоторого диапазона значений c̄∞ существуют не равновесные точки, а
равновесные кривые < c̄ >τ= c̄∞. На Рис. 10 изображены равновесные
кривые для c̄∞ = 0.12. Стрелки показывают направление изменения соот-
ветствующего начального радиуса пузырька (рост или растворение). Тол-
стые стрелки — для первой фракции, тонкие — для второй. Заметим, что
равновесные кривые для различных фракций пересекаются только при
a01 = a02 (случай монодисперсного кластера). Таким образом, возможны
три различных сценария: пузырьки в обеих фракциях будут растворять-
ся или расти; пузырьки одной фракции будут растворяться или расти, а
пузырьки другой фракции будут стремиться к своему равновесному ра-
диусу; пузырьки обеих фракций будут стремиться к одному и тому же
радиусу. Это означает, что со временем кластер станет либо монодисперс-
ным, либо исчезнет, либо будет расти, пока пузырьки не разрушатся из-за
неустойчивости поверхности.

4 Заключение

Показано, что в полидисперсном кластере (с пузырьками различных на-
чальных радиусов) происходит синхронизация фаз коллапса. При некото-
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Рис. 10. Равновесные кривые для пузырьков в двухфракционном кластере при
c̄∞ = 0.12

рых значениях параметров синхронизация может приводить к более глубо-
кому коллапсу пузырьков одного размера. Исследование диффузионных
процессов показало, что в монодисперсном кластере могут наблюдаться
два устойчивых равновесных радиуса пузырьков, при которых размер пу-
зырьков не меняется за период колебания. Кроме того, равновесие возмож-
но при больших начальных концентрациях газа в жидкости, что подтвер-
ждает высокую вероятность появления облака пузырьков, а не одиночного
пузырька при акустической кавитации. В случае двухфракционного кла-
стера наблюдается тенденция к установлению одного размера пузырьков
со временем, то есть кластер стремиться стать монодисперсным.
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