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Аннотация. Представлены результаты расчета эволюции малых осесим-
метричных искажений сферической формы пузырька в ходе его коллапса.
Использованы полная модель на основе двумерных уравнений газовой дина-
мики (газ и жидкость считаются невязкими нетеплопроводными) и ряд упро-
щенных моделей. Последние получены из полной модели путем расщепления
движения газа и жидкости на сферическую составляющую и ее малое несфе-
рическое возмущение. Различия упрощенных моделей определяются допуще-
ниями, используемыми при реализации расщепления.
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1 Введение

Во многих практических задачах с использованием жидкостей с пузырька-
ми существенное значение имеет форма пузырьков. Так, сохранение сфе-
ричности пузырьков является одним из основных условий в известных экс-
периментах по однопузырьковой сонолюминесценции [1] и акустической
кавитации дейтерированного ацетона [2]. Эволюция возмущения сферич-
ности пузырька, как правило, описывается на основе расщепления движе-
ния газа и жидкости на сферическую составляющую и ее малое несфери-
ческое возмущение [3–5]. При этом сферическая составляющая описыва-
ется одномерными уравнениями газовой динамики, а эволюция возмуще-
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ния — обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка с
коэффициентами — функциями параметров сферического движения. Ре-
шение задачи при таком подходе значительно проще, чем при интегриро-
вании двумерных уравнений газовой динамики. Но в случае, когда стенки
пузырька сходятся со сверхзвуковой скоростью, некоторые упрощающие
предположения, используемые обычно в рамках этого подхода, оказыва-
ются неверными. В настоящей работе для такого случая проводится срав-
нение результатов применения трех моделей эволюции искажения, полу-
ченных с использованием расщепления, и результатов прямого численного
моделирования (ПЧМ) на основе двумерных уравнений газовой динамики.

2 Постановка задачи

Рассматривается сильное сжатие пузырька в жидкости. Пузырек полага-
ется осесимметричным с искажением формы в виде квадрупольной сфери-
ческой гармоники. Движение газа и жидкости описывается двумерными
уравнениями газовой динамики с уравнениями состояния из [6] для жид-
кости и из [7] для газа. При построении методики расчета применяются
смешанные эйлерово-лагранжевы (СЭЛ) координаты. Уравнения газовой
динамики в СЭЛ координатах (ξ, η) имеют следующий вид:

Qτ + Fξ +Gη = S, q = (ρ, ρu, ρv, ρE)T ,
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Здесь Q =

√
|h|q, F =

√
|h|f , G =

√
|h|g, S =

√
|h|s; ρ — плотность; x, y —

эйлеровы координаты; u, v — компоненты вектора скорости частицы сре-
ды; uw, vw — компоненты вектора скорости СЭЛ координат; p — давление;

ε — удельная внутренняя энергия; E = ε +
(
u2 + v2

)
/2, U = uξx +

v

xβ
ξy,

V = uηx+
v

xβ
ηy, Uw = uwξx+

vw
xβ
ξy, Vw = uwηx+

vw
xβ
ηy, uw = xτ , vw = yτx

β,
√
|h| = J

√
|g|, |g| = x2α sin2β y, J = xξyη − xηyξ, β = α(α − 1)/2, α = 2

для сферической системы координат. Задача рассматривается без учета
вязкости и теплопроводности газа и жидкости, межфазных процессов и
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поверхностного натяжения. При этом граничные условия имеют вид:

Uo+ = Uo−, p+ = p− (Uo = U/
√
ξx

2 + ξy
2x−2β). (2)

Уравнение поверхности пузырька в начальный момент t = 0 задается
следующим образом

r = R0 + ai0P2(θ),

где R0, ai0 — начальные значения радиуса пузырька R(t) и отклонения
от сферичности ai(t). При t = 0 полагается: R = 1 мм, Ṙ = 0, ȧi = ȧi0;
T (r, 0) = 50 K, p(r, 0) = p(R, 0) при 0 ≤ r ≤ R и T (r, 0) = Tl(r, 0) = 273 K,
ρ(r, 0) = ρ0 = 923, 4 кг/м3, p(R, 0) = ps(Tl(r, 0)) — давление насыщения,
p∞ = 15 атм при R ≤ r ≤ ∞; i = 2, P2(θ) = 0.25 (3 cos 2θ + 1).

3 Упрощенные математические модели

В [3] путем расщепления движения газа и жидкости на сферическую со-
ставляющую и ее малое несферическое возмущение получено уравнение
эволюции отклонения от сферической формы пузырька ai, которое в усло-
виях настоящей работы имеет вид:

äi +
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R
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R
ai = 0, (3)
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Ṙu+r +Ru̇+r

(i− 1) (1 + qi)
+
qi

(
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(4)

где qi = (i+1)ρ̄/(iρ0), ρ̄ — среднее значение плотности в пузырьке. Эффек-
ты сферического движения в (3), (4) учтены посредством R и Ṙ, градиен-
тов давления p±r и скорости u±r (и их производных по времени u̇±r ) газа и
жидкости на границе пузырька. При выводе (3), (4) предполагается, что
в газе и жидкости ρr = 0.

Если градиенты в (4) определять упрощенно, в предположении отсут-
ствия ударных волн в газе и жидкости, то параметры Ṙ∗

i и R̈∗
i можно

представить в виде [4]

Ṙ∗
i = Ṙ/ (1 + qi) , R̈∗

i = (1− qi) R̈/ (1 + qi) . (5)

Считая, кроме того, плотность газа пренебрежимо малой по сравнению
с плотностью жидкости (qi = 0), а сжатие газа однородным, можно придти
к широко используемому в литературе уравнению [5], где

Ṙ∗
i = Ṙ, R̈∗

i = R̈. (6)
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Рис. 1. (a): кривая 1 — скорость сжатия, 2 — невозмущенная плотность жид-
кости, 3 — осредненная плотность газа, 4 — плотность газа около цен-
тра пузырька; (б–г): отклонение от сферической формы при t∗ = 0,
a20 = −1/3 мкм, ȧ20 = 0, t∗ — момент возникновения возмущения
(б); t∗ = 0, a20 = −0.1 мкм, ȧ20 = −0.005 м/c (в); t∗ = 5 мкс, a20 = 0,
ȧ20 = −0.025 м/c (г). Сплошные кривые — ПЧМ, тонкие сплошные —

УМ1, штриховые — УМ2, пунктирные — УМ3

Входящие в (3)–(6) параметры сферического движения определяются
из решения задачи (1), (2) в сферически симметричной постановке.

В дальнейшем модель [3] (уравнения (3), (4)) будем называть моделью
УМ1, модель [4] ((3), (5)) — УМ2, модель [5] ((3), (6)) — УМ3.

4 Результаты расчетов

Рассматривается сильное сжатие пузырька, такое, что в конце плотность
газа превышает плотность жидкости (кривые 3 и 2 на Рис. 1(а)). В ходе
сжатия в пузырьке формируется ударная волна. Ее фокусировка в центре
пузырька (коллапс пузырька) отражена финальным скачком кривой 4.

Рассчитаны три варианта возникновения малого начального возмуще-
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ния сферической формы пузырька. Результаты расчетов приведены на
Рис. 1(б)–(г). В совокупности они отражают характерные особенности раз-
вития малого возмущения. Кривые всех упрощенных моделей совпадают
почти до момента коллапса. Различия проявляются, когда сжатие газа в
пузырьке становится существенно неоднородным, а плотность газа — срав-
нимой с плотностью жидкости (R/R0 ≈ 0.15).

Модель УМ3 без учета плотности газа в конце стадии сжатия прогнози-
рует ускоренный рост амплитуды отклонения от сферичности. На стадии
замедленного сжатия это принято связывать с проявлением неустойчиво-
сти Рэлея-Тейлора. Модель УМ2, учитывающая изменение плотности газа
и приближенно — неоднородность сжатия, показывает менее интенсивное
нарастание отклонения там, где плотность газа уже сравнима с плотно-
стью жидкости. В интервале R̈ > 0, ρ̄ > ρ0 она дает не ускоренный, а за-
медленный рост возмущения в связи с тем, что плотность газа становится
выше плотности жидкости, и механизм, лежащий в основе неустойчивости
Рэлея-Тейлора, оказывает стабилизирующее воздействие на поверхность
раздела сред.

Более полный учет информации о сферической составляющей движе-
ния (в частности, о распределении давления в пузырьке) в модели УМ1
приводит на стадии сжатия сначала к повышению устойчивости формы
пузырька, а затем к ее заметному снижению. Несмотря на то, что в (3),
(4) явно не входит радиальное ускорение (механизм неустойчивости Рэлея-
Тейлора явно не выделяется), на стадии замедленного сжатия модель УМ1,
как и УМ2, прогнозирует повышение устойчивости формы пузырька. При
этом кривые, полученные с использованием УМ1, характеризуются нали-
чием в заключительной стадии сжатия довольно резких изменений скоро-
сти развития возмущения, которых не наблюдается для других упрощен-
ных моделей.

Результаты ПЧМ в начале сжатия (до R/R0 ≈ 0.6) очень близки к ре-
зультатам упрощенных моделей. По мере роста Ṙ, ȧ2 расхождение в обла-
сти монотонного изменения отклонения монотонно увеличивается. В конце
сжатия в результатах ПЧМ также, как и для модели УМ1, наблюдает-
ся довольно резкое изменение скорости развития возмущения. К моменту
коллапса различие амплитуды возмущения для упрощенных моделей и
ПЧМ может составлять до 8 раз.

5 Заключение

Представлено сравнение результатов моделирования несферического кол-
лапса осесимметричного пузырька в жидкости с использованием упрощен-
ных моделей работ [3–5] и на основе прямого численного моделирования
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с использованием двумерных уравнений газовой динамики. Установлено,
что различия в изменении отклонения по упрощенным моделям на боль-
шей части стадии сжатия (до R/R0 ≈ 0.15) и по всем моделям на началь-
ном отрезке сжатия (до R/R0 ≈ 0.6) незначительны.

В области монотонного изменения отклонения различия между резуль-
татами применения упрощенных моделей и ПЧМ монотонно нарастают.
При этом скорость изменения отклонения при ПЧМ оказывается меньше.

В финале стадии сжатия для упрощенной модели с более точными зна-
чениями градиентов давления и скорости на поверхности пузырька и для
ПЧМ характерны резкие изменения скорости развития отклонения.

Различия между результатами ПЧМ и упрощенных моделей можно
объяснить тем, что в последних не учитывается изменение плотностей
жидкости и газа, обусловленное несферической составляющей движения.
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