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Аннотация. В рамках двухконтинуального подхода рассматриваются раз-
личные модификации постановки задач устойчивости плоскопараллельных
течений двухфазных сред. Учитывается ряд новых факторов: неоднородность
концентрации частиц и рассогласование скоростей фаз в основном течении,
подъемная сила Сэфмана в межфазном обмене импульсом, конечность объ-
емной концентрации частиц. Целью работы является анализ влияния данных
факторов на критические числа Рейнольдса и положение границы области
неустойчивости на примере двухфазных течений в плоском канале и погра-
ничном слое на пластине.
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1 Введение

Задача о гидродинамической устойчивости плоскопараллельного запылен-
ного потока была впервые рассмотрена в [1] в предположении стоксовско-
го закона сопротивления, однородного распределения частиц и отсутствия
скоростного скольжения фаз в основном течении. В литературе имеются
работы, в которых в линейной постановке, близкой к [1], численно иссле-
дуются нейтральные кривые для различных плоскопараллельных запы-
ленных потоков. В настоящей работе предложено развитие теории устой-
чивости плоскопараллельных дисперсных потоков с учетом: значительной
неоднородности концентрации частиц в основном течении (что типично
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для сдвиговых двухфазных течений [2]); наличия подъемных сил Сэфма-
на в межфазном обмене импульсом (наиболее существенных для течений
в пограничных слоях); рассогласования соростей фаз в основном течении
(что важно при учете гравитационных эффектов), а также конечности
объемной доли частиц (что необходимо для описания суспензий и пузырь-
ковых сред).

2 О базовой модели дисперсной смеси

Для описания движения гетерогенной среды в качестве базовой приня-
та двухконтинуальная модель [3]. Смесь состоит из вязкой несжимаемой
несущей фазы и дисперсных частиц. Частицы — сферы одинакового ра-
диуса σ, массы m.

Запишем в безразмерном виде систему уравнений двухконтинуальной
модели [3] в предположении бесконечно малой объемной (но конечной мас-
совой) концентрации частиц:
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Здесь орт j направлен перпендикулярно направлению потока и сона-
правлен с градиентом скорости; ρ, ρ0s — плотности несущей фазы и ма-
териала частиц; n — числовая концентрация частиц; fSt — сила Стокса;
fSaf — сила Сэфмана [4]. При обезразмеривании декартовы координаты
отнесены к масштабу длины L, компоненты скоростей фаз — к характер-
ному значению скорости U0, давление — к ρU2

0 , концентрация частиц —
к N0. Помимо числа Рейнольдса система (1)–(2) содержит три параметра
подобия: α — относительную массовую концентрацию частиц, β — пара-
метр инерционности частиц (обратное число Стокса), равный отношению
масштаба длины к длине скоростной релаксации частиц, и K — параметр,
характеризующий вклад силы Сэфмана в межфазное взаимодействие.

Рассматривается несколько постановок задач устойчивости плоскопа-
раллельных течений многофазный сред. Эффекты неоднородности кон-
центрации частиц и подъемной силы Сэфмана исследованы на примере
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течения запыленного газа в пограничном слое. Влияние рассогласования
скоростей фаз в основном потоке рассматривается на примере течения
запыленного газа в вертикальном плоском канале в поле силы тяжести.
Кроме того, рассматривается эффект конечной объемной доли частиц на
устойчивость течения двухфазной среды на примере течения суспензии в
плоском канале без учета силы тяжести. При этом течение описывается
уравнениями, аналогичными (1)–(2), но с вязкостью, зависящей от объем-
ной доли частиц (формула Эйнштейна) и межфазной силой в форме [5].

3 Постановка задачи устойчивости течения двух-

фазной среды

Следуя стандартной процедуре исследования линейной устойчивости,
представляем течение в виде суперпозиции основного течения, описывае-
мого профилями скорости U(y) и Us(y), и малых возмущений в виде бегу-
щих волн q(y) exp ik(x− ct), где k — волновое число; c = cr+ici — фазовая
скорость волны.

Не останавливаясь подробно на системах уравнений для каждого из
указанных выше случаев плоскопараллельных потоков двухфазных сред,
перечислим параметры основных течений и определяющие безразмерные
параметры:

1) Течение в пограничном слое: U(y) = Us(y) — профиль Блазиуса в
эффективной среде [6]. Рассматриваются три профиля числовой концен-
трации частиц N(y), качественно соответствующие возможным решениям
задачи о течении запыленного газа в пограничном слое [2]:

a) N(y) = 1 + exp{−y}, б) N(y) = 1, в) N(y) = 1− 0.5 exp{−y}. (4)

Определяющие безразмерные параметры: Re, β, α, K. При исследовании
влияния подъемной силы фиксировалось значение отношения плотностей
фаз ρ/ρs = 10−3, и значение параметра K вычислялось через значение β
(3).

2) Течение в вертикальном канале: U(y) = 1 − y2, Us(y) = U(y) +
I/(βFr2) — скорость частиц в основном течении отличается от скорости
несущей фазы на константу, равную скорости гравитационного оседания
для одиночной частицы (параметр I = ±1 определяется направлением
течения в вертикальном канале). Определяющие параметры: Re, β, α и
число Фруда: Fr2 = U2/(gL).

3) Течение суспензии в канале: U(y) = Us(y) = 1−y2, θ0 = const — объ-
емная концентрация примеси. Определяющие безразмерные параметры:
Re, β, θ0, η = ρ0s/ρ.
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Рис. 1. Зависимость критического числа Рейнольдса от параметра инерцион-
ности частиц β при α = 10%. I — Течение в пограничном слое. Кри-
вые 1, 2, 3 соответствуют течению с профилями концентрации частиц
а), б), в) без учета силы Сэфмана; 4 — чистый газ; 5 — профиль кон-
центрации а), K = K(β). II — течение суспензии в горизонтальном

канале. Кривая 1 — θ0 = 0; 2 — θ0 = 3.3%; 3 — чистый газ

Исключая давление из линеаризованной ситемы (1)–(2), выражая воз-
мущения скоростей фаз через возмущения функции тока и дополняя ука-
занную систему уравнений граничными условиями, получаем задачу на
собственные значения для дифференциального уравнения четвертого по-
рядка (типа Орра-Зоммерфельда с дополнительными членами), для чис-
ленного решения которой был использован метод ортогонализации [7].

4 Обсуждение результатов

Для отладки алгоритма проводились тестовые расчеты для течения чи-
стого и запыленного газов в канале, а также сравнение с отдельными соб-
ственными значениями и собственными функциями, полученными в [8, 9].
Было достигнуто совпадение результатов в четырех значащих цифрах.

Везде в расчетах, если не оговорено противное, значение массовой кон-
центрации равно 10%.

Влияние неоднородности концентрации и подъемной силы. Течение в
пограничном слое. Численные расчеты показывают, что без учета подъем-
ной силы наиболее устойчивым является течение с увеличивающейся по
направлению к стенке концентрацией частиц (Рис. 1(I), кривые 1–3). При
этом максимальное критическое число Рейнольдса Re ≈ 2800 (по толщине
пограничного слоя), соответствующее случаю частиц с длиной релакса-
ции порядка толщины пограничного слоя, практически на порядок боль-
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ше, чем в чистом газе. В случае концентрации частиц, уменьшающейся в
направлении стенки, течение наименее устойчиво.

При учете силы Сэфмана в межфазном обмене импульсом в окрест-
ности значения параметра инерционности частиц β0 ≈ 0.028 критическое
число Рейнольдса существенно возрастает при всех рассматриваемых про-
филях концентрации частиц (Рис. 1(I), кривая 5).

Влияние рассогласования скоростей фаз в невозмущенном потоке. Те-
чение в вертикальном канале в поле силы тяжести. Получено, что при
любом конечном числе Фруда нейтральные кривые являются замкнутыми.
При уменьшении числа Фруда и фиксированном значении параметра инер-
ционности частиц область неустойчивости сужается, и в некоторой области
параметров на плоскости (β, Fr) течение становится полностью устойчи-
вым к малым возмущениям. Получено, что критические числа Рейнольдса
при любых исследованных значениях параметров Fr, β выше, чем в случае
течения в горизонтальном канале (без учета силы тяжести).

Влияние конечной объемной концентрации частиц. Течение суспензии
в плоском канале. В случае объемной доли θ0 = 3.3% и α = θη = 10% при
умеренных значениях параметра инерционности течение менее устойчиво,
чем в случае нулевой объемной доли при том же значении α (Рис. 1(II)).
При больших значениях параметра инерционности частиц β > 30 («мел-
кие» частицы) течение с конечной объемной долей частиц более устойчиво
как в сравнении со случаем нулевой объемной доли, так и с течением чи-
стого газа.

5 Заключение

В рамках модели взаимопроникающих континуумов рассмотрены различ-
ные обобщения постановки задачи линейной устойчивости плоскопарал-
лельного движения дисперсной смеси. Исследовано влияние четырех фак-
торов на устойчивость течения двухфазной среды: неоднородности кон-
центрации частиц, наличия подъемной силы, рассогласования скоростей
фаз в основном течении, конечной объемной доли частиц.

Показано, что без учета подъемной силы наиболее устойчивым являет-
ся течение в пограничном слое с монотонно увеличивающейся по направле-
нию к стенке концентрацией частиц. Существует диапазон значений пара-
метра инерционности частиц, такой что при 10% массовой концентрации
частиц на внешней границе пограничного слоя критическое число Рей-
нольдса увеличивается почти на порядок по сравнению с чистым газом.
Учет подъемной силы приводит к значительной стабилизации течения в
узком диапазоне значений параметра инерционности частиц, близких к
значению, при котором достигается максимальная устойчивость при чи-
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сто стоксовском межфазном взаимодействии.
В случае вертикального канала рассогласование скоростей фаз в ос-

новном течении приводит к его значительной стабилизации, а в некото-
ром диапазоне значений параметра инерционности частиц и числа Фруда
течение устойчиво к любым малым возмущениям.

При умеренных значениях параметра инерционности частиц учет ко-
нечной объемной доли частиц приводит к понижению границы устойчиво-
сти течения.
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