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Аннотация. Рассматривается процесс истечения жидкости из круглой полу-
ограниченной трубы в пространство, затопленное другой жидкостью, обуслов-
ленный различием плотностей. Построено автомодельное решение уравнений
движения. Дано сравнение с экспериментальными данными.
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1 Введение

Данная постановка известна в литературе как задача об утечке нефти при
гильотинном разрыве подводного трубопровода [1–3]. Полубесконечная го-
ризонтальная труба заполнена одной жидкостью и полностью погружена в
другую жидкость (Рис. 1). Состояние покоя не может сохраняться, так как
при этом невозможно согласовать давления по разные стороны от границы
раздела сред. Вглубь трубы распространяется волна вытеснения, выдавли-
вающая легкую фазу. Основная цель исследования состояла в определении
количественных оценок и качественных особенностей процесса истечения
жидкости.

2 Математическая постановка задачи

Допущения. Будем считать течение ламинарным с четкой границей раз-
дела жидкостей, капиллярные эффекты не учитываются, модель течения
квазиодномерная, длина волны много больше диаметра трубы.
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Рис. 1. Схематическое представление задачи; пунктиром показано первона-
чальное положение границы раздела сред

Обозначения. Пусть p, ρ, u, µ, ν — давление, плотность, скорость
динамическая и кинематическая вязкости жидкости; s1, s2 и h1, h2 — пло-
щадь поперечных сечений и высота слоев жидкостей, индексы 1 и 2 отно-
сятся соответственно к легкой и тяжелой средам; s, D — площадь сечения
и диаметр трубы; g — ускорение свободного падения.

Модель течения. Уравнение импульсов первой (легкой) жидкости в
принятом приближении можно представить в виде [4]:

ρ1(
∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

) = −∂p
∂x

+ τ1, (1)

∂p

∂z
= −ρ1g. (2)

Здесь τ1 — проекция на ось x силы трения, действующей на первую жид-
кость со стороны ограничивающих ее поверхностей, отнесенная к единице
объема.

Из уравнений (1)–(2) находим

ρ1(
∂u1
∂t

+ u1
∂u1
∂x

) = −∂pf
∂x
− ρ1g

∂zf
∂x

+ τ1. (3)

где pf — давление на границе раздела жидкостей; zf — координата точек
границы раздела. Аналогично для второй (тяжелой) жидкости

ρ2(
∂u2
∂t

+ u2
∂u2
∂x

) = −∂pf
∂x
− ρ2g

∂zf
∂x

+ τ2. (4)

В дальнейшем положим ∂zf/∂x = ∂h2/∂x. Вычитая из (3) уравнение (4) и
пренебрегая инерцией жидкостей, получим следующее основное уравнение
совместного движения сред

(ρ2 − ρ1)g
∂h2
∂x

+ τ1 − τ2 = 0. (5)
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Условия неразрывности обоих потоков:

∂s1
∂t

+
∂(s1u1)

∂x
= 0, (6)

∂s2
∂t

+
∂(s2u2)

∂x
= 0. (7)

Связь геометрических параметров зададим в дифференциальной форме

d(s1 + s2) = 0, (8)

ds2 = 2
√
Dh2 − h2dh2. (9)

Уравнения (6)–(9) имеют интегралы

s1 + s2 = s, s1u1 + s2u2 = 0, s2 = s2(h2).

Силу трения в (5) аппроксимируем согласно [2]

τ1 − τ2 =
s2u2
s2

µ(θ),

µ(θ)/3 = (10)

c1θ
4µ21 + θ(1− θ){θ[c1(1 + θ) + 2] + (1− θ)[2 + c2(2− θ)]}µ1µ2 + c2(1− θ)4µ22

θ3(1− θ)3[θµ1 + (1− θ)µ2]
Здесь µ(θ) — эффективная вязкость; θ = s2/s, c1 = 3 − 2θ, c2 = 1 + 2θ.
Система уравнений движения дополняется заданием краевых условий. На
срезе трубы: h2 = h0 при x = 0; на носике волны: h2 = 0 при x = L(t), если
вытекает легкая жидкость и h2 = D при x = L(t), если вытекает тяжелая
жидкость. В данной задаче потребуем максимальной скорости вытеснения
жидкости.

3 Автомодельное движение

Автомодельные переменные. Будем искать решение уравнений (5)–
(10) в виде:

h2(x, t) = tpH∗H2(ξ), s1(x, t) = tqS∗S1(ξ), s2(x, t) = tqS∗S2(ξ),

u1(x, t) = trU∗U1(ξ), u2(x, t) = trU∗U2(ξ), ξ =
x

E∗tm
.

(11)

Здесь: H2, S1, S2, U1, U2 — безразмерные функции автомодельной пере-
менной; H∗, S∗, U∗, E∗ — размерные постоянные. Подставляя решение в
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виде (11) в уравнения (5)–(10) получим систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно автомодельной переменной ξ:

dH2

dξ
+ µS2U2 = 0,

−mξdS1
dξ

+ S1
dU1

dξ
+ U1

dS1
dξ

= 0, −mξdS2
dξ

+ S2
dU2

dξ
+ U2

dS2
dξ

= 0,

dS1
dξ

+
dS2
dξ

= 0,
dS2
dξ

=
8

π

√
H2 −H2

2

dH2

dξ
,

(12)

где µ — «безразмерная вязкость», определяемая равенством

µ = 3

a1S
4
2

µ1
µ2

+ S1S2{S2[a1(1 + S2) + 2] + S1[a2(1 + S1) + 2]}+ a2S
4
1

µ2
µ1

S3
1S

3
2

[
S2
µ1
µ2

+ S1

] ,

a1 = 1 + 2S1, a2 = 1 + 2S2;

найдем значения безразмерных параметров

p = q = 0, r = −1

2
, m =

1

2

и размерных постоянных

H∗ = D, S∗ =
πD2

4
, U∗ = E∗ =

√
π

4

(ρ2 − ρ1)gD3

µ1
.

Уравнения (12) имеют интегралы

S1 + S2 = 1, S1U1 + S2U2 = 0, S2 = S2(H2).

Система уравнений (12) дополняется краевыми условиями, соответ-
ствующими постановке задачи. При истечении легкой жидкости

ξ = 0 : H2 = H0; ξ = ξ0 : H2 = 0,

где ξ0 — неопределенный параметр.
Анализ решения. Распределение безразмерных функций по длине

трубы ищем, решая численно краевую задачу. Решение существенно за-
висит от отношения динамических вязкостей жидкостей. В дальнейшем,
если особо не оговаривается, будем считать µ1/µ2 = 8.2. Такая пропорция
соответствует системе нефть–вода.

Пусть труба первоначально заполнена легкой жидкостью. На Рис. 2
показана форма и скорость волны вытеснения, распространяющейся в по-
ложительном направлении. Решение соответствует максимально быстрой
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Рис. 2. Распределение безразмерных функций автомодельной переменной

динамике истечения (H0 → 1). Объем вытесненной жидкости определяет-
ся, как

V (t) = sωL(t), L(t) = ξ0U
∗
√
t.

Для плоского канала объем вытекшей жидкости, отнесенный к единице
ширины, есть

v(t) = hωL(t), L(t) = ξ0U
∗
p

√
t, U∗

p =
√

(ρ2 − ρ1)gh3/µ1,
где ξ0 — безразмерная координата носика волны; ω — доля вытесненной
жидкости

ω =
1

ξ0

∫ ξ0

0
S2(ξ)dξ.

Положение носика волны и доля вытеснения зависят только от отношения
динамических вязкостей жидкостей, величина которого является един-
ственным критерием подобия течений. Исследуем влияние вязкости жид-
костей на динамику движения. На Рис. 3 представлена зависимость безраз-
мерной координаты ξ0 носика волны вытеснения от отношения вязкостей
µ1/µ2.

Доля вытесненной жидкости изменяется незначительно

ω = a
µ1
µ2

+ b, 1 ≤ µ1
µ2
≤ 9,

где a = −0.004, b = 0.438 — для круглой трубы; b = 0.455 — для плоского
канала.

На Рис. 4 дано сравнение расчетных и экспериментальных данных объ-
ема вытекшей жидкости при гильотинном разрыве подводного нефтепро-
вода [2]. Численные значения параметров нефти и воды в СИ: ρ1 = 844,
ρ2 = 999, 106ν1 = 10.2, 106ν2 = 1.05; диаметр трубы D = 0.103; для волны
вытеснения имеем: ξ0 ≈ 0.162, ω ≈ 0.405.

Аналогично решается задача об истечении тяжелой жидкости в за-
топленное пространство. При µ1/µ2 = 8.2 скорость продвижения фронта
волны в трубе несколько меньше: ξ0 ≈ 0.145, доля вытесненной жидкости
больше: ω ≈ 0.48.
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Рис. 3. Зависимость безразмерной
координаты носика вол-
ны вытеснения от отно-
шения динамических вяз-
костей жидкостей; кривые
1, 2 соответствуют круглой
трубе и плоскому каналу

Рис. 4. Сравнение теоретических кри-
вых и экспериментальных дан-
ных объема вытесненной неф-
ти от времени: точки — экспе-
римент [2], пунктир — теоре-
тическая кривая [2], сплошная
линия — соответствует приве-

денному расчету

4 Заключение

Таким образом, в работе найдено и исследовано автомодельное решение
задачи о безнапорном истечении жидкости из канала в затопленное про-
странство. Получена зависимость объема вытекшей жидкости от времени
при различных соотношениях вязкостей и плотностей фаз. Установлено,
что увеличение отношения динамических вязкостей легкой и тяжелой сред
приводит к уменьшению доли вытеснения (при истечении легкой жидко-
сти). При смене ролей обеих жидкостей (истечении тяжелой жидкости)
скорость волны уменьшается, а доля вытеснения увеличивается.
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