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Аннотация. В приближении длинных волн рассматриваются неравновесные
течения неоднородной жидкости в каналах и трубах. Выводятся нелинейные
дисперсионные гиперболические модели течения, позволяющие учесть влия-
ние внутренней инерции при относительном движении фаз на структуру нели-
нейных волновых фронтов. На примере классических уравнений Буссинеска
дан асимптотический вывод дисперсионных гиперболических моделей. Пока-
зано, что гиперболическая аппроксимация уравнений имеет тот же порядок
точности, что и исходная модель.
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1 Введение

Для описания нелинейных дисперсионных волн в каналовом приближении
используется следующая система уравнений:

(ρS)t + (ρSu)x = 0,

ut + uux +
1

ρ
Px = 0.

(1)

Здесь S — площадь сечения канала, занятого жидкостью; ρ — плотность
среды; u — средняя скорость. Давление является функцией плотности и
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ее материальных производных

P = P (ρ, dρ/dt, d2ρ/dt2), (2)

где d/dt = ∂/∂t+ u∂/∂x.
К рассматриваемому классу относятся уравнения Иорданского-Когар-

ко для пузырьковой жидкости, уравнения Грина-Нагди и др. Эти уравне-
ния применяются для описания течений пузырьковой жидкости в соплах
Лаваля, для исследования течения однородной жидкости со свободной по-
верхностью в каналах переменного сечения. Если в рассматриваемом про-
цессе скорость жидкости мала по сравнению со скоростью распростране-
ния волновых возмущений, то в представлении давления (2) используются
частные производные по времени. В этом случае уравнения (1), (2) пред-
ставляют целый класс различных приближений Буссинеска в теории мел-
кой воды, неравновесных течений газожидкостных сред в неоднородных
каналах и так далее.

При численной реализации нестационарных течений в рамках моде-
ли (1) возникают проблемы постановки граничных условий, связанные с
негиперболичностью рассматриваемой системы. Частично эти проблемы
устраняются при построении гиперболической аппроксимации (1). В [1]
для второго приближения мелкой воды построены нелинейные дисперси-
онные гиперболические системы уравнений. Уравнения получаются допол-
нительным осреднением исходных уравнений и введением новых «внут-
ренних» переменных. Параметр осреднения входит явно в построенную
модель. При этом полное давление в (1) зависит от осредненного значе-
ния плотности ρ и от производных «мгновенных» значений плотности ρ̃
следующим образом:

P = P (ρ, dρ̃/dt, d2ρ̃/dt2).

В качестве замыкающего соотношения используется соотношение между
осреднёнными и мгновенными величинами (1)–(2):

d2ρ̃

dt2
= α(ρ− ρ̃).

Окончательно система уравнений принимает вид:

(ρS)t + (ρSu)x = 0,

ut + uux +
1

ρ
P̄x = 0,

ρ̃t + uρ̃x = v,

vt + uvx = γ(ρ− ρ̃),

(3)

где P̄ = P̄ (ρ, ρ̃, v) = P (ρ, v, γ(ρ − ρ̃)).
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2 Гиперболическая аппроксимация уравнений

Грина-Нагди

В качестве примера системы (1) приведём уравнения Грина-Нагди, опи-
сывающие эволюцию длинных волн в открытом канале (S ≡ const). В ка-
честве переменной ρ фигурирует глубина потока h, u — скорость потока,
а полное давление представляется в виде [2]:

P =
1

2
gh2 +

1

3
h2
d2h

dt2
,

где g — ускорение свободного падения. Гиперболическая аппроксимация
уравнений Грина-Нагди методом, описанным в предыдущем разделе, при-
водит к следующей системе законов сохранения газодинамического типа:

ht + (hu)x = 0,

(hu)t + (hu2 + P̄ )x = 0,
(
h

(
1

2
u2 + ε̄

))

t

+

(
hu

(
1

2
u2 + ε̄

)
+ P̄ u

)

x

= 0,

h̃t + uh̃x = v,

P̄ =
1

2
gh2 +

1

3
γh2(h− h̃), ε̄ =

1

2
gh +

1

6
γ(h− h̃) + 1

6
v2.

Здесь h̃ — мгновенная глубина. Заметим, что дифференциальным след-
ствием этой системы является уравнение

vt + uvx = γ(h− h̃).

Поэтому характеристики системы

dx

dt
= u±

√(
g + γ

(
h− 2

3
h̃

))
,

dx

dt
= u (кратная характеристика)

вещественны при |h− h̃| ≪ h.
Для широкого класса сред система (3) является неоднородной гипербо-

лической системой, описывающей распространение волн, присущих нели-
нейным диспергирующим средам, в частности, распространение солито-
нов. Тем не менее, гиперболический тип уравнений (3) позволяет также
рассмотреть разрывные решения, среди которых следует отметить реше-
ния типа «прыжок–волна», состоящие из движущегося разрыва и следу-
ющего за ним периодического волнового пакета.
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3 Гиперболические уравнения Буссинеска

В этом разделе выводится гиперболическая аппроксимация второго при-
ближения теории мелкой воды на примере простейшего варианта урав-
нений Буссинеска. Процедура осреднения явно содержит параметр, свя-
занный с выбором масштаба осреднения. Будет показано, что полученная
система имеет тот же порядок аппроксимации длинных волн, что и исход-
ная система.

Рассмотрим уравнения Буссинеска ([3], гл.13):

ηt + ((1 + αη)u)x +O(αβ, β2) = 0,

ut + αuux + ηx +
1

3
βηttx +O(αβ, β2) = 0.

(4)

Здесь h = h0(1 + αη) — глубина, а u — средняя скорость слоя жидко-
сти. Безразмерные переменные выбраны так, что ускорение силы тяжести
g = 1 и характерная глубина h0 = 1. Параметры α = a/h0, где a — ам-
плитуда волны, и β = h20/l

2, где l — горизонтальный масштаб течения,
считаются малыми. Пусть τ — фиксированный масштаб времени (τ2 ≈ β).
Для произвольной функции f = f(t, x) обозначим

f̄ =
1

2τ

t+τ∫

t−τ

f(s, x) ds.

Формула Тейлора дает следующее представление функции f в окрестности
точки t (x — фиксировано):

f(s) = f(t) + f ′(t)(s − t) + 1

2
f ′′(t)(s − t)2 + 1

6
f ′′′(t)(s − t)3+

+
1

24
f (IV )(t)(s − t)4 +O((s − t)5).

(5)

После осреднения получаем

f̄ = f(t) +
1

6
f ′′(t)τ2 +O(τ4) . (6)

Из (5)–(6) следует

(fx) = (f̄)x,

(ft) =
f(t+ τ)− f(t− τ)

2τ
=

f ′(t) +
1

6
f ′′′(t)τ2 +O(τ4) = (f̄)t +O(τ4).

(7)
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Кроме того, заметим

η̄ū =
(
η(t) +O(τ2)

) (
u(t) +O(τ2)

)
= η(t)u(t) +O(τ2),

ηu =
1

2τ

τ∫

−τ

(
η(t) + η′(t)s +O(s2)

)
×

×
(
u(t) + u′(t)s+O(s2)

)
ds = η(t)u(t) +O(τ2).

(8)

то есть ηu = η̄ū+O(τ2).
Аналогично,

u2 = (u(t))2 +O(τ2) = (ū)2 +O(τ2). (9)

Ввиду (7)–(9), после осреднения, уравнения (4) принимают вид:

η̄t + ūx + α(η̄ū)x +O(αβ, β2, ατ2, τ4) = 0,

ūt +
(α
2
ū2 + η̄

)

x
+
β

3
(ηttx) +O(αβ, β2, ατ2, τ4) = 0.

(10)

При этом последний член в уравнении (10) представляется в виде:

(ηtt) =
1

2τ

τ∫

−τ

(ηtt(t) + ηttt(t)s+

+ηtttt(t)s
2 +O(s3)

)
ds = ηtt(t) +O(τ2).

(11)

С другой стороны, из (6) следует

ηtt(t) =
6

τ2
= (η̄ − η(t)) +O(τ2). (12)

Уравнения (10) принимают вид:

η̄t + ((1 + αη̄)ū)x +O(αβ, β2, ατ2, τ4) = 0,

ūt + αuux + η̄x +
1

3
βηttx +O(αβ, β2, ατ2, τ4) = 0,

ηtt = γ(η̄ − η) +O(τ2).

(13)

Здесь γ = 6/τ2 = µ/β. Осталось заметить, что член, содержащий старшие
производные входит в (4) с малым коэффициентом β. Поэтому следующая
система имеет тот же порядок аппроксимации, что и исходная система (4):

η̄t + ((1 + αη̄)ū)x +O(αβ, β2) = 0,

ūt + αuux +
µ

3
(η̄ − η)x +O(αβ, β2) = 0,

ηtt = γ(η̄ − η) +O(β).

(14)
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Отбрасывая в (14) члены более высокого порядка, приходим к гипер-
болической системе (h̄ = 1 + η̄, h = 1 + η, α = 1):

h̄t + (h̄ū)x = 0,

ūt + uux + h̄x +
µ

3
(h̄− h)x = 0,

ht = ν,

νt =
µ

β
(h̄− h).

(15)

Заметим, что в (15) µ = O(1).

4 Заключение

Гиперболическая аппроксимация (3) исходных уравнений (1) получена
формально. В разделе 3 представлен асимптотический вывод гиперболи-
ческого аналога уравнений Буссинеска, из которого становится понятной
связь параметра γ с выбранным масштабом осреднения. Более того, по-
казано, что гиперболическая модель имеет тот же порядок аппроксима-
ции, что и исходные уравнения Буссинеска. Это означает, что построенные
нелинейные дисперсионные гиперболические системы не только представ-
ляют собой приближение моделей более высокого порядка, но и являются
самостоятельными моделями движения среды, адекватно описывающими
структуру нелинейных волн в диспергирующих средах.
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