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Аннотация. В рамках модели взаимопроникающих континуумов рассмот-
рена задача о гравитационной конвекции разреженной суспензии в закрытом
двумерном сосуде. На примере задачи о гравитационном оседании (всплытии)
тяжелой (легкой) сферической частицы в гармоническом поле скорости вяз-
кой несущей фазы исследовано влияние нестационарных и «наследственных»
сил на характер движения частицы. Создана гидродинамическая модель гра-
витационной конвекции суспензий и аэрозолей, учитывающая нестационар-
ные силы в межфазном обмене импульсом. Определен диапазон параметров,
в котором описание мезомасштабных движений в оседающей (всплывающей)
суспензии невозможно без учета нестационарных и наследственных сил.
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1 Введение

При исследовании задач гравитационной конвекции суспензии в рамках
двухконтинуальной модели особое внимание уделяется моделированию ме-
зомасштабных течений, вызванных неустойчивым ростом неоднородно-
стей концентрации дисперсной фазы [1]. При этом в межфазном обмене
импульсом, как правило, учитывается лишь стационарная сила сопротив-
ления (сила Стокса) [2]. В данной работе предложена модель, учитываю-
щая все нестационарные силы, действующие на частицу, а также произве-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 05–01–00502)
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дена оценка необходимости их учета в зависимости от отношения плотно-
стей вещества фаз.

2 Постановка задачи о гравитационной конвекции

в закрытом двумерном сосуде

Для монодисперсной среды с нулевым тензором давлений и малой объем-
ной долей при условии малости числа Рейнольдса, посчитанного по ско-
рости движения частицы относительно несущей фазы, сила межфазно-
го взаимодействия определяется из решения задачи об обтекании сферы
неоднородным потоком вязкой жидкости. При движении твердой сферы в
присутствии силы тяжести при малых числах Рейнольдса в условиях, ко-
гда пространственные масштабы изменения поля скорости жидкости мно-
го больше размера частицы, суммарная сила, действующая на частицу,
представима в виде [3, 4]:

fsum = fSt + fA + fm + fBB +mg,

fSt = 6πσµ(v − vs), fA = ρτs

(
Dv
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Здесь d/dt и D/Dt обозначают, соответственно, дифференцирование вдоль
траектории частицы и жидкой частицы несущей фазы, совпадающей в
данный момент с центром частицы (в рассматриваемом ниже случае раз-
личие между этими производными не существенно); fSt, fA, fm, fBB —
силы Стокса, Архимеда, присоединенных масс и Бассе-Буссинеска соот-
ветственно; m, σ, ρs, τs — масса, радиус, плотность и объем частицы; µ
и ρ — вязкость и плотность несущей фазы; g — ускорение силы тяжести,
остальные обозначения общепринятые.

В качестве масштаба скорости при обезразмеривании удобно взять ско-
рость стационарного оседания частицы в малоплотной вязкой среде U =
mg/6πσµ, масштаб длины задается характерным размером сосуда L, мас-
штаб времени: τ = L/U . Например, для полумиллиметровых частиц, на-
ходящихся в воде и в два раза превышающих по плотности несущую фазу,
U ∼ 1 м/с, а длина скоростной релаксации частиц lτ = mU/6πσµ ∼ 0.1 м.

В безразмерном виде система уравнений двухконтинуальной модели
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дисперсной смеси принимает вид:
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dns
dt

+ nsdiv(vs) = 0,
dvs

dt
= fs − βj,
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(1)

Здесь β = L/lτ , η = ρ/ρs и χ =
√

9η/2πβ. Под давлением понимается раз-
ность истинного и гидростатического давлений. Начальные и граничные
условия таковы:

ns|t=0 = ns(x, y), v|t=0 = vs|t=0 = 0, v|D = 0. (2)

Здесь D — граница области; ns — числовая концентрация частиц; α =
mns0/ρ — массовая доля частиц; Re= LUρ/µ — число Рейнольдса, а j —
единичный вектор, направленный против силы тяжести. Здесь использо-
вано, что квадрат числа Фруда Fr2 = U2/(gL) = β−1.

Безразмерные параметры данной системы могут изменяться в широких
пределах: 0 < β, Re, η <∞, α ≤ O(1).

3 Оценка роли нестационарных составляющих

силы межфазного взаимодействия

Для оценки влияния нестационарных и «наследственных» сил на скорость
осаждения дисперсной фазы рассматривалась модельная задача о дви-
жении частицы под действием силы гравитации в осциллирующем с ча-
стотой ω1 потоке вязкой жидкости, скорость которого v = cos(ω1t). При
этом сравнивалось решение полной системы уравнений движения частицы
с решениями, полученными в случаях, когда из силы межфазного взаимо-
действия исключались: а) сила Бассе-Буссинеска, б) сила присоединенных
масс и в) обе указанные силы. После обезразмеривания (характерная ско-
рость прежняя, характерная длина L = lτ , то есть β = 1) полная система
уравнений движения частицы в лагранжевой форме [5] принимает вид:
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Рис. 1. Характеристики влияния нестационарных и(или) «наследственных»
сил в зависимости от отношения плотностей фаз η при частоте ω1 = 1
(сплошная линия), ω1 = 0.1 (штриховая линия) и ω1 = 10 (штрих-
пунктир). Кривые 1, 4, 7 показывают влияние силы Бассе-Буссинеска,
2, 5, 8 — суммарное влияние нестационарных и наследственных сил,

а 3, 6, 9 — влияние силы присоединенных масс

Начальные условия задаются соотношениями: vs(0) = v(0) = 1, rs(0) = 0.
Для количественной оценки «влияния» сил на решение отслеживалось

отношение максимума модуля разности скоростей, полученных из решений
полной системы уравнений и системы без нестационарных (силы присо-
единенных масс) и(или) «наследственных» (силы Бассе-Буссинеска) сил,
к максимуму скорости несущей фазы (для тяжелых частиц (η ≤ 1)) и
к отношению плотностей η (для легких частиц (η ≥ 1)). Такой выбор
относительного параметра, определяющего влияние тех или иных сил, в
случае легких частиц обусловлен асимптотикой решения полной системы
уравнений движения частицы при t → ∞. Вклад нестационарных и «на-
следственных» сил проиллюстрирован на Рис. 1.

4 Примеры гравитационной конвекции суспензии

в вертикальном двумерном сосуде

В качестве примера рассмотрим предельный случай гравитационной кон-
векции малоинерционных частиц β → ∞ при малой массовой концен-
трации дисперсной фазы (α → 0) и малых числах Рейнольдса Re→ 0.
При этом предполагается, что произведение αβRe остается конечным. В
этой предельной ситуации в межфазном взаимодействии можно оставить
лишь силу Стокса и ввести новые «растянутые» переменные p1 = Re · p,
t1 = t/Re. После перехода к соответствующим пределам упрощенная си-
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Рис. 2. Мгновенные поля скоростей несущей фазы при гравитационной кон-
векции суспензии, в начальный момент имевшей однородную кон-
центрацию и заполнявшей левую половину двумерного объема, при
η = 0.01 и αβRe= 500 для двух значений безразмерного времени:

t1 = 0.001 и t1 = 0.007

стема уравнений принимает вид:

∂v

∂t1
= −∇p1 +∆v− αβRe · nsj, vs = v − (1− η)j,

div(v) = 0,
dns
dt1

= 0.

Эту систему удобнее всего решать, перейдя к переменным ψ : u = ∂ψ/∂y,
−∂ψ/∂x и kω = rot(v). В новых переменных имеем:

∂ω

∂t
= △ω − αβRe∂ns

∂x
, △ψ = −ω.

Начальные условия имеют вид (2).
Так как переход к новым переменным дал повышение порядка системы,

то необходимо и дополнительное граничное условие для ω. Это условие по-
лучается приближенно из разложения ψ в ряд Тейлора в окрестности гра-
ницы области: ψ(xj , ε) = ψ(xj , 0)+ ε ·∂ψ/∂xi(xj , 0)+ ε2/2 ·∂2ψ/∂x2i (xj , 0)+
o(ε3), ε → 0. Здесь xi,j — пространственные координаты. Используя то,
что ψ(xj , 0) = ∂ψ/∂xi(xj , 0) = 0, а ∂2ψ/∂x2i (xj , 0) = ω(xj , 0), легко полу-
чить граничное условие для ω:

ω(xj, 0) = 2ψ(xj , ε)/ε
2 + o(ε)

Это условие замыкает постановку задачи в переменных ψ, ω. Примеры ее
решения представлены на Рис. 2.
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5 Заключение

Исследовано влияние нестационарных и «наследственных» сил в межфаз-
ном обмене импульсом в зависимости от отношения плотностей фаз. Пока-
зано, что учет нестационарных сил важен только в случае легких частиц
η > 1, а в случае тяжелых частиц ими можно пренебречь. Получено, что
«наследственные» силы важны в пределах отношения плотностей веще-
ства фаз 0.01 < η < 100.

Создана модель гравитационной конвекции суспензии в замкнутых
двумерных объемах. Приведен пример численного расчета гравитацион-
ной конвекции в случае малоинерционных частиц.
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