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Аннотация. В работе изучается влияние температуры и характера по-
верхностного сцепления на ориентационное поведение осциллирующе-
го пуазейлевского течения нематического жидкого кристалла (НЖК) в
плоском канале. Равновесное распределение длинных осей молекул НЖК
лежит в плоскости течения. Исследуется изменение ориентации молекул
НЖК и вызываемые этим обратные течения с помощью малоамплитуд-
ного разложения.

1. Введение

Термотропные жидкие кристаллы представляют собой состо-
яние вещества, промежуточное на температурной шкале между
твердым телом и жидкостью (мезофаза). Они совмещают свой-
ства пограничных фаз: текут как жидкости, но имеют анизотро-
пию ряда физических свойств как твердые тела. Совмещение
этих свойств приводит к ряду интересных явлений, в том числе
и при наличии границы между жидким кристаллом и твердой
поверхностью.

Влияние поверхностности на ориентационную динамику и те-
чение нематического жидкого кристалла (НЖК) [1] может быть
значительным, особенно в тонких (∼ 10 ÷ 100 мкм), ограничен-
ных твердой поверхностью, пленках НЖК [2]. С другой стороны,
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Рис. 1. Геометрия НЖК-ячейки

ориентационные свойства НЖК зависят от материальных пара-
метров (коэффициенты вязкости Лесли и коэффициенты упру-
гости Франка), которые, в свою очередь, зависят от температу-
ры [3, 4]. Однако, это влияние до сих пор остается малоизучен-
ным.

2. Математическая модель

Рассматривается слой НЖК толщиной d, заключенный меж-
ду двумя бесконечными параллельными пластинами, обеспечи-
вающими нежесткое сцепление. Осциллирующий пуазейлевский
поток создается периодически изменяющимся во времени, при-
ложенным вдоль оси x, перепадом давления ∆P = P2 − P1

(рис. 1). В отсутствие потока при слабом сцеплении директор
(средняя локальная ориентация молекул) ориентирован гомео-
тропно (т.е. перпендикулярно подложкам вдоль оси z).

Рассматривается ориентация директора в плоскости течения

~n = {nx(z, t), 0, nz(x, t)}.

Это условие выполняется для малых скоростей течения, ко-
гда не появляются неустойчивости, сопровождающиеся выходом
директора из плоскости течения [5]. Кроме того, длина вектора
~n равна единице и направления ~n и −~n эквивалентны:

~n2 = 1. (1)

Для несжимаемой жидкости скорость имеет только одну от-
личную от нуля компоненту — vx(z, t).
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Система уравнений, описывающих рассматриваемую задачу,
состоит из условия нормировки (1), уравнения Навье–Стокса и
уравнения баланса моментов сил, действующих на директор:

ρvx,t = −p,x +
[

α2nznx,t + α3nxnz,t+

+
1

2

(

α4 + (α5 − α2)n
2
z + (α3 + α6 + 2α1n

2
z)n

2
x

)

vx,z

]

,z

,

K33nznx,zz −K11nxnz,zz = nz(γ1nx,t − α2nzvx,z)−
−nx(γ1nz,t + α3nxvx,z),

(2)

где через f,x = ∂f/∂x — обозначены частные производные; ρ —
плотность НЖК; αi — коэффициенты вязкости Лесли; Kii —
коэффициенты упругости Франка, коэффициент вращательной
вязкости γ1 = α3 − α2.

Граничные условия для компоненты скорости vx определя-
ются из условия прилипания

vx(z = ±d/2) = 0. (3)

Граничные условия для ориентации директора задаются
уравнением [6]:

± ∂F

∂ni,z
+
∂Fs

∂ni
+ ηs

∂ni
∂t

= 0, (4)

где знаки «±» соответствуют границе z = ±d/2; F — объемная
плотность свободной энергии; Fs — поверхностная плотность сво-
бодной энергии.

Перейдем к безразмерным величинам. В качестве характер-
ного размера выберем толщины слоя НЖК-ячейки d, в каче-
стве характерного времени — обратную величину частоты пото-
ка 1/ω (ω = 2πf). Угол отклонения ориентации директора от
оси Oz обозначим через θ. Тогда компоненты директора примут
вид ~n = {cos θ, 0, sin θ} и условие нормировки (1) выполняется
автоматически.
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Для малых отклонений директора θ1 от состояния равновесия
θ = π/2 запишем разложение

θ(z, t) = θ0(z, t) + θ1(z, t).

Линеаризованные относительно малых отклонений директо-
ра θ1 уравнения (2) в безразмерном виде примут вид:

Rvx,t = −ap cos t− (1− λ)K0θ1,tz +Q0vx,zz,

θ1,t −K0vx,z = εP0θ1,zz,
(5)

где

K0 = K(θ0), P0 = P (θ0), Q0 = Q(θ0), R = τvω, τv =
ρd2

−α2
,

K(θ) =
λ cos2 θ − sin2 θ

1− λ
, P (θ) = cos2 θ +K31 sin

2 θ, K31 =
K33

K11
,

Q(θ) =
α4 + (α5 − α2) sin

2 θ + (α3 + α6 + 2α1 sin
2 θ) cos2 θ

2(−α2)
,

λ =
α3

α2
, ap =

∆P

L

d

(−α2)ω
, ε =

1

τdω
, τd =

γ1d
2

K11
, γ1 = α3 − α2,

где ap — безразмерная амплитуда пуазейлевского потока; ∆P =
= P2 − P1 — перепад давления; L — длина НЖК-ячейки. Вели-
чины τd и τv представляют собой характерные времена релакса-
ции ориентации директора и скорости, соответственно. Инерци-
альное слагаемое скорости (правая часть первого уравнения (5))
содержит множитель R — число Рейнольдса, которое, в рассмат-
риваемой задаче (ρ ≈ 103 кг/м3, d = 20 мкм, −α2 ∼ 0, 1 Па·сек)
является малой величиной для частот потока f ≪ 104 Гц и, в
дальнейших расчетах, этим слагаемым можно пренебречь.

Поверхностную плотность свободной энергии запишем в ви-
де потенциала Рапини [7] Fs = (W/2)θ21, где W — поверхностная
энергия. С учетом этого граничные условия (3), (4) в безразмер-
ном виде примут вид:

vx(z = ±1/2) = 0, ±θ1,z − Eθ1 −Gθ1,t = 0, (6)
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где E =
Wd

P0K11
, G =

ηsωd

P0K11

— безразмерные коэффициенты, определяющие влияние поверх-
ностной энергииW и поверхностной вязкости ηs = γ1ℓγ1 , соответ-
ственно. Величина ℓγ1 — ширина приграничного слоя, в котором
заметно влияние поверхностной вязкости.

Так как уравнения (5) линейны относительно θ1 и vx, то ре-
шение ищем в виде линейного отклика:

θ1(z, t) = ap[T1(z) cos t+ T2 sin t],

v(z, t) = ap[U1(z) cos t+ U2 sin t].
(7)

С учетом граничных условий (6) были найдены функции
T1(z), T2(z), U1(z) и U2(z):

T1(z) = −K0M0
c1f1(z)− c2f2(z)

c21 + c22
,

T2(z) = −K0M0

(

c2f1(z) + c1f2(z)

c21 + c22
− 2z

)

,

U1(z) = −M0

(

1

4
− z2 +

(1− λ)K2
0

2Q0k

c1f3(z) − c2f4(z)

c21 + c22

)

,

U2(z) = −M0

(

(1− λ)K2
0

2Q0k

c2f3(z) + c1f4(z)

c21 + c22

)

,

где

k =

√

Q0 − (1− λ)K2

0

2εQ0P0

, M0 =
1

2(Q0 − (1− λ)K2

0
)
,

f1(z) = ch(kz) sin(kz)+
2E

E2 +G2
ch(kz) sin(kz)− 2G

E2 +G2
sh(kz) cos(kz),

f2(z) = sh(kz) cos(kz)+
2E

E2 +G2
sh(kz) cos(kz)+

2G

E2 +G2
ch(kz) sin(kz),

f3(z) = A1(z)

(

1 + 2
E −G

E2 +G2

)

+A2(z)

(

1 + 2
E +G

E2 +G2

)

,
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f4(z) = A1(z)

(

1 + 2
E +G

E2 +G2

)

−A2(z)

(

1 + 2
E −G

E2 +G2

)

,

A1(z) = ch(kz) cos(kz)− ch(k/2) cos(k/2),

A2(z) = sh(kz) sin(kz)− sh(k/2) sin(k/2),

c1=sh(k/2) cos(k/2)+
kE

E2+G2

(

ch(k/2) cos(k/2)−sh(k/2) sin(k/2)
)

+

+
kE

E2 +G2

(

ch(k/2) cos(k/2) + sh(k/2) sin(k/2)
)

,

c2=ch(k/2) sin(k/2)+
kE

E2+G2

(

ch(k/2) cos(k/2)+sh(k/2) sin(k/2)
)

−

− kE

E2 +G2

(

ch(k/2) cos(k/2) + sh(k/2) sin(k/2)
)

.

Для расчетов использовались следующие параметры: толщи-
на слоя d = 20 мкм, частота потока f = 0, 5 ÷ 5 Гц, плотность
поверхностной энергии W = 10−6 Дж/м2, материальные пара-
метры НЖК МББА [3, 4] для всей температурной области суще-
ствования мезофазы. На границе рассматривается гомеотропное
сцепление θ0 = π/2.

Результаты расчетов профилей для компонент директора
T1(z), T2(z) и скорости U1(z), U2(z) для различных темпера-
тур T = 20 . . . 44◦ С представлены на рис. 2–4. На рис. 2 про-
фили построены для значения длины поверхностной вязкости
ℓγ1 = 10−5 м, что соответствует жесткому сцеплению молекул
НЖК с подложкой. На границе отклонения ориентации дирек-
тора равны нулю, т.е. ориентация молекул НЖК остается гомео-
тропной.

Отметим, что с ослаблением поверхностного сцепления
(уменьшением ℓγ1), сдвиг фазы (отношение между максимума-
ми отклонений между компонентами T1(z) и T2(z)) уменьшается.
Это объясняется тем, что при слабом сцеплении молекул НЖК с
подложкой влияние поверхностной вязкости проявляется в мень-
шем приграничном слое (ширина слоя порядка ℓγ1) и требуется
меньше энергии для изменения ориентации директора.
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Рис. 2. Профили T1(z), T2(z) и U1(z), U2(z) для различных тем-
ператур T . f = 0, 5 Гц; W = 10−6 Дж/м2; ℓγ1

= 10−5 м

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

 T
1

z

 

T=20 oC
T=25 oC
T=30 oC
T=35 oC
T=40 oC
T=42 oC
T=44 oC

−0.15

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

 T
2

z

 

−0.14

−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

 0

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

 U
1

z

 

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

−0.4 −0.2  0  0.2  0.4

 U
2

z

 

Рис. 3. Профили T1(z), T2(z) и U1(z), U2(z) для различных тем-
ператур T . f = 0, 5 Гц; W = 10−6 Дж/м2; ℓγ1

= 10−6 м
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Рис. 4. Профили T1(z), T2(z) и U1(z), U2(z) для различных тем-
ператур T . f = 0, 5 Гц; W = 10−6 Дж/м2; ℓγ1

= 10−7 м
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Рис. 5. Профили T1(z), T2(z) и U1(z), U2(z) для различных тем-
ператур T . f = 5 Гц; W = 10−6 Дж/м2; ℓγ1

= 10−6 м
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С увеличением частоты потока (скорости течения) увеличи-
вается амплитуда отклонения директора (из-за связи ориента-
ции молекул НЖК с их скоростью) и увеличивается сдвиг фа-
зы осцилляций (изменение ориентации молекул НЖК отстает
от изменения скорости течения). Это видно из сравнения рис. 3
(f = 0, 5 Гц) и 5 (f = 5 Гц).

С ростом температуры уменьшается сдвиг фазы осцилляций
ориентации директора. Это объясняется зависимостью величи-
ны характерного времени релаксации директора τd = γ1d

2/K11

от температуры (через вязкости Лесли α2 и α3 входящие в γ1 и
коэффициент упругости K11) — с ростом температуры τd умень-
шается и молекулы при том же ориентационном искажении быст-
рее релаксируют к равновесной конфигурации.

Скорость также испытывает сильное влияние температуры.
Это связано с двумя факторами: амплитуда скорости обратно
пропорциональна эффективной вязкости НЖКQ0, а значит чув-
ствительна к изменению коэффициентов вязкости Лесли при из-
менении температуры; скорость связана с полем директора. От-
метим, что первый фактор оказывает наибольшее влияние, т.к.
входит как амплитуда при параболическом профиле скорости
(слагаемые в U2(z)) в приближении изотропной жидкости с вяз-
костью Q0. Второй фактор может повлиять на форму профиля
скорости, т.к. является поправкой, зависящей от профиля дирек-
тора (компонента U1(z) без параболических слагаемых и ком-
понента U2(z)). Например, при жестком сцеплении ориентация
директора вблизи границы резко меняется и это приводит к ис-
кажению формы профиля скорости и образованию пограничного
слоя (от границы до первой точки перегиба).

Отметим два важных момента относительно используемой
математической модели. Во-первых, уравнения (5) и решения (7)
соответствуют и равновесной планарной (т.е. вдоль оси Ox) ори-
ентации директора на границе, если во всех коэффициентах, за-
висящих от θ0 подставить значение θ0 = 0. Во-вторых, мы ис-
пользовали малоамплитудное разложение только для директора.
Так как коэффициенты при скорости зависят от θ квадратично, и
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при линеаризации по θ1 обращаются в константы, линеаризован-
ные уравнения становятся линейными и относительно скорости
автоматически.

3. Заключение

В работе было изучено влияние температуры на ориентаци-
онную динамику НЖК в осциллирующем пуазейлевском пото-
ке со слабым поверхностным сцеплением. Было получено, что
влияние температуры значительно как на величину отклонения
ориентации директора от начальной ориентации, так и на поло-
жение максимума отклонения директора внутри слоя и на сдвиг
по фазе относительно внешнего воздействия. Было найдено, что
влияние температуры значительно и на величину скорости те-
чения и форму профиля скорости (наличие или отсутствие при-
граничного слоя).
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