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Аннотация. Рассмотрено напряженно-деформированное положение под-
земного магистрального трубопровода под действием сейсмических волн
землетрясения. Построены обобщенные функции сейсмических импуль-
сов, решены уравнения движения трубопровода, использовав преобразо-
вание Лапласа по времени, определены напряжения. Рассмотрен числен-
ный пример. Приведены графики изменения напряжений в зависимости
от силы землетрясения в баллах.

1. Введение

Сейсмическая волна, или же сейсмический импульс, как вид-
но из сейсмограмм, представляет собой кратковременные коле-
бания длительностью 3–4 преобладающих периодов колебаний.
В первой и конечной фазах регистрируются колебания с высокой
частотой и малой амплитудой. Волна, идущая с больших глубин
от очага землетрясения к поверхности земли, преломляется, от-
ражается от слоев с криволинейными границами раздела сред с
различными скоростями распространения волн, происходит ин-
терференция волн. Поэтому с увеличением расстояния от очага
волновая картина на поверхности земли меняется, усложняет-
ся. Форма импульса меняется также и в зависимости от свойств
грунта в точке наблюдения, от коэффициента затухания и часто-
ты колебаний. Наиболее интенсивные колебания записываются
во второй фазе, главной фазе. Колебания происходят с большой
амплитудой и сравнительно низкой частотой (рис. 1(а)). В рабо-
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Рис. 1. а — сейсмограмма, б — аппроксимация

те [1] приведены 200 сейсмограмм, записанные при землетрясе-
ниях в разных районах страны. Каждая запись пронумерована.

Колебания с большой амплитудой и низкой частотой несут
в себе максимальную долю энергии сейсмического импульса и
действуют на сооружения сильнее, чем колебания первой и по-
следней фаз [2]. Главную фазу сейсмических импульсов принято
аппроксимировать выражениями:

v1(t) = V̇ te−ηt sinΩt,

v2(t) = V e−(ηt)2 sinΩt,
(1)

и другими [3], где v1(t) и v2(t) — смещение частиц грунта; V̇ , V —
амплитуды скорости и смещения; η — коэффициент затухания;
Ω — частота колебаний; t— время. Выбор выражений (1) основан
на внешнем сходстве с главной фазой сейсмограмм (рис. 1(б)).
Скорости и ускорения частиц грунта находим дифференцирова-
нием (1). Ускорения равны:

v̈1(t) = −V̇ Ωe−ηt×

×
{[(

1− η2

Ω2

)
Ωt+ 2

η

Ω

]
sinΩt− 2(1 − ηt) cos Ωt

}
,

v̈2(t) = −V Ω2e−(ηt)2×

×
{(

1 + 2
η2

Ω2
− 4

η2

Ω2
(ηt)2

)
sinΩt+ 4

η

Ω
ηt cos Ωt

}
.

(2)

Однако в руководствах по инженерной сейсмологии говорит-
ся о проявлениях землетрясения как о последовательных уда-
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рах и толчках, следующих друг за другом через определенный
промежуток времени [4]. Теория сейсмостойкости, основанная на
предположении, что колебания почвы совершаются по гармони-
ческому закону, игнорирует явление «ударов» и «толчков». Сви-
детельства очевидцев показывают, что даже при относительно
слабом землетрясении наблюдаются факты смещения или опро-
кидывания отдельных твердых предметов [4].

Ниже гармонические функции (1) и (2) заменяем обобщенны-
ми функциями [5] и действие сейсмического импульса на маги-
стральный трубопровод рассматриваем как последовательность
ударов.

2. Обобщенные функции сейсмических волн

Поместим начало прямоугольной системы координат x, z на
оси трубопровода в точке, находящейся перед сейсмическим им-
пульсом, направив ось x вдоль его оси, ось z — перпендикулярно
к поверхности земли, и совместим начало главной фазы сейсми-
ческих волн с началом осей координат. В моменты времени

t∗ =

(
1

4
+ n

)
T1 =

2π

Ω
√

1− (η/Ω)2

(
1

4
+ n

)
≈

≈ 2π

Ω

(
1

4
+ n

)
, n = 0, 1, 2, 3...

(3)

функция sinΩt принимает наибольшие положительные значе-
ния, а cos Ωt равен нулю. Поэтому в выражениях (2) слагаемые,
содержащие cos Ωt, принимаем равными нулю, пренебрегаем так-
же величиной η/Ω, как малой по сравнению с единицей. В ре-
зультате получим:

v̈1(t) = −V̇ Ω2te−ηt sinΩt,

v̈2(t) = −V Ω2e−(ηt)2 sinΩt.
(4)

Затем в выражениях (1) и (4) функцию sinΩt заменяем ее
значениями в моменты времени t∗, время t — временем t∗. Таким
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образом получим обобщенные функции сейсмического импульса:

v1(t) =
2πV̇

Ω

j−1∑

n=0

(
1

4
+ n

)
exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]
,

v2(t) = V

j−1∑

n=0

exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]2
,

v̈1(t) = −2πV̇ Ω

j−1∑

n=0

(
1

4
+ n

)
exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]
,

v̈2(t) = −V Ω2
j−1∑

n=0

exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]2
,

(5)

где n = j − 1, j — число ударов за время действия сейсмическо-
го импульса. Ударные силы смещаются вдоль трубопровода со
скоростью продольной волны a∗, действуют через промежутки
времени T1 ≈ T = 2π/Ω, расстояние между ударными силами
равно

x0 =
2πa∗

Ω
√
1− (η/Ω)2

≈ 2πa∗
Ω

. (6)

Внешнюю силу на трубопровод определяем по формуле [6]

p(x, t) = K1Dσz tg φ+m1v̈i, i = 1, 2, (7)

где m1 = ρ2D
2 [tg(45 + φ/2)− (45 + φ/2)π/180] /4 — масса грун-

та в застойной зоне; ρ2 — плотность грунта; D — диаметр трубы;
φ — угол внутреннего трения; σz — нормальные напряжения в
окружающей среде. С помощью соотношений

U(R, t) = −f
′

R
− f

R2
, σz = ρ2a

2
∗
(
1− 2K2

1 cos
2 ψ
) f ′′
R
,

графические преставления которых приведены в [6], находим за-
висимость между напряжением σz и вертикальным смещением v

σz = K2v(ξ, t). (8)
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Заметим, что U(R, t) — смещение вдоль луча. Коэффициент
K2 зависит от параметров Ляме среды. Подставляя (5) и (8) в (7),
получим выражения для силы толчка сейсмического импульса:

pn(ξ0) =
2πV̇∆

Ω

j−1∑

n=0

(
1

4
+ n

)
exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]
,

pn(ξ0) = V∆

j−1∑

n=0

exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]2
,

(9)

где ∆ = K1K2D tg φ+m1Ω
2.

Согласно первому выражению (9) первая и последующие
ударные силы равны:

n = 0, j = 1, p0(ξ0) =
πV̇∆

2Ω
exp

(
−πη
2Ω

)
;

n = 1, j = 2, p1(ξ0) =
5πV̇∆

2Ω
exp

(
−5πη

2Ω

)
;

n = 2, j = 3, p2(ξ0) =
9πV̇∆

2Ω
exp

(
−9πη

2Ω

)
, и т.д.

По второй формуле (9) ударные силы определяются анало-
гично.

3. Дифференциальные уравнения движения трубо-

провода и их решение

Магистральный трубопровод моделируем тонким стержнем.
Используем безразмерные величины, обозначения:

ξ =
x

r
, τ =

c1t

r
, w =

W

r
, c21 =

E

ρ
, c22 =

k′G
ρ
,

r2 =
J

F
, γ = γ∗

(
1 +

m2

ρF

)
, γ∗ =

c21
c22
,

(10)
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и уравнения движения стержня запишем в перемещениях с уче-
том деформации сдвига и инерции вращения [6]:

∂2w

∂ξ2
− ∂θ

∂ξ
− γ

∂2w

∂τ2
= −rp(ξ, τ)

ρFc22
,

∂w

∂ξ
− θ + γ∗

(
∂2θ

∂ξ2
− ∂2θ

∂τ2

)
= 0.

(11)

В выражениях (10) и (11): r — радиус инерции; E, G, ρ — мо-
дули упругости, сдвига и плотность материала трубы; k′ = 1.1 —
коэффициент формы сечения; F , J — площадь поперечного се-
чения и осевой момент инерции; w, θ — прогиб и угол поворо-
та сечения, обусловленный изгибающим моментом; τ — время;
m2 = ρ2

[
D(h− 0.39D) + h2 tg(0.7φ)

]
— масса грунта над тру-

бой; h — расстояние от верха засыпки трубопровода до ее осевой
линии;

p(ξ, τ) = pn(ξ0)δ(ξ − τ/β) = βpn(ξ0)δ(τ − βξ),

δ — дельта-функция Дирака; ξ0 = x0/r, β = c1/a∗.
Уравнения (11) решаем, используя преобразование Лапласа

по времени:
d2w̄

dξ2
− dθ̄

dξ
− γs2 = kγ∗e

−βsξ,

dw̄

dx
+ γ∗

d2θ̄

dξ2
+ (γ∗s

2 + 1)θ̄ = 0,

(12)

где k = −rβpn(ξ0/EF ; w̄, θ̄ — изображения прогиба w и угла
поворота θ. Из первого уравнения (12) исключаем θ̄:

d4w̄

dξ4
− (γ + 1)s2

d2w̄

dξ2
+ γs2

(
s2 +

1

γ∗

)
w̄ = kf2e

−βsξ,

θ̄ =
γ∗

(γ∗s2 + 1)

[
d3w̄

dξ3
−
(
γs2 − 1

γ∗

)
dw̄

dξ
+ kβγ∗se

−βsξ

]
,

f2 = (β2 − 1)γ∗s
2 − 1.

(13)
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Решение системы (13) имеет вид

w̄ = A1e
−λ1ξ +A2e

−λ2ξ +
kf2e

−βsξ

b1s2(s2 + a21)
,

θ̄ = (λ21 − γs2)
A1

−λ1
e−λ1ξ + (λ22 − γs2)

A2

−λ2
e−λ2ξ +

kβe−βsξ

b1s(s2 + a21)
,

где A1,2 — постоянные интегрирования; b1 = (β2 − γ)(β2 − 1);
a21 = γ/(γ∗b1); λ1,2 — два (из четырех) корня характеристическо-
го уравнения

λ4 − (γ + 1)s2λ2 + γs2
(
s2 +

1

γ∗

)
= 0,

удовлетворяющие условию затухания w̄ и θ̄ на бесконечности.
Сечение стержня ξ = 0 представляет подвижную заделку,

углы поворота и сдвига равны нулю:

ξ = 0, θ̄ = 0,
dw̄

dξ
− θ̄ = 0. (14)

Постоянные интегрирования определяем с помощью гранич-
ных условий (14). Изображение безразмерного изгибающего мо-
мента находим по формуле

m̄(s, τ) =
Mr

EJ
=
dθ̄

dξ
,

где M — размерный изгибающий момент.
Оригиналы прогиба и изгибающего момента определены с по-

мощью формулы обращения

1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

F (s)eτsds =

{
f (τ) , τ > 0,
0, τ < 0.

Подынтегральные функции имеют простые полюсы и точки
ветвления. Вычисления проводились по формуле

I =
∑

res(s)−
∑∫

γi

,
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где res(s) — вычет; γi — пути интегрирования по берегам разреза
и по дугам окружности бесконечно малого радиуса. В случае
действия единичной подвижной силы для изгибающего момента
получено выражение [6]

m(s, τ) =

5∑

i=1

res(si), 0 ≤ ξ ≤ ξ3 = τ/β. (15)

Развернутое выражение (15) представим в форме

m(s, τ) =
rβp(ξ0)

EF

3∑

i=1

Ri,

где

R1 =
β

4
√
2a1b1

[
æ1(sin ε1 − sin ε2) + 2æ2e

−a1æ1ξ/
√
2 cos a1τ2

]
,

R2 =
β(2β2 − γ − 1)

4
√
2(γ − 1)b1

√
a2 + a21

×

×
[
æ1(sin ε1 − sin ε2)− 2æ2e

−a1æ1ξ/
√
2 cos a1τ2

]
,

R3 =
β2

a1b1
sin [a1(τ2 − βξ)] ,

ε1,2 = a1

(
τ2 ±

æ1ξ√
2

)
, æ1,2 =

[
(γ − 1)

√
1 +

a2

a21
± (γ + 1)

] 1
2

,

a2 =
4γ

γ∗(γ − 1)2
, τ2 = τ − τ∗, τ∗ =

πc1
2Ωr

.

В случае действия нескольких сил, следующих друг за дру-
гом, использовав принцип сложения действия сил, получим

mI(ξ, τ) =
2πrβV̇∆

ΩEF
×

×
j−1∑

n=0

(
1

4
+ n

)
exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)] 3∑

i=1

Ri,

mI(ξ, τ) =
rβV∆

EF

j−1∑

n=0

exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]2 3∑

i=1

Ri.

(16)
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4. Решение уравнения технической теории изгиба

стержня

Используя безразмерные величины (10), уравнение движения
запишем

∂4w

∂ξ4
+ γ

∂2w

∂τ2
=
rp(ξ, τ)

EF
,

где γ = 1 + (m2/rho2F ). После преобразования Лапласа по вре-
мени:

∂4w̄

∂ξ4
+ 4λ4w̄ = ke−βsξ. (17)

Здесь 4λ4 = γs2, k = rβpn(ξ0)/EF .
Решение уравнения (17), удовлетворяющее условию затуха-

ния на бесконечности, имеет вид

w̄ = e−λξ(A1 sinλξ +A2 cos λξ) +
ke−βsξ

s2(β4s2 + γ)
.

Постоянные интегрирования A1,2 определяем с помощью гра-
ничных условий:

ξ = 0,
dw̄

dξ
=
d3w̄

dξ3
= 0.

Безразмерный изгибающий момент находим по формуле

m̄ =
d2w̄

dξ2
. (18)

Обратное преобразование (18) проводим известным спосо-
бом [7]:

m(ξ, τ) =
2βrpn(ξ0)√

γEF
sin

[√
γ

β2
(τ2 − βξ)

]
. (19)

В случае действия сейсмического импульса (9) наибольший
момент находим по формулам:

mII =
4πrβV̇∆√
γΩEF

j−1∑

n=0

(
1

4
+ n

)
exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]
,

mII =
2rβV∆√
γEF

j−1∑

n=0

exp

[
−2πη

Ω

(
1

4
+ n

)]2
.
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5. Расчет напряжений

Таблица 1
№ №сей-

смо-
граммы
по [1]

V̇ ·
10−2,
м/с

V ·
10−3,
мм

Балл,
J

Ω,
с−1

η/Ω j mI mII

1 156(III) 9 12 9 67 0.04 14 0.021 0.062
2 163(IV) 8 19 9.6 39 0.038 11 0.059 0.091
3 119(IV) 8.5 21 9.75 38 0.039 12 0.067 0.099
4 95(I) 8.3 20 9.7 30 0.05 10 0.061 0.079
5 тип II,

c.86
0.9 5 21 0.043 3 0.00034 0.0027

6 тип II,
c.86

11 8.75 27 0.056 3 0.0101 0.045

7 100(9) 0.31 1-4 44 0.034 7 0.00087 0.0046
8 8(3) 0.51 1-4 4.1 0.018 11 0.0056 0.0069
9 20(4) 3.8 7.25 4 0.038 6 0.0162 0.043
10 141(5) 3.75 7.2 32.5 0.034 7 0.035 0.054
11 31(1) 3.2 7 31.4 0 1 0.0014

Определим напряжения в магистральном трубопроводе
при землетрясениях, сейсмограммы которых приведены в [1].
В табл. 1 содержится номер записи сейсмограммы, максималь-
ные амплитуды скорости и смещения, частоты колебаний глав-
ной фазы и балльность землетрясения по шкале [8] в зависимости
от величины смещения маятника сейсмометра. В работе [8] отме-
чается также, что сейсмические колебания грунта облают рядом
особенностей. В том числе, что частицы на поверхности грунта
совершают пространственные колебания, причем составляющие
вектора смещения по осям координат соизмеримы между собой.
Поэтому принимаем, что в таблице приведены смещения и ско-
рости в вертикальном направлении.

Отношения амплитуд различных максимальных фаз импуль-
са зависят от η: чем меньше η, тем больше отношение ампли-
туды второго максимума к амплитуде первого максимума. Пу-
тем построения графиков vi(t) (i = 1, 2) по формулам (1) при
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Рис. 2. ◦ — σI , × — σII

различных значениях отношения η/Ω и визуального сравнения
этих графиков с сейсмограммами, определена величина отноше-
ния η/Ω. Параметры сейсмограммы на рис. 1(а) приведены в
строке № 7 табл. 1.

Исходные данные: трубопровод диаметром D = 1 м и толщи-
ной стенки h0 = 0.01 м проложен в песчаном грунте на глу-
бине h = 1.5 м. Плотность грунта ρ2 = 1.53 т/м3, принима-
ем a∗ = 660 м/с, b = 310 м/с, угол φ = 30◦, коэффициент
K2 = 2.4 · 103 МПа/м. Модуль упругости, модуль сдвига и плот-
ность материала трубы равны E = 2·105 МПа, G = 0.8·105 МПа,
ρ = 8 т/м3, c1 = 5 · 103 м/с, c2 = 3.3 · 103 м/с, k′ = 1.1. Расче-
ты изгибающего момента проводились по формулам (16), (19) и
они приведены в табл. 1, напряжения определены по формуле
σ =

√
2Em.

На рис. 2 представлены напряжения в трубопроводе в зави-
симости от балльности землетрясения. Как видно, техническая
теория изгиба балки дает завышенные значения напряжений.
Кроме балльности землетрясения уровень напряжений также за-
висит от числа ударов и толчков. С увеличением числа ударов
напряжения в трубопроводе возрастают (см. например, строки
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5, 6 и 11 и строки 9, 10 и 11 табл. 1).
Из приведенных данных следует, что для данного трубопро-

вода землетрясение силой 4 балла является предельным.
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