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Исследуется работоспособность метода отражений и метода разложения по сферическим функциям при
определении потенциала скорости жидкости с двумя и более слабонесферическими пузырьками. Центры
пузырьков находятся на одной прямой, которая является осью симметрии задачи.

1. Введение

Интерес к изучению динамики газовых пу-
зырьков в жидкости связан с широким использова-
нием жидкостей в различных отраслях народного
хозяйства: энергетике, химии, медицине и др. При
больших концентрациях пузырьков значительную
роль начинает играть их взаимодействие.

При изучении взаимодействия пузырьков в
жидкости аналитико-численными методами возни-
кает подзадача определения потенциала скорости
жидкости. Обычно потенциал ищется в предполо-
жении, что пузырьки расположены относительно
далеко друг от друга [1, 2]. В результате этого за-
дача определения потенциала значительно упроща-
ется. Исключение составляет лишь самый простой
случай взаимодействия двух сферических пузырь-
ков. Для этого случая имеется точное решение [3,4],
полученное методом отражений [5]. Оно справедли-
во при любых расстояниях между пузырьками, в
том числе и при их касании (во всей области жид-
кости за исключением точки касания пузырьков).
Сравнительно недавно в работе [6] была предло-
жена математическая модель взаимодействия про-
извольного количества произвольно близко распо-
ложенных в одну линию слабонесферических пу-
зырьков. Она основана на представлении потенци-
ала скорости жидкости в виде ряда по сферическим
функциям. Нетрудно заметить, что сходимость ря-
дов по сферическим функциям по мере сближе-
ния пузырьков ухудшается. Поэтому реальная об-
ласть применимости модели [6] по минимальному
расстоянию между взаимодействующими пузырь-
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ками ограничена возможностями современных ком-
пьютеров.

Настоящая работа посвящена исследованию
работоспособности двух методов определения по-
тенциала скорости (метода отражений [3, 4] и ме-
тода разложения по сферическим функциям [6, 7])
в задачах взаимодействия в жидкости двух и более
слабонесферических пузырьков, расположенных на
одной прямой. Для этого метод отражений обобща-
ется на случай произвольного количества слабоне-
сферических пузырьков, поверхности которых на-
ходятся в фазе перехода через сферу.

2. Математическая модель

2.1. Постановка задачи

В жидкости имеется K пузырьков с центрами
на оси z, которая является осью симметрии зада-
чи. Пузырьки могут радиально пульсировать, пе-
ремещаться в пространстве вдоль оси симметрии и
испытывать малые осесимметричные деформации.

Потенциал скорости жидкости Φ удовлетворя-
ет уравнению Лапласа

∇2Φ = 0

и граничному условию на поверхности каждого пу-
зырька

∂Fi

∂t
+ ∇Φ · ∇Fi = 0, (1)

где i = 1, 2, ...,K; Fi = 0 — уравнение поверхности
i-го пузырька; t —время.

В рассматриваемом в настоящей работе слу-
чае малых осесимметричных деформаций уравне-
ние поверхности i-го пузырька можно записать в
следующем виде
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Рис. 1. Системы отсчета, применяемые при опре-
делении потенциала методом разложения
по сферическим функциям

F (ri, θi, t) = ri −Ri (t) −
N∑

n=2

ani (t)Pni = 0, (2)

где ri, θi — радиальная и широтная координаты
сферической системы отсчета с началом в центре
i-го пузырька (рис. 1); Ri — радиус пузырька; N —
число гармоник, используемых в представлении по-
верхности пузырька; Pni = Pn (cos θi) — полином
Лежандра степени n; ani — амплитуда отклонения
поверхности i-го пузырька от сферической формы
ri = Ri в виде поверхностной гармоники Pni. От-
носительную амплитуду отклонения εni = ani/Ri

будем называть также искажением сферической
формы пузырька. В настоящей работе искажения
сферической формы пузырьков εni предполагают-
ся малыми настолько, что степенями ε2 и выше
по сравнению с 1 можно пренебречь (ε2 ≪ 1), где
ε = max

n,i
|εni|.

2.2. Определение потенциала методом разло-
жения по сферическим функциям

В методе разложения по сферическим функ-
циям [6, 7] потенциал скорости жидкости Φ в сфе-
рической системе координат i-го пузырька (рис. 1)
представляется в следующем виде

Φ (ri, θi, t) =
∞∑

γ=0

[
Bγi (t)

rγ+1
i

+ B̄γi (t) rγ
i

]
Pγi, (3)

где

B̄γi =

K∑

j=1,j 6=i

∞∑

ς=0

CςγBςj

sijd
ς+γ+1
ij

,

Cςγ = (−1)
γ

(γ + ς)!/ (γ! ς!), dij = zi − zj , zi — коор-
дината центра i-го пузырька, sij = 1 при zi > zj,
sij = −1 при zi < zj , i, j = 1, 2, ...,K (i 6= j).

Подстановкой выражения поверхности пузырь-
ков (2) и выражения потенциала (3) в граничные
условия (1) получается система линейных алгеб-
раических уравнений относительно коэффициен-
тов потенциала Bγi, которую с учетом того, что

ε2 ≪ 1, можно записать в следующем виде

Bγi

Rγ+2
i

[
(γ + 1) δγ

̺ − Θ̄γ+1,γ+2
mγ̺ εmi

]

−B̄γiR
γ−1
i

(
γδγ

̺ + Θ̄γ,γ−1
mγ̺ εmi

)
=

= −Ṙi

(
δ0̺ + δm

̺ εmi

)
−

−żi

(
δ1̺ − β1m̺εmi

)
− δm

̺ Riε̇mi,

(4)

где точка сверху означает дифференциро-
вание по времени; ̺ = 0, 1, . . .; δγ

̺ — сим-

вол Кронекера; Θ̄n,m
γς̺ = nmαγς̺ − βγς̺;

βγς̺ = 0.5 [γ(γ + 1) + ς(ς + 1) − ̺(̺+ 1)]αγς̺;

αγς̺ =
2̺+ 1

2

1∫

−1

PγiPςiP̺id cos θi.

Решение системы (4) ищется в виде суммы

Bγi = B
(0)
γi + B

(1)
γi , где B

(0)
γi и B

(1)
γi — нулевое и

первое приближения относительно малого парамет-
ра ε. В силу того, что для любой пары пузырьков

δ = max
i,j

[(Ri +Rj) /dij ] < 1, решения B
(0)
γi и B

(1)
γi до-

вольно легко находятся методом последовательных
приближений. Его применение приводит к следую-
щим рекуррентным соотношениям:

B̄
(0,0)
̺i = B̄

(1,0)
̺i = 0, ̺ ≥ 0; B

(0,0)
̺i = 0, ̺ ≥ 2;

B̄
(0,k)
̺i = B

(0,k)
̺i = B̄

(1,k)
̺i = 0, ̺ ≥ k + 1;

B
(1,0)
̺i = 0, ̺ ≥ N + 2; B

(1,k)
̺i = 0, ̺ ≥ N + k + 1;

B
(0,0)
0i = −R2

i Ṙi; B
(0,0)
1i = −R3

i żi/2;

B
(1,0)
̺i = −R̺+2

i

N∑

m=2

(
δm
̺ Riε̇mi + 3δm

̺ Ṙiεmi+

+1.5Θ̄1,2
1m̺żiεmi

)
/(̺+ 1), 0 ≤ ̺ ≤ N + 1;

B̄
(0,k)
̺i =

K∑

j=1,j 6=i

k−1∑

γ=0

Cγ̺B
(0,k−1)
γj

sijd
γ+̺+1
ij

, 0 ≤ ̺ ≤ k;

B
(0,k)
̺i =

̺R2̺+1
i

̺+ 1
B̄

(0,k)
̺i − (5)

−δ0̺R2
i Ṙi −

δ1̺R
3
i żi

2
, 0 ≤ ̺ ≤ k;

B̄
(1,k)
̺i =

K∑

j=1,j 6=i

N+k−1∑

γ=0

Cγ̺B
(1,k−1)
γj

sijd
γ+̺+1
ij

, 0 ≤ ̺ ≤ k;

B
(1,k)
̺i =

R̺+2
i

̺+ 1

{
̺R̺−1

i B̄
(1,k)
̺i −

N∑

m=2

[
δm
̺ ȧmi−

−żiεmiβ1m̺ −
k∑

γ=0

(
Θ̄γ+1,γ+2

mγ̺ B
(0,k)
γi

Rγ+2
i

+

+Θ̄γ,γ−1
mγ̺ B̄

(0,k)
γi Rγ−1

i

)
εmi

]}
, 0 ≤ ̺ ≤ N + k;
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Рис. 2. Системы отсчета, применяемые при опре-
делении потенциала методом отражений

где k = 1, 2, . . ., первый верхний индекс в скобках
означает номер приближения по параметру ε, а вто-
рой индекс — по параметру δ.

2.3. Определение потенциала методом отраже-
ний

При использовании метода отражений потен-
циал определяется с помощью теоремы Вейса [8].
Данная теорема справедлива для сферических пу-
зырьков. Однако ее можно использовать и в част-
ном случае слабонесферических пузырьков: когда
их поверхности находятся в фазе перехода через
сферу (εni = 0, ε̇ni 6= 0, n = 2, 3, . . . , N , i =
1, 2, . . . ,K).

При использовании метода отражений потен-
циал ищется в виде

Φ =

K∑

i=1

∞∑

k=0

Φ
(k)
i . (6)

Нулевое приближение потенциала определяет-
ся из решения задачи для одиночного слабонесфе-
рического пузырька, поверхность которого нахо-
дится в сферической фазе

Φ
(0)
i =

A
(0)
0

r
(0)
0

+

N∑

n=1

A
(0)
1 P

(0)
1

r
(0)n+1
1

,

где

A
(0)
0 = −R2

i Ṙi, A
(0)
1 = −δ

1
nR

3
i żi

2
−

N∑

m=2

δm
n R

n+3
i ε̇mi

n+ 1
.

Последующие приближения определяются с
помощью вышеупомянутой теоремы [8] в следую-
щем виде

Φ
(k)
i =

K∑

jk=1
jk 6=i

K∑

jk−1=1
jk−1 6=jk

. . .

K∑

j1=1
j1 6=j2




R2
j2

/dj2j1∫

0

A
(k)
0 P

(k)
0

r
(k)2
0

dc+

+

N∑

n1=1

n1∑

n2=1

. . .

nk∑

nk+1=1

A
(k)
1 P

(k)
1

r
(k)nk+1+1
1


 , (7)

где P
(k)
0 = P1

(
cos θ

(k)
0

)
, P

(k)
1 = Pnk+1

(
cos θ

(k)
1

)
,

r
(k)
q , θ

(k)
q — радиальная и широтная координаты

сферической системы с отсчетом r
(k)
q от точки z

(k)
q

(рис. 2), z
(k)
q = zi − c

(k)
q , k = 1, 2, . . ., q = 0, 1. Па-

раметры с индексом q = 0 соответствуют радиаль-
ным пульсациям пузырьков, а с индексом q = 1 —
их пространственным перемещениям.

Коэффициенты A
(m)
q находятся из следующих

рекуррентных соотношений

A
(0)
0 = −R2

j1Ṙj1 , A
(1)
0 = − A

(0)
0 c

sj2j1Rj2

,

A
(m)
0 = − A

(m−1)
0 c

(m)3
0

sjm+1jm
R3

jm+1

,

A
(0)
1 = −

δ1n1
R3

j1
żj1

2
−
δm
n1
Rn1+3

j1
ε̇mj1

n1 + 1
, (8)

A
(1)
1 =

(−1)
n2 n2!an2

A
(0)
1 c

(1)n1+n2+1
1

sj2j1n1!R
2n1+1
j2

,

A
(m)
1 =

(−1)nm+1 nm+1!anm+1
A

(m−1)
1 c

(m)nm+nm+1+1
1

sjm+1jm
nm!R2nm+1

jm+1

,

где m = 2, 3, . . . , k, jk+1 = i, c
(1)
0 = c, c

(1)
1 =

R2
j2

dj2j1

, c(m)
q =

R2
jm+1

djm+1jm
+ c

(m−1)
q

, a1 =
(nm + 1)!

2
,

an =
(nm + n)!

(n− 1)! (n+ 1)!
−

n−1∑

l=1

al

(n− l)!
, q = 0, 1, n =

2, 3, . . . , nm.

2.4. Взаимосвязь между выражениями двух
методов

Коэффициенты, полученные двумя методами,
можно связать следующими соотношениями

B0i = A
(0)
0 ,

Bni = A
(0)
1 +

∞∑

k=1

K∑

jk=1
jk 6=i

K∑

jk−1=1
jk−1 6=jk

. . .

K∑

j1=1
j1 6=j2

(
Dn1I

(k)+

+

N∑

n1=1

n1∑

n2=1

. . .

nk∑

nk+1=1

Dnnk+1
A

(k)
1 c

(k)n−nk+1

1

)
,

B̄0i =

K∑

j=1
j 6=i

[
A

(0)
0

sijdij
+

N∑

n1=1

A
(0)
1

sijd
n1+1
ij

−
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Рис. 3. Зависимости параметра
˛

˛B11/(R
3w)

˛

˛ от числа итераций k, рассчитанные методом разложения по сфе-
рическим функциям (закрашенные кружочки, соединенные сплошными линиями) и методом отражений
(незакрашенные кружочки, соединенные штриховыми линиями) при разных расстояниях между пузырь-
ками

−
∞∑

k=1

K∑

jk=1
jk 6=j

. . .

K∑

j1=1
j1 6=j2

1

Ri

(
I(k+1)+

+

N∑

n1=1

n1∑

n2=1

. . .

nk+1∑

nk+2=1

A
(k+1)
1

nk+2c
(k+1)nk+2

1

)]
,

B̄ni =

K∑

j=1
j 6=i

[
C0nA

(0)
0

sijd
n+1
ij

+

N∑

n1=1

Cn1nA
(0)
1

sijd
n1+n+1
ij

+

+
∞∑

k=1

K∑

jk=1
jk 6=j

. . .
K∑

j1=1
j1 6=j2

n+ 1

nR2n+1
i

(
Dn1I

(k+1)+

+

N∑

n1=1

n1∑

n2=1

. . .

nk+1∑

nk+2=1

Dnnk+2
A

(k+1)
1 c

(k+1)n−nk+2

1

)]
,

где Dnm = (−1)n+mn!/ [m!(n−m)!], I(k) =
R2

j2
/dj2j1∫

0

A
(k)
0 c

(k)γ−1
0 dc.

3. Результаты расчетов

Для демонстрации работоспособности рассмат-
риваемых методов нахождения потенциала исполь-
зуется задача о движении идеальной несжимаемой
жидкости при наличии в ней трех одинаковых сла-
бонесферических пузырьков радиуса R (R1 = R2 =
R3 = R), центры которых расположены на одной

прямой (расстояние между соседними пузырьками
одинаково). Предполагается, что поверхности пу-
зырьков находятся в фазе перехода через сферу
(εn1 = εn2 = εn3 = 0, n ≥ 2), а скорости искаже-
ний по первым четырем гармоникам равны 0.1 c−1

(ε̇n1 = ε̇n2 = ε̇n3 = 0.1 c−1, 2 ≤ n ≤ 5, ε̇n1 = ε̇n2 =
ε̇n3 = 0, n ≥ 6). Все пузырьки расширяются с оди-
наковой скоростью u (Ṙ1 = Ṙ2 = Ṙ3 = u). Крайние
пузырьки двигаются к центральному со скоростью
w (ż1 = −w, ż3 = w), а центральный пузырек счи-
тается неподвижным (ż2 = 0).

На рис. 3 приводятся зависимости безраз-
мерного параметра

∣∣B11/(R
3w)
∣∣ от номера ите-

рации k. Расчеты выполнены при u = w и
h/(2R) = {10, 1, 0.1, 0.01}, где h — расстояние меж-
ду поверхностями соседних пузырьков. Закрашен-
ные кружочки, соединенные для удобства воспри-
ятия сплошной линией, получены с использовани-
ем метода разложения по сферическим функциям
(3)-(5), а незакрашенные кружочки, соединенные
штриховой линией, — методом отражений (6)–(8).

Из рис. 3 следует, что по мере увеличения чис-
ла итераций k во всех четырех рассмотренных слу-
чаях оба метода дают сходимость к одному и то-
му же результату. По мере уменьшения расстояния
между пузырьками сходимость методов ухудшает-
ся.
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4. Заключение

Исследована работоспособность двух методов
расчета потенциала скорости жидкости при нали-
чии в ней нескольких пузырьков (пузырьки распо-
ложены на одной прямой): метода отражений [3, 4]
и метода разложения по сферическим функциям
[6, 7]. Метод отражений обобщен на случай произ-
вольного количества слабонесферических пузырь-
ков, поверхности которых находятся в сферической
фазе.

Показано, что по мере увеличения числа ите-
раций приближения методов отражений и разложе-
ния по сферическим функциям сходятся к одному
и тому же результату.
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