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Предложена модель самосборки пористых гидратных структур, в которой учитывается последовательность
основных физических процессов: рост гидратов на поверхности водного раствора, формирование островко-
вой структуры, капиллярное течение, отрыв и перенос вторичных ядер кристаллизации к мениску. Модель
исследована в рамках метода клеточных автоматов. Получено хорошее соответствие результатов моделиро-
вания с экспериментальными данными.

1. Введение

При исследовании кристаллизации газовых
гидратов (ГГ) в растворах поверхностно-активных
веществ (ПАВ) [1] и в разбавленных растворах ин-
гибиторов [2] установлено, что на начальной стадии
кристаллизационная структура (КС) растет на по-
верхности реактора в виде тонкой пленки, состоя-
щей из большого числа «островков» слабо связан-
ных адгезией с поверхностью реактора зерен мик-
рокристаллов ГГ, и сети капиллярных каналов, по
которым мигрирует водный раствор. В данной ра-
боте наблюдаемый рост пленочной КС связывает-
ся с самоподдерживающейся генерацией вторичных
центров кристаллизации при капиллярном течении
смачивающей пленки раствора.

Рассмотрим процесс массовой кристаллизации,
в котором образующиеся в смачивающей пленке
раствора микрокристаллы формируют на поверх-
ности реактора двумерную «островковую» КС —
совокупность зерен мирокристаллов и каналов
между ними с пористостью m. Рост микрокристал-
лов на мениске смачивающей пленки раствора вы-
зывает его продвижение за счет капиллярных сил.
Течение смачивающей пленки раствора приводит
к разрушению зерен, отрыву и перемещению ча-
стиц. Основной массоперенос при течении пленки
раствора сосредоточен в тонком слое у поверхно-
сти раздела раствор–газ. С учетом конечной тол-
щины пленки определенная доля «осколков» пере-
носится течением к мениску, где они выступают в
качестве вторичных центров кристаллизации. Та-
ким образом, течение пленки раствора и рост мик-
рокристаллов на мениске пленки взаимосвязаны,
что приводит к самоподдерживающейся генерации

вторичных центров кристаллизации и распростра-
нению фронта массовой кристаллизации.

Для реально наблюдаемой пористости m < 0.5
продвижение мениска пленки раствора происходит
значительно быстрее, чем рост отдельных микро-
кристаллов. В этом случае скорость движения v
фронта кристаллизации определяется кинетикой
роста зерен, а течение пленки раствора «привяза-
но» к процессу роста и задает частоту поступления
Jf (v) вторичных центров кристаллизации на насту-
пающий мениск.

Задача о кинетике роста зерен в пленочной
КС в общем случае соответствует известной задаче
Колмогорова о кристаллизации слитка. В частном
случае [1, 2] роста из раствора зерен с узкой функ-
цией распределения по размерам задачу можно су-
щественно упростить. Покроем площадь пленочной
КС сеткой с ячейками в виде правильных много-
угольников со стороной d и зернами в форме круга
радиуса R в центре многоугольников. Выбор ячей-
ки определяется максимально плотным покрытием
при данном типе упаковки зерен. Без ограничения
общности исследуем покрытие сеткой с квадратны-
ми ячейками. При этом пористость КС составляет
m = 1 − π(R̄/d)2(mmin = 1 − π/4).

2. Модель роста кристалла в ячейке

Рассмотрим изометрический (с сохранением
формы) рост отдельного кристалла газогидрата в
статическом реакторе на поверхности слабого рас-
твора нелетучего ингибитора. Кинетика роста опре-
деляется совместным решением уравнения для ско-
рости роста кристалла и уравнения диффузии мо-
лекул ингибитора.
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Воспользуемся выражением для радиальной
скорости роста гидрата на поверхности контакта
водный раствор–газ в общей форме [3]

u = u0
P − P0(xis, T )

P − P0(0, T )
, (1)

где P — давление в реакторе; P0(xis, T ) — равно-
весное давление гидратообразования при темпера-
туре T в реакторе и молярной доле ингибитора xis.
Индекс s здесь соответствует вычислению функции
на поверхности роста кристалла; u0 — скорость ро-
ста в чистой воде при давлении P и температуре T .

Распределение примеси вокруг растущего кри-
сталла определяется уравнением диффузии моле-
кул ингибитора и граничными условиями. Будем
считать, что молекулы ингибитора полностью от-
торгаются растущим кристаллом. Соответствую-
щее граничное условие можно сформулировать как
условие непроницаемости поверхности роста кри-
сталла для молекул примеси. Второе граничное
условие соответствует условию непроницаемости
внешней границы R∗ для ингибитора, т.е. симмет-
рии диффузионных потоков через нее. Отклоне-
ние системы от равновесия будем предполагать не
слишком большим, так что xi ≪ 1 не только в объ-
еме раствора, но и вблизи поверхности растущего
кристалла.

Рассмотрим задачу о круговом росте кристал-
ла газогидрата в ограниченной области радиусом
R∗. Уравнение диффузии ингибитора и граничные
условия в этом случае имеют вид:

∂xi

∂t
=
D

r

∂

∂r
r
∂xi

∂r
, (2)

D
∂xi

∂r

∣∣∣∣
r=R(t)

= −uxi, u = Ṙ(t),
∂xi

∂r

∣∣∣∣
r=R∗

= 0, (3)

где r — модуль радиус-вектора системы полярных
координат;R(t) — радиус кругового кристалла в те-
кущий момент времени; t, D — коэффициент диф-
фузии молекул ингибитора в растворе; x0 — исход-
ная молярная доля ингибитора.

Накопление ингибитора вблизи поверхности
роста приводит к уменьшению пересыщения ∆P =
P−P0(xis, T ) — движущей силы фазового перехода.

Зависимость равновесного давления гидрато-
образования от концентрации ингибитора опреде-
ляется соотношением [4, 5]

P0(xi, T ) = P∗exp

(
− T∗
T + ∆T (xi)

)
, (4)

где P∗, T∗ — эмпирические параметры. Слагаемое
∆T определяется действием ингибитора, которое

сводится к смещению равновесных условий обра-
зования гидратов в область более высоких давле-
ний (при постоянной температуре) или низких тем-
ператур (при постоянном давлении). Поправка для
температуры вычисляется по формуле [5], преобра-
зованной к виду

∆T =
Axi

Ml(1 − xi)
, (5)

где A — эмпирический параметр; Ml — относитель-
ная молекулярная масса воды.

Полученная система уравнений использова-
лась при численном моделировании гидратообра-
зования пропана при температуре 274 К и давле-
нии 350 кПа. Независимый параметр задачи — ско-
рость роста в чистой воде u0 (порядка 10−4 м/с) —
выбирали из экспериментальных данных [6]. Для
расчетов принимали D = 10−9 м2/с [7]; P∗ =
1.4262 · 1032 Па, T∗ = 16921.84 К, A = 2335 К [5],
Ml = 18. Счет останавливался, когда радиаль-
ная скорость гидратообразования составляла u <
10−2u0 = 10−6 м/с.

На рис. 1 представлены зависимости от време-
ни следующих величин: радиус кристалла гидрата
R (а), скорость роста u (б) и концентрация ингиби-
тора xs (в) вблизи подвижной границы. Предельное
значение радиуса кристалла R|t→∞ = R∞ достига-
ется, когда x|r=R∗

= x∗: πR
2
∗x0 = π(R2

∗ − R2
∞)x∗,

откуда R∞ = R∗

√
1 − x0/x∗. Здесь x∗ — макси-

мальная для данных температуры и давления кон-
центрация ингибитора, при которой возможен рост
зерна. Из соотношений (1), (4), (5) следует x∗ ≈
3.71%. Для кривых 1, 2 и 3 R∞ соответствует значе-
ниям 0.171, 0.232 и 0.279 мкм. На заключительной
стадии роста кристалла концентрация ингибитора
вблизи его поверхности приближается к предельно-
му значению x∗, что приводит к резкому замедле-
нию роста. Как показывают расчеты, область, на-
сыщенная ингибитором, остается свободной от гид-
рата. В пространстве между зернами формируются
каналы, по которым вода капилярно подсасывается
к фронту гидратообразования.

3. Самосборка

Продвижение фронта массовой кристаллиза-
ции будем рассматривать как последовательное
случайное заполнение зернами ячеек сетки. Зада-
чу удобно решать методом клеточных автоматов
(КА). Автомат может производить конечное число
действий, однозначно задаваемых состоянием авто-
мата. Действия автомата вызывают ответную ре-
акцию среды S, замыкая тем самым петлю обрат-
ной связи. В детерминистических автоматах сигнал
среды S точно определяет, в какое состояние j дол-
жен перейти автомат, находящийся в состоянии i.
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Рис. 1. Изменение радиуса, скорости роста зерна
и концентрации ингибитора вблизи кри-
сталла со временем. Кривые 1, 2 и 3
соответствуют начальным концентрациям
x0 =0.5%, 1.5%, 2.5%

В вероятностных автоматах этот переход задается
некоторыми вероятностями aij(S) [8]. Найдем ско-
рость v движения фронта кристаллизации, усред-
ненную по достаточно протяженному участку ме-
ниска L ≫ d. Среднее время заполнения (n+ 1)-го
ряда t̄n+1 складывается из среднего времени ожи-
дания прихода вторичного центра кристаллизации
в ячейку (n + 1)-го ряда и среднего времени роста
зерна

t̄n+1 ≈ J−1
f (vn, vn−1, . . .) +

2R̄

ū
=

= J−1
f (vn, vn−1, . . .) + t̄g,

(6)

где ū — средняя скорость роста зерна, приведен-
ная к линейному закону роста. Используя соотно-
шение (6), получим выражение для скорости дви-
жения фронта кристаллизации на (n+ 1)-ом шаге,
которое явялется аналогом дискретного времени

vn+1 ≈ d

t̄n+1
=

1

2

√
π

1 −m

ūt̄gJf (vn, vn−1, . . .)

Jf (vn, vn−1, . . .) + 1
. (7)

Соотношение (7) представляет собой после-
довательное точечное отображение vn. Для его
дальнейшего анализа необходимо задать конкрет-
ный вид функции Jf (vn, . . .). Найдем вид функции
Jf (vn, . . .) из следующих соображений. Капилляр-
ное продвижение мениска пленки раствора между
зернами ГГ имеет характер «прыжков». Это при-
водит к пульсациям локальной скорости течения
пленки в КС, которые с учетом инерционных эф-
фектов взаимодействия течения с зернами имеют
решающее значение для разрушения зерен, отрыва
частиц и их перемещения. Амплитуда и длитель-
ность пульсаций локальной скорости течения опре-
деляется скоростью роста отдельных зерен и ди-
намикой движения мениска. Следовательно, инте-
гральная интенсивность пульсаций зависит только
от пройденного фронтом кристаллизации расстоя-
ния. Однако с ростом скорости продвижения фрон-
та возрастает характерная частота пульсаций, кото-
рая является существенной, так как кинетика раз-
рушения зерен ГГ и разрыва кристаллизационных
или адгезионных контактов имеет выраженный ре-
лаксационный характер. Функцию Jf (vn, . . .) в слу-
чае статистической независимости процессов отры-
ва и перемещения отдельных частиц можно запи-
сать в виде

Jf (vn, . . .) =

=

∫
dr

n∑

k=0

n∑

l=k

∑

m

mPm(k, l, r)W (k, l, n, r).
(8)

Здесь Pm(k, l, r) — вероятность отрыва от зерна
m частиц с размером r в k-ом ряде на l-ом шаге;
W (k, l, n, r) — вероятность в единицу времени по-
ступления частицы с размером r, образовавшейся
в k-ом ряде на l-ом шаге, к мениску на n-ом шаге.
Предположим для упрощения задачи, что вероят-
ность

Pm(k, l, r) = P (l − k)δmlδ(r − r0),

где δml и δx — символ Кронекера и дельта-функция
Дирака соответственно. Будем считать, что отрыв
частиц от зерна имеет пороговый характер и P (l−
k) = θ(l − k − k0), где θ(x) — ступенчатая функ-
ция, а значение k0(vn, . . .) (число «импульсов отры-
ва») определяется из условия равенства накоплен-
ного напряжения связи между частицей и зерном
предельному напряжению разрыва этой связи σ0:

σ̄

k0∑

k=0

exp

(
− πR̄2

(1 −m)dcτ

k∑

s=0

v−1
n−s

)
= σ0, (9)

где σ̄(u, r,m) — средний прирост напряжения связи
при пульсации скорости течения пленки раствора;
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Рис. 2. Графическое решение уравнения (7)

τ — время релаксации напряжения связи между ча-
стицей и зерном; dc — длина корреляции пульсаций
скорости течения пленки раствора в КС.

Для функции Jf (vn, . . .) имеем из соотноше-
ния (7)

Jf (vn, . . .) =

n−k0(n)∑

k=0

n∑

l=k+k0(n)

W (k, l, n). (10)

Вид функции W (k, l, n) определим из связан-
ного с рассеянием на зернах условия экспоненци-
ального убывания вероятности переноса частицы
w(h) = exp(−h/h0)/h0 на h рядов при единичном
«прыжке» мениска пленки

W (k, l, n)≈ [(n−k)/h0]
f(n−l)

h0[f(n−l)]! exp[−(n−k)/h0], (11)

где f = (dc/d). В случае dc ≈ d (f = 1) для функции
Jf (vn, . . .) из 10 и 11 имеем

Jf (vn, . . .) ≈ h−1
0

n−k0∑

q=0

(q!)−1Γ(q+1, (q+k0)/h0), (12)

где Γ(α, x) — неполная гамма-функция. При усло-
вии n ≫ k0 функция Jf (vn, . . .) практически зави-
сит только от значений vn.

Анализ соотношения (7) необходимо проводить
на основе теории многомерных точечных отобра-
жений [9]. Ограничимся исследованием устойчиво-
сти неподвижной точки v∗ отображения (7), соот-
ветствующей распространению стационарной «бе-
гущей волны» массовой кристаллизации. Находим
из выражения (9) для величины k0(v

∗)

k0(v
∗) =

v∗τ(1 −m)/(
√
πR̄)

ln

[
σ0

σ̄
exp

(
−

√
πR̄

v∗τ(1 −m)

)] . (13)

Графическое решение уравнения (7) с функцией
Jf (v∗) в виде (12) и функцией k0(v

∗) в виде (13)

представлено на рис. 2. При параметрах задачи, со-
ответствующих кривой для функции Jf (v∗), име-
ется лишь тривиальное решение v∗ = 0. При пара-
метрах задачи, соответствующих кривой , уравне-
ние (7) имеет три решения (рис. 2): v∗1 = 0, v∗2 =
u1, v

∗
3 = u2.

4. Заключение

Из анализа решений уравнения (7) и их устой-
чивости можно сделать следующие выводы. В слу-
чае существования нетривиальных решений урав-
нения (7) фронт массовой кристаллизации будет
распространяться посредством самосборки со сред-
ней скоростью u2, близкой к средней скорости роста
индивидуальных зерен ГГ. Для «запуска» фрон-
та массовой кристаллизации необходимо предвари-
тельно инициировать течение пленки раствора по
затравке из зерен ГГ. При изменении условий кри-
сталлизации, в частности при увеличении концен-
трации ингибитора выше критической, когда име-
ется лишь тривиальное решение уравнения (7) vf =
0 (кривая ), невозможно движение фронта массовой
кристаллизации за счет процесса самосборки.
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