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Рассматривается задача моделирования процесса электрохимической обработки металла с помощью плос-
кого электрода–инструмента. Моделирование нестационарного процесса образования выступа на металличе-
ской заготовке осуществляется с учетом переменной функции выхода по току. Описано применение метода
фильтрации для уточнения параметров обработки.

1. Введение

В известных работах по моделированию элек-
трохимической обработки (ЭХО) (см. например, [1–
3]) решаются задачи различной сложности, учиты-
вающие разные факторы, влияющие на процесс об-
работки.

При ЭХО поле считается чисто электрическим
и при этом потенциальным.

Для задач ЭХО границы, как правило, бывают
двух типов: непроницаемые (поверхности изолиро-
ванных частей электродов) и рабочие поверхности
электродов. На непроницаемых границах нормаль-
ная составляющая напряженности равна нулю.

На границах, соответствующих поверхности
электродов, величина потенциала

Φa = 0 + ϕa, Φc = −U + ϕc, (1)

где U — напряжение на электродах; ϕa и ϕc — анод-
ный и катодный потенциалы соответственно.

Для ЭХО на импульсном токе в качестве ос-
новного расчетного соотношения используется за-
кон Фарадея

dh

dt
= η (j) kI

αm
ρκ

j = η (j)
k

κ
j, k =

kIαm
ρ

, (2)

где h — толщина растворенного металла; t — вре-
мя; η — анодный выход по току; αm — массовый
электрохимический эквивалент растворяемого ме-
талла; j — плотность тока; kI — величина, обратная
скважности импульсов; ρ — плотность материала.

Ранее при решении задач ЭХО принималось,
что зависимость выхода по току от плотности то-
ка либо постоянна, либо она аппроксимировалась

гиперболой [2, 4], либо дробно-квадратичной функ-
цией [2].

В данной работе экспериментальная зависи-
мость выхода по току от напряженности аппрок-
симировалась дробно-линейной функцией

η (j) =





0, j ≤ β,

η0
j − β

j − γ
, j > β,

(γ < β) . (3)

Однако оказалось, что параметр γ сравни-
тельно мал, и аппроксимация гиперболой имеет
практически такую же погрешность. Использова-
ние гиперболы позволяет свести задачу исследо-
вания различных режимов обработки к расчетам
форм при изменении всего лишь одного параметра
α = E1/E0, где E0 — характерное значение напря-
женности.

2. Постановка плоских задач

Рассмотрим в качестве примера задачу ЭХО,
схема которой (в сечении) изображена на рис. 1.
Плоский электрод–инструмент (ЭИ) A′FCGB′ со
щелью FG движется вертикально вниз со скоро-
стью Vn. С течением времени поверхность анодаAB
изменяется за счет электрохимического растворе-
ния согласно закону Фарадея (2). Поверхности ЭИ
и обрабатываемой детали считаются эквипотенци-
альными (потенциал детали равен нулю, потенциал
ЭИ равен −U).

Таким образом, для задачи, рассмотренной на
рис. 1, при эквипотенциальных электродах область,
соответствующая МЭП, на плоскости комплексно-
го потенциала имеет форму вертикальной полосы
шириной U (см. рис. 2).
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Рис. 1. Схема МЭП

Рис. 2. Форма образа МЭП на плоскости ком-
плексного потенциала

Известны решения задач Хеле–Шоу, получен-
ные на основе методов конечных разностей, конеч-
ных и граничных элементов [4]. Тем не менее, раз-
работанные ранее методы не обладают достаточной
устойчивостью к накоплению погрешности при рас-
чете длительных переходных процессов.

Отобразим конформно области, соответству-
ющие МЭП на плоскостях Z и W , на полосу χ
(рис. 3). Тогда задачу определения функции W (Z),
аналитической на области МЭП и удовлетворяю-
щей условию эквипотенциальности анода и катода,
можно решать в параметрическом виде.

Необходимо найти три аналитические внутри
полосы 0 < ℑχ < 1 функции W (χ), Z(χ,t) и
∂Z/∂t (ζ, t), удовлетворяющие определенным кра-
евым условиям. Функция W (χ) осуществляет кон-
формное отображение полосы на полосу (и не зави-
сит от времени).

Краевым условием для определения функции
Z(χ,t) является равенство известной при каждом
фиксированном t функции f(σ,t) мнимой (или дей-
ствительной) части Z(χ,t) на границе χ = σ
(−∞<σ<∞).

Тогда краевым условием для определения про-
изводной ∂Z/∂t(ζ, t) на части границы, соответ-

Рис. 3. Форма образа МЭП на параметрической
плоскости χ

ствующей поверхности анода служит равенство [3]

ℑ
(
∂Z

∂t

∂Z

∂σ

)
= −kη (σ)

∂Ψ

∂σ
. (4)

На участках границы, соответствующих по-
верхности ЭИ, растворения не происходит, поэтому
в точках, расположенных на этих границах, пра-
вая часть (4) равна нулю (в системе координат свя-
занной с ЭИ). Уравнение (4) является более об-
щим видом краевого условия по типу уравнения
Полубариновой–Галина [3].

3. Нестационарная обработка плос-
ким ЭИ со щелью

Рассмотрим плоскую нестационарную задачу
электрохимического растворения с помощью ЭИ,
представляющего собой фольгу со щелью шириной
2l (рис. 1).

Асимптотическая величина зазора на бесконеч-
ности влево S изменяется и приближается к стаци-
онарной величине
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=
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U
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κ
.

(5)

Задачи удобнее решать в безразмерном виде.
Сведение к безразмерным величинам для данной
задачи проведем следующим образом. В качестве
характерного размера l выберем величину стацио-
нарного зазора. Перейдем к безразмерным величи-
нам z, x, y, τ и w, где

z =
Z

Sst
, x =

X

Sst
, y =

Y

Sst
,

τ =
Vet
Sst

t =
kη0(1 − α)

S2
st

t,
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W

U
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η (κEn)
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.

(6)
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При этом согласно (4):

ℑ
(
∂z

∂τ

∂z

∂σ

)
= −η̃ (σ)

∂ψ

∂σ
, (7)

vet = −dy
′
A

dτ
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dY ′
A

dt
= 1,

vecm = −dyA
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=
1 − αs (τ)

s (τ) (1 − α)
,

s =
S

Sst
,

ds

dτ
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(8)

Конформное отображение w(χ) (рис. 2) осу-
ществляется формулой

w = ϕ+ iψ = iχ,
dw

dχ
= i.

Функцию z(χ, τ) представим в виде суммы
z (χ, τ) = z0 (χ, τ) + z∆ (χ, τ), где z (χ, τ) — искомая
функция; z0 (χ, τ) — известная функция с особенно-
стями, выбираемая из условия равенства нулю на
бесконечности мнимой части z∆ (χ, τ); z∆ (χ, τ) —
неизвестная функция. В неподвижной системе ко-
ординат

z(χ, τ) = s (τ)χ− i

τ∫

0

vecm (τ1) dτ1 +

+ µ (τ) th
πχ

2
+ z∆ (χ, τ) ,

(9)

где −i
τ∫
0

vecm (τ1) dτ1 — слагаемое, которое опреде-

ляет движение асимптоты к анодной поверхности

вниз; µ (τ) th
πχ

2
— функция, отображающая поло-

су на полуплоскость с горизонтальным разрезом,
проходящим через бесконечность. Параметр µ (τ)
определяется отношением l к s(τ).

Функция z∆(χ, τ) получается следующим об-
разом. Будем искать решение на границе χ = σ
в узловых точках σm(m = 0, . . . , n). Задаваемы-
ми будут значения ℑz∆ (σm, τj) = ym. Примем
ℑz∆ (σ0, τ) = 0, ℑz∆ (σn, τ) = 0, поскольку z∆ (σ, τ )
быстро (как экспонента) убывает при σ → ±∞.
Значения ℑz∆ (σ, τ ) в промежуточных между узло-
выми точках найдем с помощью кубического сплай-
на P (σ,τ), имеющего две непрерывные производные

Для восстановления функции z∆ (χ, τ) исполь-
зуем формулу Шварца с учетом того, что z∆ (χ, τ)
аналитическая функция, имеющая, как и z0 (χ, τ),
чисто действительные значения на прямой ℑχ = 1:

z∆ (χ, τ) = shπχ

∞∫

0

P (σ, τ )
dσ

chπσ − chπχ
. (10)

Производная равна

dz

dχ
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π

2
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ch2 πχ
2

+
∂z∆
∂χ
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∂z∆
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0
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shπσ
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(11)

Для определения µ (τ) запишем уравнение для
полуширины щели ЭИ

l = s (τ) γ (τ) + µ (τ) cth
πγ (τ)

2
+

+z∆ (γ (τ) + i, τ) .

(12)

На плоскости χ обозначим γ(τ)+ i образ точки
G, определяемый уравнением

∂z

∂σ
= s (τ) − µ (τ)

π

2sh2
πγ (τ)

2

+

+
∂z∆
∂σ

(γ (τ) + i, τ) = 0,

(13)

так как G является точкой возврата. Таким обра-
зом, параметры µ(τ) и γ(τ) определяются на каж-
дом временном шаге путем решения системы урав-
нений (12), (13).

Нестационарная задача сводится к решению
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений численным методом с конечным шагом по
времени ∆τ . При этом на каждом временном ша-
ге τj решаются задачи конформного отображения
полосы параметрической плоскости χ на физиче-
скую плоскость z. В полном объеме эта задача ре-
шается только при τ = 0, так как после каждого
шага по времени значения переменных ym(τj) яв-
ляются известными, и остается только подставить
их в сплайн и интеграл Шварца (10). После это-
го остается решить краевую задачу: найти частную

производную
∂z∆
∂τ

(χ, τj) как аналитическую функ-
цию комплексного параметра χ, удовлетворяющую
краевому условию (7).

Для вычисления производной
∂z∆
∂τ

(χ, τj) при-

меняется способ, аналогичный применяемому для
определения конформного отображения z∆ (χ, τj).
Искомыми параметрами на каждом временном ша-

ге τj = j∆τ будут значения ℑ∂z∆
∂τ

(σm, τj) = qm.

Значения ℑ∂z∆
∂τ

(σ, τj) в промежуточных между уз-

ловыми точках найдем с помощью кубического

сплайна Q(σ,τ). Для восстановления
∂z∆
∂τ

(χ, τ) ис-

пользуем формулу Шварца (10).
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Рис. 4. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 1 (α = 0, 25)

Определим производную
∂z

∂τ
при χ = σ + i0 с

учетом (8):

∂z

∂τ
=
ds

dτ
σ − ivecm +

dµ

dτ
th
πχ

2
+
∂z∆
∂τ

. (14)

Значения qm определяются методом коллока-
ций [3] по краевому условию (7) с учетом (11),
(14) и того, что ψ = σ. На катоде краевое усло-
вие ℑz(σ + i) = s выполняется за счет выбора ви-
да искомой функции (9). Численно задача решает-
ся методом предиктор–корректор второго порядка
с использованием сплайна и интеграла Шварца на
каждом временном шаге.

4. Численные результаты

На рис. 4–7 показаны формы нестационарной
обрабатываемой поверхности при различных l: l =
1 (рис. 4, 5) и l = 3 (рис. 6, 7) для α = 0, 25 и
α = 0, 5. Видно, что при l = 1 при рассмотренных
α наблюдается установление стационарной формы,
однако, при l = 3 стационарное решение не устанав-
ливается, а происходит неограниченный рост высо-
ты выступа. Это объясняется тем, что при l = 1 на-
пряженность в верхней точке выступа имеет значе-
ния большие, чем E1, а при l = 3 за счет отдаления
от кромок ЭИ напряженность становится меньше,
чем E1 (с начала процесса или с некоторого момен-
та времени), и растворения в этих точках не про-
исходит. Устанавливается некоторая «финальная»
форма.

В работе было проведено сравнение форм вы-
ступов, полученных экспериментально и расчетно.
Расхождение МЭЗ порядка 10–20% при расчете с
η = const наблюдается в области, близкой к ос-
нованию («прикомлевой»). При расчете формы с
помощью предложенного численного метода и ис-
пользования экспериментальной зависимости η(j)
погрешность существенно уменьшается.

Рис. 5. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 1 (α = 0, 5)

Рис. 6. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 3 (α = 0, 25)

Рис. 7. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 3 (α = 0, 5)
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Рис. 8. Результаты фильтрации по ∆τ для оценки
погрешности и уточнения результатов

Рис. 9. Зависимость погрешности округления от τ

Рис. 10. Результаты фильтрации и оценки погреш-
ности по числу узлов n

Поскольку установление финальной формы
происходит значительно медленнее, для исследова-
ния этой зависимости применяется многоэтапная
фильтрация. На рис. 8 показаны зависимости оце-
нок относительной погрешности от шага по без-

размерному времени ∆τ для λ = 3; n = 144;
∆τ = ∆τ/∆τ0, ∆τ0 = 0,01 с помощью фильтра-
ции [5]. Видно, что фильтрация позволяет суще-
ственно уточнить результаты. Однако с увеличени-
ем τ точность ограничивается наличием погрешно-
сти округления. Согласно рис. 9 зависимость этой
погрешности от lg τ близка к линейной y = 16 − 2 ·
lg τ .

Влияние числа узловых точек n на погреш-
ность проиллюстрирована на рис. 10 для λ = 3; τ =
32; ∆τ = 0, 01. Обнаруживаются степенные состав-
ляющие погрешности с fj (n) = n−kj , kj = 1, 3, 5,. . .

5. Выводы

На основе ТФКП предложена новая двумерная
математическая модель нестационарного процесса
ЭХО. Найдены формы выступов, возникающих на
обрабатываемой поверхности при обработке плос-
ким ЭИ со щелью.

Сравнение форм выступов на обрабатываемой
поверхности, полученных экспериментально и тео-
ретически, показало их удовлетворительное совпа-
дение.

С помощью методов фильтрации численных
результатов найдены закономерности и параметры,
характеризующие погрешность финальных форм
обрабатываемой поверхности.
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