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Исследуется отражение от распределенной массы, прикрепленной к трубопроводу, и прохождение короткой
изгибной бегущей волны. Получена зависимость решения от начальной координаты распределенной массы и
ее величины. Решение обратной задачи позволяет определить начальную координату распределенной массы
и ее величину по данным отраженной волны в точке наблюдения.

1. Введение

В протяженных объектах типа магистральных
трубопроводных систем не все участки могут быть
доступны для визуального осмотра и приборно-
го диагностирования [1]. В статье [2] предлагается
метод, позволяющий вычислить местоположение и
объем двух полостей в стержне по собственным ча-
стотам изгибных колебаний. Рассматривается слу-
чай шарнирного закрепления концов стержня. По-
лость моделируется отрицательной сосредоточен-
ной массой. В работе [3] предложен метод отрица-
тельной массы, на основе которого получены новые
результаты определения местоположения и объе-
ма дефекта стержня в виде малой полости по соб-
ственным частотам изгибных колебаний. Примене-
ние метода не зависит от формы полости. Величина
объема полости моделируется абсолютной величи-
ной отрицательной сосредоточенной массы стерж-
ня. В связи с этим сочетание приборного диагно-
стирования в доступном месте (точке наблюдения)
и моделирования отраженных волн от удаленной
точечной воздушной полости представляет опреде-
ленный интерес.

2. Постановка задачи

Предполагается, что из удаленной точки тру-
бопровода круглого поперечного сечения радиусом
R слева направо распространяется короткая изгиб-
ная волна смещения, амплитуда и круговая частота
которой в точке наблюдения O с координатой x = 0

1Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (проект № 11-
01-97003_р_поволжье).

Рис. 1. Расчетная схема

равны W и ω. Принято, что затухающая часть вол-
ны равна нулю. В трубопроводе с жидкостью в точ-
ке с координатой xc прикрепляется распределенная
масса ml (рис. 1). Требуется определить отражен-
ную и проходящую волны по известной распреде-
ленной массе и ее начальной координате, а также
начальную координату распределенной массы и ее
величину по отраженной волне в точке наблюдения.

Уравнения Тимошенко, учитывающие инер-
цию вращения и сдвиг, имеют вид [4]:
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где t — время; M и Q — изгибающий момент и пере-
резывающая сила; ρ, F , R, J — плотность, площадь,
наружный радиус и момент инерции поперечного
сечения трубопровода; ρi, Fi, Ri — плотность жид-
кости, площадь сечения «в свету» и внутренний ра-
диус трубопровода; w — прогиб; ψ — угол поворота
сечения при изгибе. Из закона Гука следуют выра-
жения:
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причем выше и здесь под G подразумевается значе-
ние модуля сдвига, умноженное на коэффициент k′

распределения напряжения в поперечном сечении,
E — модуль упругости.

Уравнения (1) с учетом соотношений (2) можно
записать относительно функции прогиба:
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где cl =
√
E/ρ, cs =

√
G/ρ — скорости распростра-

нения волн растяжения–сжатия и волн сдвига. При
этом выражения (2) приобретают вид:
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Принимая функцию w в виде exp(iωt + α̃kx),
из (3) получаем характеристическое уравнение от-
носительно α̃k, корни которого равны ±iαk, ±βk,
причем
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Решение уравнения (3) принимает вид для
участков 1 и 2:

wk = eiωt(Ake
iαkx +Bke

−iαkx+

+Cke
βkx +Dke

−βkx), k = 1, 2...

Ограниченное решение, удовлетворяющее
условию отсутствия отраженных волн (A = C = 0),
записывается

wk = Bke
+i(ωt−αkx) +Dke

iωt−βkx.

Условия стыкования решений при x = xc (усло-
вия равенства перемещений, углов поворота ψ, из-
гибающих моментов M , перерезывающих сил Q):

w2 = w1, ψ2 = ψ1, M2 = M1, Q2 = Q1. (5)

Условия (5) с учетом (2), (4) записываются в
виде:
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Поперечное перемещение в трубопроводе зада-
ется в виде незатухающей бегущей изгибной волны

w = W sin(ωt− α1x). (7)

3. Прямая задача

Пользуясь в дальнейшем обозначениями
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представим (6) в виде (в дальнейшем тильда над w
опускается):
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Таким образом, в приведенной простейшей мо-
дели трубопровода с присоединенной массой фигу-
рируют ее координата ξc и параметр χ для распре-
деленной массы.

Представим (7) в виде

wi = sin(τ − ξ), −∞ ≤ ξ ≤ ξc. (9)

Решение (2) имеет вид:

wr = Ar cos(τ + ξ) +Br sin(τ + ξ)+

+e−β1(ξc−ξ)/α1(Cr cos τ +Dr sin τ),

−∞ ≤ ξ ≤ ξc,

(10)

wi1 = Ai1 cos(τ − α2ξ/α1) +Bi1 sin(τ − ξ)+

+e−β2(ξ−ξc)/α1(Ci1 cos τ +Di1 sin τ),

ξc < ξ ≤ ∞.

(11)

Так как при ξ ≤ ξc выполняются равенства
w1 = wi + wr, а при ξ > ξc — равенства w2 = wi1,
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Рис. 2. Перемещения стержня в отраженной волне для начальной координаты распределенной массы ξc =
20π/3 (а), ξc = 40π/3 (б) при различных ml

из условий (8) с учетом соотношений (9)–(11) сле-
дует система уравнений, решение которой здесь не
приводится. При χ = 0 волна, не отражаясь, про-
ходит далее. Решения (10), (11) можно представить
также в виде:

wr = kr sin ((τ + ξ) − φr) + kr1e
−β1(ξc−ξ)/α1×

× sin(τ − φr1), −∞ ≤ ξ ≤ ξc,

wi1 = ki1 sin ((τ − ξ) − φi1) + ki2e
−β2(ξ−ξc)/α1×

× sin(τ − φi2), ξc < ξ ≤ ∞,

где kr, kr1 и ki1, ki2 — коэффициенты отражения и
прохождения; φr, φr1 и φi1, φi2 — соответствующие
фазы:

kr =
√
A2
r +B2

r , kr1 =
√
C2
r +D2

r ,

ki1 =
√
A2
i1 +B2

i1, ki2 =
√
C2
i1 +D2

i1,

φr = arctan(−Ar/Br), φr1 = arctan(−Cr/Dr),
φi1 = arctan(−Ai1/Bi1), φi2 = arctan(−Ci1/Di1).

Перемещение wr элемента стержня в точке на-
блюдения (ξ = 0), выраженное через амплитуду и
фазу δ волны, имеет вид:

wr = Ar cos τ +Br sin τ + e−β1ξc/α1×
×(Cr cos τ +Dr sin τ) = C sin(τ − δ),

C =
√
C2

1 + C2
2 , tan δ = −C1/C2,

где обозначено

C1 = Ar + Cre
−β1ξc/α1 , C2 = Br +Dre

−β1ξc/α1 .

Суммарное перемещение ws элемента стержня
в точке наблюдения (ξ = 0), выраженное через ам-
плитуду ∗ и фазу δ∗ волны:

ws = wi + wr = sin τ +Ar cos τ +Br sin τ+

+e−β1ξc/α1(Cr cos τ +Dr sin τ) = C∗ sin(τ − δ∗),

C∗ =
√
C2

1 + C∗2
2 , tan δ∗ = −C1/C

∗
2 ,

где C∗
2 = 1 +Br +Dre

−β1ξc/α1 .
Решение проведено численно для следующих

параметров системы: E = 2 · 1011 Па, G = 0.77 ·
1011 Па, ρ = 7800 кг/м3, ρi = 1000 кг/м3, Ri =
0.259 м, R = 0.265 м, ml = 100 кг/м, ω = 100 с−1,
xc = 20π/3 м. Параметры отраженной волны следу-
ющие: Ar = 0.021029, Br = 0.009465, Cr = 0.046190,
Dr = 0.002168.

На рис. 2 даются зависимости перемещения
элемента стержня в отраженной волне от безраз-
мерного времени τ для двух значений начальной
координаты распределенной массы: ξc = 20π/3
(фрагмент а), ξc = 40π/3 (фрагмент б) ξ = 0 и
различных ml (100; 200; 300 кг/м). Видно, что от-
раженные волны зависят от величины распреде-
ленной массы ml и ее начальной координаты ξc.
Чем больше величина распределенной массы ml,
тем больше величина сигнала в отраженной волне.

Зависимости сдвига фазы в отраженной волне
от начальной координаты распределенной массы ξc
при различных ml (100; 200; 300 кг/м) представ-
лены на рис. 3(а), а от интенсивности распределен-
ной массыml для различных значений ξc даются на
рис. 3(б). Анализ показывает, что сдвиг фазы в от-
раженной волне зависит от начальной координаты
распределенной массы ξc и ее интенсивности. Та-
ким образом, сдвиг фазы в отраженной волне мож-
но использовать для определения начальной коор-
динаты распределенной массы и ее величины.

Рис. 4 содержит зависимости коэффициента
отражения C от интенсивности распределенной
массы ml для различных значений ξc (фрагмент
а) и от координаты ξc для интенсивностей распре-
деленной массы ml (100; 200; 300 кг/м) (фрагмент
б). С ростом интенсивности распределенной массы
ml происходит увеличение коэффициента отраже-
ния C.
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Рис. 3. Зависимости сдвига фазы в отраженной волне от начальной координаты распределенной массы ξc (а)
при различных ml (100; 200; 300 кг/м) и от интенсивности распределенной массы ml (б) для различных
значений ξc

а) б)

Рис. 4. Зависимости коэффициента отражения C от начальной координаты распределенной массы ξc (а) при
различных ml (100; 200; 300 кг/м) и от интенсивности распределенной массы ml (б) для различных
значений ξc

4. Обратная задача

Могут быть использованы различные спосо-
бы [5] определения начальной координаты распре-
деленной массы и ее интенсивности в зависимости
от измеряемых характеристик волны с помощью
приборных средств. Рассмотрим только один спо-
соб: выделение отраженной волны и использова-
ние данных измерений перемещений в два момен-
та времени. Могут быть и другие способы выделе-
ния отраженных волн. Если обозначить через (wr)1
и (wr)2 замеренные значения перемещения в отра-
женной волне в точке ξ = 0 в моменты времени
τ1 и τ2 в пределах полупериода колебания, причем,
для простоты принять τ1 = 0, τ2 = π/2, то из (10)
последует система уравнений:

(wr)1 = Ar + Cre
−β1(ξc−ξ)/α1 ,

(wr)2 = Br +Dre
−β1(ξc−ξ)/α1 .

(12)

Например, решение прямой задачи для вы-
шеприведенных данных и ξc = 2π/3, ml =
100 кг/м дает, что (wr)1 = 0.0268385071, (wr)2 =
−0.009193060821.

Параметры ξc, ml определяются из (12) при за-
данных значениях (wr)1, (wr)2. Система (12) мо-
жет быть решена численно. Например, для (wr)1 =
0.0268, (wr)2 = −0.0091 решение системы уравне-
ний дает, что ξc = 2.096; ml = 99.805.

На рис. 5 приводятся зависимости начальной
координаты распределенной массы ξc (а) и ее ин-
тенсивности ml (б) от (wr)1 для различных значе-
ний (wr)2. Вычисления показывают, что по двум
замеренным значениям (wr)1, (wr)2 определяются
начальная координата распределенной массы ξc и
ее интенсивность ml.

Возможно использование и других измерений
параметров падающей, отраженной от воздушной
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Рис. 5. Зависимости начальной координаты распределенной массы ξc (а) и интенсивности распределенной мас-
сы ml (б) от (wr)1 для различных значений (wr)2: −0.0091 (1); −0.0095 (2); −0.0099 (3)

полости волн и проходящей волны.
Анализ отраженных волн в стержне позволяет

сделать вывод о том, что амплитуда и сдвиг фазы
зависят от начальной координаты распределенной
массы ξc и ее интенсивности ml. Таким образом,
сдвиг фазы в отраженной волне можно использо-
вать для определения начальной координаты рас-
пределенной массы ξc и ее интенсивности ml.

Полученная методика может использоваться
при разработке системы диагностирования длин-
ных трубопроводных систем.
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