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Представлены результаты исследований по динамике двумерных волн в пузырьковой жидкости, реализую-
щихся из-за локализованного удара по границе пузырьковой жидкости.

1. Введение

К настоящему времени одномерные волны в
пузырьковой жидкости достаточно подробно изуче-
ны [1–3]. На данный момент активно исследуются
двумерные волны в пузырьковых жидкостях [4–7].
В данной работе исследуется динамика локализо-
ванного импульса в пузырьковой жидкости.

2. Основные уравнения

Рассмотрим двумерное движение пузырьковой
среды при следующих допущениях. Смесь явля-
ется монодисперсной, т.е. в каждом элементарном
объеме все пузырьки сферические и одинакового
радиуса. Жидкость акустически сжимаема, вяз-
кость и теплопроводность существенны лишь в про-
цессе межфазного взаимодействия и, в частности,
при пульсации пузырьков. Отсутствует массообмен
между пузырьками и жидкостью. На основе этих
допущений запишем закон сохранения массы для
каждой фазы, числа пузырьков и импульсов в од-
носкоростном приближении, и кинематические за-
висимости [1]:
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где 𝜌0
𝑖 , 𝛼𝑖, 𝑝𝑙, 𝑛, 𝑎 — соответственно плотность, объ-

емное содержание 𝑖-й фазы, давление несущей жид-
кости, число и радиус пузырьков; 𝑢 и 𝑣 — проекции
скорости на оси координат 𝑥 и 𝑦 соответственно.

При описании радиального движения в соот-
ветствии с уточнением, предложенным в [8], будем
полагать, что скорость радиального движения 𝑤 со-
стоит из двух слагаемых

𝑤 = 𝑤𝑅 + 𝑤𝐴,

где 𝑤𝑅, описывается уравнением Релея–Ламба
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Добавка 𝑤𝐴 определяется из решения задачи о
сферической разгрузке на сфере радиуса 𝑎 в несу-
щей жидкости в акустическом приближении:
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Уравнение для давления внутри пузырьков с уче-
том однородности давления записывается в виде [1]:
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Рис. 1. Форма начального волнового импульса

где 𝛾 — показатель адиабаты для газа; 𝑞 — ин-
тенсивность теплообмена или тепловой поток от
жидкости к газу, отнесенный к единице площади
межфазной поверхности. Интенсивность межфаз-
ного теплообмена примем в виде [1]:

𝑞 = 𝜆𝑔Nu(𝑇𝑔 − 𝑇0)/2𝑎,

где 𝑇0 = const — температура жидкости; Nu — чис-
ло Нуссельта.

При описании число Нуссельта задается в виде:
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{︂ √
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.

Для числа Пекле примем выражение:
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,

где 𝜅𝑔 = 𝜆𝑔/𝑐𝑔𝜌𝑔0, 𝜆𝑔, 𝑐𝑔 — коэффициент темпера-
туропроводности, коэффициент теплопроводности
и теплоемкость газа соответственно.

Уравнение состояния для несущей фазы при-
мем в акустическом приближении
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где нижний индекс «0» относится к исходному,
невозмущенному состоянию; 𝐶𝑙 — скорость звука
в жидкости.

Считая газ калорически совершенным, запи-
шем уравнение Клайперона–Менделеева:

𝑝𝑔 = 𝜌0
𝑔𝑅𝑇𝑔,

где 𝑅 — газовая постоянная.
Методика численного расчета представле-

на в [9].

3. Результаты расчетов
На рис. 1–3 представлена эволюция колоколо-

образного по поперечной координате и по времени

волнового импульса, заданного в виде:
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в однородной водовоздушной пузырьковой смеси.
В численных расчетах параметры смеси следую-
щие: 𝛼𝑔0 = 10−3, 𝑎0 = 10−3 м, 𝑝0 = 0.1 МПа,
𝜌0

𝑙0 = 103 кг/м3, 𝑇0 = 300 К, 𝑐𝑔 = 1006 Дж/К·кг,
𝜆𝑔 = 2.6 · 10−2 Дж/К·с·м. Здесь ∆𝑢0 = 600 м/с,
𝑡* = 0.1 мс, 𝐿𝑦 = 0.1 м. Отметим, что в рабо-
тах [6,7,9] возмущение в пузырьковой жидкости со-
здавалось граничным давлением, а в данной рабо-
те первоначальный импульс создается воздействи-
ем на границе 𝑥 = 0 жесткого ударника.

Результаты расчетов, приведенные на рисун-
ках, отличаются тем, что для рис. 1(a) и 2 значение
𝑦* = 0.004 м, а для рис. 1(б) и 3 — 𝑦* = 0.016 м. На
рис. 1 представлены первоначальные профили ком-
поненты скорости для удара, который воздействует
на расчетную область на границе 𝑥 = 0. На рис. 2
и 3 (фрагменты (а)) представлены распределения
давления в момент 3.6 мс. Так как волновая кар-
тина симметрична относительно линии 𝑦 = 𝐿𝑦/2,
поэтому представлены рисунки только для одной
из полуплоскостей, разделенные линией 𝑦 = 𝐿𝑦/2.
На фрагментах (б) также представлены эпюры дав-
ления в различные моменты времени (время указа-
но над линиями в мс), кривые слева соответствуют
линии 𝑦 = 𝐿𝑦/2, кривые справа — линии 𝑦 = 𝐿𝑦/4.
Отметим, что, так как первоначальный импульс ло-
кализован не только по времени, но и по координате
𝑦, его затухание определяется не только диссипа-
цией энергии в пузырьковой жидкости, но и дву-
мерным растеканием. Из сравнительного анализа
рис. 2 и 3 видно, что в обоих случаях форма дви-
жения имеет колебательный характер, что связа-
но с радиальной инерцией пузырьковой жидкости.
Кроме того, видно, что передний фронт более дли-
тельного (по координате 𝑦) импульса (𝑦* = 0.016 м
(рис. 3)) имеет вид уединенной волны, а остальная
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Рис. 2. Динамика локализованного импульса в пузырьковой жидкости. Пространственное распределение дав-
ления для 𝑦* = 0.004 м в момент времени 3.6 мс (а). Для фрагмента (б) кривые слева соответствуют
линии 𝑦 = 𝐿𝑦/2, кривые справа — линии 𝑦 = 𝐿𝑦/4
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Рис. 3. Динамика локализованного импульса в пузырьковой жидкости. Пространственное распределение дав-
ления для 𝑦* = 0.016 м в момент времени 3.6 мс (а). Для фрагмента (б) кривые слева соответствуют
линии 𝑦 = 𝐿𝑦/2, кривые справа — линии 𝑦 = 𝐿𝑦/4



42 Труды Института механики им. Р.Р.Мавлютова УНЦ РАН, 2014. Выпуск 10

а

0

0.  20

0.  40

0.  60

0.02

0.06

0.08
0 1. y,м

x,м

pl, МПа

0.  40

0.10 6.

1 1.

б

0

0.  20

0.  40

0.  60

0.02

0.06

0.08
0 1. y,м

x,м

pl, МПа

0.  40

0.10 6.

1 1.

c

0

0.  20

0.  40

0.  60

0.02

0.06

0.08
0 1. y,м

x,м

pl, МПа

0.  40

0.10.4

0.7

Рис. 4. Распределение давления при воздействии
жестким ударником на границу 𝑥 = 0.
Фрагменты а), б) и с) соответствуют мо-
ментам 1.6, 2.7 и 5 мс

часть распространяется как пакет волн, имеющий
пульсационный характер, подобно солитонам в [10].
Более «короткий» импульс (𝑦* = 0.004 м (рис. 2))
распространяется как подковообразный пакет волн
с характерными длинами волн 𝜆 ≃ 𝐶/𝜔𝑀 , где 𝐶 —
равновесная скорость звука в пузырьковой жидко-
сти; 𝜔𝑀 — частота Миннаерта [1]. Из рис. 2 видно,
что распределение давления вдоль 𝑦 = 𝐿𝑦/4 имеет
вид уединенной волны, т.е. волновой пакет практи-
ческий незаметен.

На рис. 4 представлена эволюция волны иници-
ируемого воздействием на границу 𝑥 = 0 жесткого
ударника в однородной водовоздушной смеси. Ско-
рость ударника по координате 𝑦 меняется по пара-
болическому закону

𝑢 (0, 𝑦) = ∆𝑢0 ·
4
𝐿2

𝑦

(︂
𝑦 − 𝐿𝑦

2

)︂2

,

где 𝐿𝑦 = 0.06 м, остальные параметры системы та-
кие же, как для рис. 2. Из рис. 4 видно, что к мо-
менту 1.6 мс (фрагмент (а)) в водовоздушной сме-
си формируется волна, имеющая параболический
профиль на границе 𝑥 = 0, и, так как амплиту-
да волны неоднородна по координате 𝑦 и симмет-
ричная вдоль прямой 𝑦 = 𝐿𝑦/2, происходит схож-
дение волны вдоль прямой 𝑦 = 𝐿𝑦/2. Отметим,
что передний профиль волны имеет осцилляцион-
ную структуру, связанную с радиальной инерцией
пузырьковой жидкости; амплитуда давления к мо-
менту 1.6 мс достигает значения 8 атм. К моменту
времени 2.7 мс (рис. 4, фрагмент (б)) происходит
столкновение волн, распространяющихся к центру
расчетной области. Столкновение волны сопровож-
дается появлением башнеобразных всплесков ам-
плитуды давления; для момента 2.7 мс амплитуда
башнеобразного всплеска достигает 10 атм. Видно,
что башнеобразный всплеск давления «обрамлен»
пульсационными возмущениями из-за сложения ос-
цилляции на переднем фронте распространяющей-
ся волны. При дальнейшей эволюции волны (фраг-
мент (с)) башнеобразные всплески затухают из-за
двумерного растекания и диссипации в пузырько-
вой жидкости.

4. Заключение
Численно исследовано распространение дву-

мерных волн в водовоздушной пузырьковой жид-
кости. Начальное возмущение инициировалось воз-
действием жесткого ударника.

В результате исследования установлены следу-
ющие факты.

При эволюции в однородной пассивной пу-
зырьковой жидкости колоколообразного по попе-
речной координате импульсного сигнала, его зату-
хание определяется не только диссипацией энергии
в пузырьковой жидкости, но и двумерным растека-
нием. Передний фронт более «широкого» по попе-
речной координате импульса, имеет вид уединенной
волны, а остальная часть распространяется как па-
кет волн, имеющий пульсационный характер, более
«тонкий» сигнал распространяется как подковооб-
разный пакет волн.

При воздействии на пузырьковую жидкость
плоским ударником с параболическим профилем
по поперечной координате установлено, что за счет
двумерных эффектов происходит фокусировка вол-
ны вдоль линии симметрии.
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