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На основе теоретической модели, описывающей фильтрационное течение в трещине, находящейся в неф-
тяном или газовом пластах, рассмотрены задачи об отборе флюидов из скважины в режимах постоянного
перепада давления и постоянного расхода. Для рассмотренных задач получены точные аналитические ре-
шения, на основе которых проанализировано влияние коллекторских характеристик пласта и трещины (на-
пример, их пористости, проницаемости и ширины трещины), а также реологических свойств насыщающего
флюида на эволюцию давления в трещине, дебит скважины в режиме постоянного перепада и на динамику
давления в скважине.
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1. Введение
Одним из основных способов интенсификации

добычи нефти из низкопроницаемых пластов яв-
ляется гидроразрыв пластов (ГРП) повышением
давления в призабойных зонах скважин и напол-
нение образовавшихся трещин специальным соста-
вом (пропантом), исключающим их последующее
полное смыкание. Теоретические основы техноло-
гий проведения ГРП, а также методика инженер-
ных расчетов продуктивных пластов после ГРП
подробно описаны в книге [1]. Теория гидрораз-
рыва пластов, представляющая совместные реше-
ния уравнений гидродинамики и теории упругости,
заложена в статье Христиановича С.А. и Желто-
ва Ю.П. [2]. В дальнейшем эта теория развивалась
в работах [3–12]. Отметим также недавние рабо-
ты [13–15], посвященные теоретическому модели-
рованию ГРП. Некоторые аспекты расчета дебита
скважины при разведке нефтяных и газовых место-
рождений с применением ГРП рассмотрены в [16].
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2. Основные уравнения
Пусть трещина в однородном пласте, создан-

ная ГРП, представляет область пористой и прони-
цаемой среды между двумя параллельными верти-
кальными полуплоскостями. Расстояние между ни-
ми равно df . Высота трещины hf значительно боль-
ше ее толщины df (hf � df ). Течение флюида в
трещине квазиодномерное по оси Ox, отсчитывае-
мое от стенки забойного участка скважины. Ске-
леты пористой среды в пласте и пористой среды
трещины будем считать несжимаемыми. Запишем
уравнение сохранения массы для флюида в тре-
щине, отнесенное на единицу высоты трещины, как

df

(
mf

∂ρf
∂t

+
∂(ρfvf )

∂x

)
= −2ρpvp

∣∣∣
y=0

(0 < y <∞) .
(1)

Здесь mi, ρi, vi — пористость, плотность и скорость
фильтрации флюида, нижние индексы i = f, p соот-
ветствуют значениям параметров в трещине и окру-
жающей ее пористой среде. Слагаемое в правой ча-
сти (1) выражает интенсивность притока флюида
через ее стенки в трещину, отнесенное на единицу
ее площади. Поэтому для определения этого слага-
емого необходимо учитывать процесс фильтрации
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в пористой среде вне трещины. Для этого, в свою
очередь, запишем уравнение сохранения массы, по-
лагая, что течение в пористой среде происходит в
направлении, перпендикулярном к стенкам трещи-
ны:

mp
∂ρp
∂t

+
∂(ρpvp)

∂y
= 0 (0 < y <∞). (2)

Здесь ось Oy отсчитывается от стенок трещины.
Таким образом, принято, что в пласте тече-

ние одномерное, т.е. для поля скоростей выпол-
няется гипотеза плоских сечений. В защиту тако-
го упрощения отметим следующее: если протяжен-
ность трещины составляет несколько десятков мет-
ров, то зона трещины вокруг скважины, где течение
существенно трехмерное, составляет ничтожно ма-
лую долю общей протяженности трещины. Поэто-
му, в плане оценок расходов флюида через трещи-
ну, пренебрежение этим прискважинным участком
трещины представляется вполне оправданным. Что
касается пренебрежения двумерными эффектами,
то это связано с большим различием значений ко-
эффициентов проницаемости в пласте и в трещине.
Вследствие этого, на начальной стадии процесса
фильтрации очевидно, что в пористой среде вблизи
стенок трещины составляющая скорости фильтра-
ции флюида up вдоль стенок трещины значительно
меньше, чем перпендикулярная к стенке составля-
ющая vp (vp � up). Ниже это обстоятельство будет
обосновано на конкретных примерах.

Для описания процесса фильтрации в трещине
и окружающем ее пористом пространстве примем
закон Дарси

vf = −
k′f
µ

∂Pf

∂x
(0 < x <∞) ,

vp = −
k′p
µ

∂Pp

∂y
(0 < y <∞) ,

(3)

Сжимаемость флюида будем учитывать в аку-
стическом приближении

Pi − P0 = C2(ρi − ρ0) (i = f, p), (4)

где C — скорость звука для флюида, нижний ин-
декс 0 определяет давление и плотность, соответ-
ствующих их невозмущенным значениям. Кроме
того, жидкость будем считать слабо сжимаемой [17]
(|ρi − ρ0| � ρ0). Тогда уравнения (1) и (2) с уче-
том (3) и (4) можно привести к виду:

∂Pf

∂t
= æf

∂2Pf

∂x2
+ 2

mp

mf

æp

df

(
∂Pp

∂y

) ∣∣∣∣∣
y=0

(0 < x <∞) ,

(5)

∂Pp

∂t
= æp

∂2Pp

∂y2
(0 < x <∞, 0 < y <∞) , (6)

где

æi =
k′iρ0C

2

miµ
(i = f, p) .

Отметим, что Pf является функцией от перемен-
ных t и x, а Pp — функция от переменных t, x и y.
Система (5) и (6) может быть сведена к одному
интегро-дифференциальному уравнению для Pf .
Действительно, величина давления Pp на поверх-
ности стенки должна быть равна Pf . Это условие
запишется, как

Pp = Pf (y = 0) .

Вдали от трещины будем считать, что в пористой
среде давление однородное и равно P0. Тогда будем
иметь

Pp = P0 (y →∞) .

Согласно принципу Дюамеля [18] решение уравне-
ния (6), удовлетворяющее начальному и гранично-
му условиям

Pp = P0 (t 6 t0, 0 < y <∞) ,
Pp = Pf (t > t0, y = 0) ,

(7)

может быть записано, как

Pp − P0 =

t∫
t0

∂u(y, t− τ)
∂t

(Pf (τ, x)− P0) dτ , (8)

где

u(y, t− τ) = 1− Φ

(
y

2
√

æp(t− τ)

)
=

=
2√
π

+∞∫
y

2
√

æp(t−τ)

e−α
2

dα .

После несложных преобразований с учетом усло-
вий (7) решение (8) можно привести к виду:

Pp − P0 =

t∫
t0

∂(Pf (τ, x)− P0)

∂τ
u(y, t− τ) dτ . (9)

Подставляя (9) в уравнение (5) и полагая t0 = −∞,
получим интегро-дифференциальное уравнение

∂Pf

∂t
= æf

∂2Pf

∂x2
− 2

mp

mf

æp

df
×

×
t∫

−∞

∂(Pf (τ, x)− P0)

∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

.
(10)
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В случае газовых месторождений в качестве
уравнения состояния для флюида примем уравне-
ние Клапейрона–Менделеева

P = ρRgT , (11)

где Rg — приведенная газовая постоянная. Про-
цесс течения в пластах и в трещине будем считать
изотермическим (T = const). Тогда вместо уравне-
ний (5) и (6) с учетом (11), используя линеаризацию
Лейбензона [17], можем получить

∂P 2
f

∂t
= æf

∂2P 2
f

∂x2
− 2

mp

mf

æp

df
×

×
t∫

−∞

∂P 2
f (τ, x)

∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

,

(12)

∂P 2
p

∂t
= æp

∂2P 2
p

∂y2
(0 < x <∞, 0 < y <∞) , (13)

где æi =
k′iP̃

miµ
(i = f, p). Здесь P̃ — некоторое харак-

терное значение давления в области фильтрации. В
дальнейшем в качестве такого характерного значе-
ния примем исходное давление в пласте (P̃ = P0).

Уравнения (10) и (12) (а также (6) и (13))
имеют совершенно аналогичный вид. Если уравне-
ния (6) и (10) являются линейно однородными для
Pp и Pf , то (12) и (13) являются линейно однород-
ными для квадратов этих функций.

Из сравнения левой части уравнения (10) и вто-
рого слагаемого в правой части нетрудно получить
критическое условие для характерного времени t̃,
когда левая часть несущественна. После некоторых
простых выкладок получим следующую оценку:

√
t̃�
√
t∗ ,

(
t∗ =

1

4π

(
mf

mp

)2 d2
f

æp

)
. (14)

Для рассматриваемых задач условие (14) всегда
выполняется, и поэтому в дальнейшем вместо (10)
и (12) будем пользоваться упрощенным уравнением

æf

∂2Pn
f

∂x2
= 2

mp

mf

æp

df
×

×
t∫

−∞

∂Pn
f (τ, x)

∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

,

(15)

где верхний индекс n = 1 и 2 соответствует нефтя-
ным и газовым пластам.

3. Фильтрация к скважине через тре-
щину при внезапном снижении дав-
ления
На основе уравнения (15) рассмотрим процесс

фильтрации нефти к скважине (или от скважины).
Пусть в исходном состоянии (t 6 0) флюид в тре-
щине и окружающей ее пористой среде находится в
покое (vf = vP = 0 и P = P0), и в момент времени
t = 0 давление в скважине изменяется на величи-
ну ∆Pf(w) и далее поддерживается постоянным

∆Pf(w) = const (∆Pf(w) = Pf(w) − P0) .

Причем ∆Pf(w) > 0 соответствует повышению дав-
ления (т.е. нагнетанию флюида в пласт через тре-
щину), в случае, если ∆Pf(w) < 0, то происходит
отбор жидкости.

В рамках отмеченных допущений уравне-
ние (15) и система начальных и граничных условий
запишутся как:

∂2∆P
(n)
f

∂x2
=

2

df

mp

mf

æp

æf
×

×
t∫

0

∂∆P
(n)
f

∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

(16)

(∆P
(n)
f = Pn

f − Pn
0 ) , (t > 0, x > 0) ,

∆P
(n)
f = 0 (t 6 0, x > 0) , (17)

∆P
(n)
f = ∆P

(n)
f(w) (t > 0, x = 0) . (18)

Здесь и в дальнейшем индекс (n) = (1) и (2) навер-
ху соответствует нефтяному и газовому месторож-
дениям.

Далее будем использовать преобразование Ла-
пласа. Для этого обозначим

∆P̄
(n)
f =

∞∫
0

e−λt∆Pn
f dt . (19)

Тогда из уравнения (16) с учетом (17) получим сле-
дующее обыкновенное дифференциальное уравне-
ние

d2∆P̄
(n)
f

dx2
=

2

df

mp

mf

√
æp

æf

√
λ∆P̄

(n)
f . (20)

Из граничного условия (18) следует

∆P̄
(n)
f =

∆P
(n)
f(w)

λ
, (x = 0). (21)
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Рис. 1. Контур интегрирования

Из уравнения (20) с учетом (21) и ограниченности
∆Pf на бесконечности (∆Pf → 0, при x → ∞) мо-
жем получить

∆P̄
(n)
f =

∆P
(n)
f(w)

λ
exp(−

√
Aλ

1
2 x) , (22)

где A =
2

df

mp

mf

√
æp

æf
. Тогда, используя формулу об-

ращения Меллина [19], для искомого решения мо-
жем записать

∆P
(n)
f =

∆P
(n)
f(w)

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(λt−
√
Aλ

1
2 x)

λ
dλ . (23)

Для дальнейших выкладок решение (23) запишем:

∆P
(n)
f =

∆P
(n)
f(w)

2πi
lim
σ→∞

γ+iσ∫
γ−iσ

exp(λt−
√
Aλ

1
2 x)

λ
dλ . (24)

Здесь подынтегральная функция аналитична на
всей плоскости комплексного переменного λ за ис-
ключением начала координат, поэтому она являет-
ся однозначной и аналитической в плоскости с раз-
резом вдоль отрицательной части действительной
оси. Поэтому, согласно теореме Коши, интегрирова-
ние вдоль прямой (γ−iσ; γ+iσ) может быть замене-
но интегрированием вдоль любой кривой, которая
оканчивается точками γ±iσ и не пересекает разрез.
В частности, удобно воспользоваться контуром [19],
показанном на рис. 1.

Имеем
γ+iσ∫
γ−iσ

=

∫
AC

+

∫
CD

+

∫
DE

+

∫
EF

+

∫
FB

.

Аналогично случаю, рассмотренному в [19], при
t > 0 и R → ∞ интегралы вдоль дуг AC и FB
стремятся к нулю. На прямых CD и EF имеет ме-
сто

λ
1
4 =

1 + i√
2
|λ| 14 и λ

1
4 =

1− i√
2
|λ| 14

соответственно. Полагая ρ = |λ|, будем иметь

∫
CD

+

∫
EF

= −2i

R∫
r

ρ
−1 sin

(√
Axρ

1
4

2

)
×

× exp

(
−tρ−

√
Axρ

1
4

√
2

)
dρ.

Отсюда, переходя к пределу при r → 0 и R → ∞,
имеем

lim
r→0,
R→∞


∫

CD

+

∫
EF

 = −2i

∞∫
0

ρ
−1 sin

(√
A

2
xρ

1
4

)
×

× exp

(
−tρ−

√
A

2
xρ

1
4

)
dρ =

= −8i

∞∫
0

sin
(√

A
2 xξ

)
ξ

exp

(
−tξ4 −

√
A

2
xξ

)
dξ .

Наконец, для окружности DE, принимая r = εeiϕ,
можем получить

∫
DE

=

π∫
−π

exp
(
−
√
Axε

1
4 e

iϕ
4 − tεeiϕ

)
εeiϕi

εeiϕ
dϕ =

=

π∫
−π

exp
(
−
√
Axε

1
4 e

iϕ
4 − tεeiϕ

)
i dϕ .

Таким образом, lim
r→0

∫
DE

= 2πi.

Итак, решение (23) может быть записано в ви-
де:

∆P
(n)
f = ∆P

(n)
f(w) Gil(t, x) , (25)

где

Gil(t, x) = 1− 4

π

∞∫
0

sin
(√

A
2 xξ

)
ξ

exp

(
−tξ4−

√
A

2
xξ

)
dξ .

Это решение можно записать, как

Gil(z) = 1− 1

π

∞∫
0

sin
(
zη

1
4

)
η

exp
(
−η− zη

1
4

)
dη, (26)

где

z =

√
A

2
xt−

1
4 , η = tξ4 .
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Рис. 2. График функции Gil(z)

Из (26) следует, что решение для распространения
давления является автомодельным, поскольку оно
приводится к функции от одного безразмерного пе-
ременного z. На рис. 2 представлен график функ-
ции Gil(z).

На основе представления (26) можно получить
распределения давления в физических координатах
для любого момента времени t > 0. На рис. 3 по-
казаны графики, иллюстрирующие эволюцию вол-
новых полей при следующих параметрах системы
df = 10−2 м, k′f = 10−10 м2, k′p = 10−14 м2,
mf = 10−1, mp = 10−1. Для плотности, скорости
звука и динамической вязкости нефти здесь и в
дальнейшем приняты величины: ρ0 = 860 кг/м3,
C = 103 м/с, µ = 1.6 · 10−3 Па·с, динамиче-
ская вязкость газа µ = 10−5 Па·с (A = 0.0863
и 0.0632 c1/2/м2 для нефти и газа соответствен-
но). Сплошная и пунктирная линии соответству-
ют нефтяному и газовому пластам. Для исходного
давления и температуры газового пласта примем
P0 = 10 МПа и T = 300 K (Rg = 476.2 Дж/кгK.
Линии 1, 2, и 3 соответствуют моментам времени
t = 103, 104 и 105 с.

Для объемного расхода нефти, отнесенного на
единицу высоты трещины, определяемого как

q =
dfk
′
f

µ

(
∂Pf

∂x

) ∣∣∣∣∣
x=0

, (27)

на основе решения (25) можем получить

q = − 4

π

√
A

2

dfk
′
f

µ
∆Pf(w)

∞∫
0

exp(−tξ4) dξ . (28)

После замены переменной tξ4 = z4, интегральный

множитель в (28) примет вид:

∞∫
0

exp(−tξ4) dξ =
1

t
1
4

∞∫
0

exp(−z4) dz =
Γ
(

5
4

)
t
1
4

, (29)

где Γ(z) — гамма-функция; Γ
(

5
4

)
≈ 0,906.

Подставляя (29) в (28), получим

q = −3,6

π

√
A

2

dfk
′
f

µ

∆Pf(w)

t
1
4

. (30)

Отсюда для добытого объема нефти за время t че-
рез одну радиальную трещину

V = hf

t∫
0

q dt

скважины с высотой трещины hf , будем иметь

V = −4,8

π

√
A

2

dfhfk
′
f∆Pf(w)

µ
t
3
4 .

На рис. 4 представлена зависимость объема до-
бытой нефти от времени. Для высоты и шири-
ны трещины приняты величины hf = 10 м, df =
1 см, давление пласта и скважины P0 = 10 МПа
и Pf(w) = 5 МПа (перепад давления ∆Pf(w) =
= −5 МПа). Линии 1, 2 и 3 соответствуют прони-
цаемости пласта k′p = 10−13, 10−14 и 10−15 м2.

Согласно решений (25) и (26), а также графику
на рис. 2, основное затухание давления в трещине в
рассматриваемой задаче происходит при z ≈ 1 (на

0 50 100 150 200 250
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0.8

1

1
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x, м

Δ ΔP /f Pf w( )

Рис. 3. Эволюция волновых полей. Сплошная и
пунктирная линии соответствуют нефтяно-
му и газовому пластам. Линии 1, 2, и 3
соответствуют моментам времени t = 103,
t = 104 и t = 105 с
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Рис. 4. Зависимость объема добытой нефти от
времени. Линии 1, 2 и 3 соответствуют про-
ницаемости пласта k′p = 10−13, 10−14 и
10−15 м2

участке от 0 до 1 давление снижается примерно в
пять раз). Согласно формуле для z из (26) физи-
ческая координата x и время t, соответствующие
значению z = 1, связаны как

x ≈
√

2

A
t
1
4 . (31)

Для аналогичной физической координаты y можно
записать оценку [18]

y ≈
√

æpt . (32)

Тогда для составляющих скоростей фильтрации в
пористой среде вблизи стенок трещины для момен-
та времени t можно записать оценки:

up ≈ −
k′p
µ

∆Pf(w)

x
и vp ≈ −

k′p
µ

∆Pf(w)

y
. (33)

С учетом (31) и (32) для отношения скоростей
получим

up

vp
≈
(
t/t̃
) 1

4 и t̃ =

(
2

Aæp

)2

. (34)

Отсюда видно, что неравенство |up| � |vp| выпол-
няется для времен, удовлетворяющих условию(

t/t̃
) 1

4 � 1. (35)

Для критического времени t̃ с учетом выражений
для æp и A из (6) и (22) можем получить

t̃ = mpd
2
f

k′2f
k′3p

µ

ρC2
.

Условие (35) можно ослабить. Для этого запишем
уравнение неразрывности в пласте в двумерном
приближении

mp
∂ρp
∂t

+ ρ0

(
∂up

∂x
+

∂vp
∂y

)
= 0. (36)

Для слагаемых этого уравнения запишем аналогич-
ные с (33) оценки:

∂up

∂x
≈ −

k′p
µ

∆Pf(w)

x2
и

∂vp
∂y
≈ −

k′p
µ

∆Pf(w)

y2
. (37)

Используя (31) и (32), получим следующую
оценку для слагаемых уравнения (37)

∂up

∂x

/
∂vp
∂y
≈
√
t/t̃ .

Следовательно, слагаемое в (36), связанное с те-
чением в пористой среде вблизи стенки трещины
вдоль нее, ничтожно мало по сравнению с другими
слагаемыми, если √

t

t̃
� 1. (38)

В частности, при значениях mp = 10−1, k′p =
= 10−15 м2, k′f = 10−10 м2, df = 10−2 м, µ =

= 2 · 10−3 Па·с, ρC2 = 109 Па параметров пористой
среды, трещины и флюида имеем t̃ = 2 · 108 с. В
большинстве случаев, представляющих практиче-
ский интерес, условие (38) выполняется, поэтому
двумерностью течения в пористой среде можно пре-
небречь.

Здесь также отметим, что, согласно решени-
ям (25) и (26), эволюция поля давления в трещине
в физических координатах полностью определяет-
ся значением параметра A. При этом закон распро-
странения безразмерного значения перепада давле-
ния ∆f = ∆Pf/∆Pf(w) в соответствии с выражени-
ем для z из (26) запишется, как

x = z(∆f )

√
2

A
t
1
4 . (39)

Здесь значение z(∆f ) определяется на основе гра-
фика, представленного на рис. 2. Подставляя вме-
сто A выражение из (22), с учетом формул для ко-
эффициентов пьезопроводности æi (i = f, p) из (39),
получим

x = z(∆f )

(
dfk
′
f√

mpk′p

√
ρ0C2

µ

) 1
2

t
1
4 . (40)
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Аналогично, из (30) можем получить формулу для
расхода

q = −3,6

π

(
dfk
′
f

√
mpk′p√

µ3ρ0C2

)
∆Pf(w)

t
1
4

. (41)

Из формул (40) и (41) следует, что закон распро-
странения давления в трещине и расход наиболее
сильно зависят от толщины трещины и проницае-
мости в ней (как

√
df и

√
k′f ). Примечательно, что

пористость в трещине mf в эти формулы не входит.
Для массового расхода газа, отнесенного на

единицу длины трещины, аналогично с (27) можем
записать

m =
dfk
′
f

µ

(
ρf

∂Pf

∂x

) ∣∣∣∣∣
x→0

.

Отсюда, используя уравнение состояния газа (11),
будем иметь

m =
dfk
′
f

2µRgT

(
∂P 2

f

∂x

)∣∣∣∣∣
x→0

. (42)

Используя решение (25), соответствующее n = 2,
из (42) имеем

m = −1,8

π

√
A

2

dfk
′
f

µRgT

∆P
(2)
f(w)

t
1
4

.

Отсюда, для массового отбора газа за время t из

трещины высотой hf (M = hf

t∫
0

mdt), будем иметь

M = −2,4

π

√
A

2

dfhfk
′
f∆P

(2)
f(w)

µRgT
t
3
4 .

На рис. 5 представлен график, иллюстрирующий
массу добытого газа за время t. Параметры пласта
и трещины, а также значения давления здесь и в
дальнейшем такие же, как для рис. 4. Линии 1, 2, и
3 соответствуют величинам пористости пласта k′p =
= 10−13, 10−14, 10−15 м2.

4. Фильтрация в режиме постоянного
расхода
Пусть объемный расход жидкости в (27) посто-

янный (q = const, t > 0), исходное состояние пла-
ста и в трещине аналогично предыдущему случаю
(vf = vP = 0 и P = P0). Требуется определить поле
давления в трещине Pf и закон изменения давления
Pf(w) в скважине.
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Рис. 5. Зависимость массы добытого газа от вре-
мени. Линии 1, 2, и 3 соответствуют ве-
личинам пористости пласта k′p = 10−13,
10−14, 10−15 м2

Поскольку уравнение (16) является линейным
и однородным для ∆Pf , и ∆Pf — его решение, то
функция

Q =
dfk
′
f

µ

∂∆Pf

∂x
(43)

также является решением уравнения (16), т.е. имеет
место

∂2Q

∂x2
=

2

df

mp

mf

æp

æf

t∫
0

∂Q

∂τ

dτ√
πæp(t− τ)

(0 < t, 0 < x <∞) .

(44)

Запишем решение вида (25) для этого уравне-
ния

Q = q Gil(t, x) . (45)

Подставляя (45) в (43), получим уравнение для
определения ∆Pf в виде

∂∆Pf

∂x
=

qµ

dfk′f
Gil(t, x). (46)

Очевидно, что функция ∆Pf , полученная из этого
уравнения, удовлетворяет граничному условию

q =
dfk
′
f

µ

(
∂∆Pf

∂x

) ∣∣∣∣∣
x=0

.

Из уравнения (46), интегрируя по x и учитывая,
что ∆Pf (t,∞) = 0, получим

∆Pf = − qµ

dfk′f

∞∫
x

Gil(t, x′) dx′.
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Проведя замену переменных аналогично (26), бу-
дем иметь

Pf = P0 + ∆Pf , ∆Pf = − t
1
4 qµ√

A/2 dfk′f
Zil(z)

(0 < t, 0 < z <∞),
(47)

где

Zil(z) =

∞∫
z

Gil(z′) dz′,

Gil(z′) = 1− 1

π

∞∫
0

sin(z′η
1
4 )

η
exp(−η− z′η

1
4 )dη .

Из (47), полагая z = 0, получим закон изменения
перепада давления между пластом и скважиной,
как

Pf(w) = P0 + ∆Pf(w),

∆Pf(w) = − Zil(0)t
1
4 qµ√

A/2 dfk′f
,

(48)

где

Zil(0) =

∞∫
0

Gil(z′) dz′ ≈ 0,83 .

На рис. 6 представлен график функции Zil(z), поз-
воляющий согласно (47) определить распределения
давления по координате x для любого момента вре-
мени, а также закон изменения давления в сква-
жине по формуле (48).

На рис. 7 представлена эволюция давления
Pf (t, x) в трещине согласно решению (47) при q =
10−5 м2/с. Линии 1, 2 и 3 соответствуют моментам
времени t = 103, 104 и 105 с.

Подставляя в формулу (48) выражение пара-
метра A через характеристики пласта, трещины и
флюида для закона падения давления в скважине,
можем получить

Pf(w) = P0 − 0,83

( √
µ3ρ0C2

dfk′f
√

mpk′p

) 1
2

qt
1
4 .

Отсюда видно влияние величин параметров пласта,
трещины и флюида на закон падения давления при
фиксированном расходе q.

На рис. 8 представлен закон снижения давле-
ния Pf(w)(t) в скважине при дебите q = 10−5 м2/с.
Линии 1, 2, и 3 соответствуют величинам пористо-
сти пласта k′p = 10−13, 10−14 и 10−15 м2.

Аналогично предыдущему, в случае газовых
месторождений, функция

M =
dfk
′
f

µRgT

∂P 2
f

∂x
(49)

z

Zil( )z

Рис. 6. График функции Zil(z)
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Рис. 7. Эволюция давления в трещине для нефтя-
ных месторождений. Линии 1, 2 и 3 соот-
ветствуют моментам времени t = 103, 104

и 105 с
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Рис. 8. Закон снижения давления Pf(w)(t) в сква-
жине для нефтяных месторождений. Ли-
нии 1, 2, и 3 соответствуют величинам
пористости пласта k′p = 10−13, 10−14 и
10−15 м2
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Рис. 9. Эволюция давления в трещине для газовых
месторождений. Линии 1, 2 и 3 соответ-
ствуют моментам времени t = 103, 104 и
105 с

также является решением (16) при n = 2. Тогда
решение вида (25) запишем как

M = mGil(t, x) . (50)

Подставляя (50) в (49), получим уравнение для
определения ∆P

(2)
f как

∂∆P
(2)
f

∂x
=

mµRgT

dfk′f
Gil(t, x) . (51)

Очевидно также, что функция ∆P
(2)
f , получен-

ная из этого уравнения, удовлетворяет граничному
условию

m =
dfk
′
f

µRgT

∂∆P
(2)
f

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

. (52)

Из уравнения (51), интегрируя по x и учитывая,
что

∆P
(2)
f (t,∞) = 0,

получим решение для поля давления в трещине

Pf =
√
P 2

0 + ∆P
(2)
f ,

∆P
(2)
f = −mµRgT

dfk′f

∞∫
0

Gil(t, x′) dx′.
(53)

Сделав замену переменных аналогично (26), для
∆P

(2)
f будем иметь

∆P
(2)
f = − t

1
4mµRgT√

A
2 dfk′f

Zil(z) (0 < t, 0 < z <∞).
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Рис. 10. Закон снижения давления в скважине. Ли-
нии 1, 2, и 3 соответствуют величинам
пористости пласта k′p = 10−13, 10−14 и
10−15 м2

С учетом этого выражения, полагая z = 0, из (53)
получим закон изменения давления в скважине как

Pf(w) =
√

P 2
0 + ∆P

(2)
f(w),

∆P
(2)
f(w) = −Zil(0)t

1
4mµRgT√

A
2 dfk′f

.
(54)

Из формул (47) и (54) следует, что для некото-
рого конечного времени t давление в скважине сни-
жается до нуля и, следовательно, при дальнейшем
увеличении времени эти решения теряют смысл.
Это, в свою очередь, означает, что добыча нефти
и газа из неограниченного пласта при постоянном
объемном и массовом дебите возможна в течение
ограниченного периода времени.

Эволюция давления в трещине при дебите
m = 0.5 кг/с·м для газовых месторождений иллю-
стрируется на рис. 9. Линии 1, 2 и 3 соответствуют
моментам времени t = 103, 104 и 105 с.

На рис. 10 представлен закон снижения дав-
ления в скважине. Линии 1, 2, и 3 соответствуют
величинам пористости пласта k′p = 10−13, 10−14 и
10−15 м2. Из рис. 10 видно, что в момент времени
t = 8 · 104 с для случая k′p = 10−15 м2 давление
в скважине снижается до нуля, и дальнейшее из-
влечение газа с таким дебитом (m = 0.5 кг/с·м)
исключается.

5. Заключение
Полученные аналитические решения, соответ-

ствующие постоянным перепаду давления и деби-
ту, позволяют анализировать изменения коллектор-
ских характеристик призабойных зон скважин и их
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продуктивность при гидроразрыве пластов. Также
эти решения могут служить основой для тестиро-
вания алгоритмов расчетов при теоретическом опи-
сании процессов фильтрации в пластах с гидрораз-
рывными трещинами по более сложным математи-
ческим моделям.
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On elastic regime of filtration in hydraulic fracture
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Fluid recovery from a well in the modes of constant pressure drop and constant flow rate is considered basing on a
theoretical model of filtration in a hydraulic fracture. Exact analytical solutions are obtained that allowed analyzing
the effect of the reservoir and fracture properties (such as porosity, permeability and crack width) as well as the
rheological properties of the saturating fluid upon: pressure evolution in the fracture, well flow rate at constant
pressure drop, and pressure evolution in the wellbore.

On the basis of theoretical models describing the filtration for a crack in an oil or gas reservoirs, the considered
problem on the selection of fluids from the well in modes constant differential pressure and constant flow. For
the considered tasks are received exact analytical solutions, based on which we analyzed the influence of reservoir
characteristics of the formation and fractures (for example, their porosity, permeability and width of cracks) and the
rheological properties of the saturating fluid on the evolution of the pressure in the fracture, the production rate at
a constant differential to the dynamics of the pressure in the well.
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