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О законах сохранения для вязкой жидкости

Хабиров С.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

Уравнения движения вязкой жидкости имеют дивергентный вид законов сохранения и допускают бесконеч-
номерную алгебру Ли точечных симметрий. Канонические операторы алгебры порождают законы сохранения
первого порядка. Это проверено для базисных операторов допускаемой алгебры. Любой закон сохранения
может быть получен действием некоторого канонического оператора на нетривиальный закон сохранения.
Вычислены канонические операторы законов сохранения нулевого порядка. Поставлена задача о вычислении
канонических операторов законов сохранения первого порядка.
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1. Введение
Уравнения движения вязкой несжимаемой

жидкости (Навье–Стокс)

~ut + (~u · ∇)~u +∇p = ν∆~u,∇ · ~u = 0 (1)

имеют дифференциальное следствие

∆p + tr

(
∂ũ

∂x̃

)2

= 0 (2)

и записываются в дивергентном виде закона сохра-
нения

( ~K ·~u)t+∇·
(
~u( ~K ·~u + K0)+p ~K−ν∇( ~K ·~u)

)
=0, (3)

где ~K = (K1,K2,K3),K0 — набор произвольных
постоянных.

Вектор закона сохранения имеет координаты:

C0 = ~K · ~u, ~C = ~u( ~K · ~u + K0) + p ~K − ν∆( ~K · ~u).

Система (1) допускает бесконечномерную алгебру
Ли операторов с базисом [1]:
X10 = ∂t — перенос по времени;
X7 =y∂z−z∂y+v∂w−w∂v,X8 =z∂x−x∂z+w∂u−u∂w,
X9 = x∂y − y∂x + u∂v − v∂u — вращения в коорди-
натных плоскостях декартовой системы;
X11 = 2t∂t + ~x∂~x − ~u∂~u − 2p∂p — растяжение;
〈ϕ〉0 = ϕ(t)∂p — добавление к давлению функции

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН
c© Хабиров С.В.

времени;
〈ψ1〉1 = ψ1(t)∂x + ψ̇1∂u − xψ̈1∂p, 〈ψ2〉2 = ψ2(t)∂y +
ψ̇2∂v − yψ̈2∂p, 〈ψ3〉3 = ψ3(t)∂z + ψ̇3∂w − zψ̈3∂p —
произвольное движение начала системы координат.
При этом 〈1〉i = Xi, i = 1, 2, 3 — переносы по де-
картовым осям; 〈t〉i = X3+i, i = 1, 2, 3 — галилеевы
переносы. Операторы X1, ..., X10 образуют алгебру
Ли группы Галилея, относительно которой любая
нерелятивистская модель механики сплошной сре-
ды инвариантна.

Оператор вида

X = ξ
t∂t + ξ

~x∂~x + ξ
~u∂~u + ξ

p∂p

продолжается на производные любого порядка
X∞ [1].

Канонический оператор имеет вид:

X = X∞ − ξt∂t − ξ~x∂~x = ξ
~u
∂~u + ξ

p
∂p+

+Dtξ
~u
∂~ut

+ Dtξ
p
∂pt + Dxiξ

~u∂~uxi
+ D~xξ

p∂∇p + . . . ,

где Dt, D~x — операторы полного дифференцирова-
ния.

Доказано [2], что действие каноническим опе-
ратором на вектор закона сохранения дает новый
вектор закона сохранения, но он может быть три-
виальным.

Закон сохранения для системы (1)(
DtC

0 + D~x · ~C
)∣∣∣

(1)
= 0 (4)
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называется тривиальным, если выполнено тожде-
ство

DtC
0
∣∣∣
(1)

+ D~x · ~C
∣∣∣
(1)

= 0. (5)

Переход на многообразие (1) подразумевает исполь-
зование следствия (2) и всех других дифференци-
альных следствий.

В силу леммы о коммутаторе [1] любой закон
сохранения можно получить действием на вектор
нетривиального закона сохранения некоторым ка-
ноническим оператором законов сохранения

C0
∗ = XC0, ~C∗ = X ~C, (6)

среди которых будут канонические операторы, до-
пускаемые системой (1) [2]. Уравнения для нахож-
дения операторов законов сохранения имеет вид [1]:(

XDtC
0 + XD~x

~C
)∣∣∣

(1)
= 0. (7)

В работе проверено, что допускаемые системой (1)
операторы порождают как тривиальные, так и
нетривиальные законы сохранения. Найдены все
операторы законов сохранения нулевого порядка,
координаты которых не зависят от производных.
Поставлена задача нахождения всех операторов за-
конов сохранения первого порядка.

Физические приложения законов сохранения
можно найти в работе [3].

2. Законы сохранения, полученные с
помощью допускаемых операторов
Канонический оператор вращения в плоскости

y, z таков

X7 = X7∞ + zDy − yDz = (zuy − yuz)∂u+

+(−w + zvy − yvz)∂v + (v + zwy − zwz)∂w+

+(zpy − ypz)∂p + Dx(zuy − yuz)∂ux
+ . . .

Для закона сохранения (3) с K0 =1, ~K=0 оператор
X7 дает тривиальный закон сохранения вида (5):

Dx(zuy − yuz) + Dy(−w + zvy − yvz)+

+Dz(v + zwy − ywz) = Dx(zuy − yuz)+

+Dy (−w − z(ux + wz)− yvz) +

+Dz (v + zwy + y(ux + vy)) ≡ 0.

Для закона сохранения (3) с K0 = 1, K1 = 1, K2 =
K3 = 0 оператор X7 дает закон сохранения

Dt(zuy − yuz) + Dx(2u(zuy − yuz)−
−ν(zuxy−yuxz+zpy−ypz)) + Dy(v(zuy−yuz)−
−u(−w + zvy − yvz)− ν(−uz + zuyy − yuyz))+

+Dz(u(v + zwy − ywz) + w(zuy − yuz)−
−ν(uy+zuyz−yuzz))=L1(Dtu+Dx(u2 + p−νux)+

+Dy(uv − νuy) + Dz(uw − νuz))
∣∣∣
(1)

= 0,

где оператор L1 = zDy − yDz.
Для закона сохранения (3) с K0 = K1 = K3 =
0,K2 = 1 оператор X7 дает закон сохранения

Dt(−w + zvy − yvz) + Dx(u(−w + zvy − yvz)+

+v(zuy − yuz)−−ν(−wx + zvxy − yvxx))+

+Dy(2v(−w + zvy − yvz) + zpy − ypz−

−ν(−wz+zvyy−yvyz−vz))+Dz(v(v+zwy−ywz)+

v + w(−w + zvy − yvz)− ν(−wz + vy+

+zvyz−yvzz))=L1(Dtv+Dx(uv−νvx)+Dy(v2+

+p− νvy)+Dz(vw−νvz))−DtwDx(uw−νwx)−

−Dy(vw − νwy)−Dz(w2 + p− νwz)
∣∣∣
(1)

= 0.

Для закона сохранения (3) с K0 = K1 = K2 = 0,
K3 = 1 оператор X7 дает закон сохранения

Dt(v + zwy − ywz) + Dx(u(v + zwy − ywz)+

+w(zuy − yuz)− ν(vx + zwxy − ywxz))+

+Dy(v(v + zwy − ywz) + w(−w + zvy − yvz)−

−ν(vy+zwyy−ywyz−wz))+Dz(2w(v+zwy−ywz)+

+zpy − ypz − ν(vz + wy + zwyz − ywzz)) =

= L1(Dtw + Dx(uw − νvy) + Dy(vw − νwy)+

+Dz(w2 + p− νwz))
∣∣∣
(1)

= 0.

Линейная комбинация полученных равенств
дает нетривиальный закон сохранения для произ-
вольного вектора ~K с точностью до тривиального
слагаемого.

Аналогичные равенства справедливы для ка-
нонических допускаемых операторов X8, X9.

Для оператора X10 = −ut∂u − vt∂v − wt∂w −
pt∂p + . . . справедлив закон сохранения

DtX10C
0 +∇ · (X ~C) = −Dt(DtC

0 +∇ · ~C)
∣∣∣
(1)

= 0.

Другие канонические допускаемые операторы про-
изводят законы сохранения в силу следующих тож-
деств:

DtX11C
0 +∇ · (X11

~C) = K0∇ · ~u−

−(3 + 2tDt + ~x ·D~x)(DtC
0 +∇ · ~C),

где X11 = −(~u + X11~u)∂~u − (2p + X11p)∂p + . . .;
Dt〈ψ〉1C0 + D~x(〈ψ〉1 ~C) = ψ̇K1∇ · ~u − ψDx(DtC

0 +

∇ · ~C), где 〈ψ〉1 = (ψ̇ − ψux)∂u − ψvx∂v − ψwx∂w −
(xψ̈+ψpx)∂p+ . . . и аналогичные равенства для опе-
раторов 〈ψ〉2, 〈ψ〉3.
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3. Законы сохранения, полученные
с помощью операторов нулевого
порядка
Операторы нулевого порядка, порождающие

законы сохранения разыскиваются в виде:

X=ξ~u∂~u+ξ
p∂p+D~xξ

p∂∇p+Dtξ
~u∂~ut

+Dxiξ
~u∂~ui

+..., (8)

где координаты оператора ξ~u, ξp зависят от пере-
менных t, ~x, p, ~u.

Справедливо тождество

X
(
~K · ~ut+∇

(
~u( ~K · ~u + K0)+p ~K−ν∇( ~K · ~u)

))
=

= D~x~σ+ (Dt + ~u ·D~x − νD2
~x +∇ · ~u)σ0,

где введено обозначение

σ
0 = ~K · ξ~u,~σ = ξ

~u( ~K · ~u + K0) + ~Kξp. (9)

Достаточно найти вектор σ0,~σ.
Уравнение (7) принимает вид:

σ
i
xi + σ

i
ppi + σ

i
uku

k
i + σ

0
t + σ

0
ppt − σ0ukpk+

+uj(σ0xj + σ
0
ppj)− ν(−σ0puk

ju
j
k + ∆σ0+

+2σ0xippi+2σ0xjuku
k
j +σ0pppipj+2v0puku

k
j pj+

+σ0ukuku
k
ju

k
j + 2σ0ukul

uk
ju

l
j) = 0.

(10)

Функции σ0,~σ не зависят от производных, поэтому
в равенстве (10) коэффициенты при независимых
производных зануляются (расщепление):

pt : σ0p = 0, pi : σip = σ
0
ui ,
∑
j

uk
ju

l
j : σ0ukul = 0,

uk
i (k 6= i) : σiuk = 2νσxiuk ,

ui
i : σ1u1−2νσ0x1u1 =σ2u2−2νσ0x2u2 =σ3u3−2νσ0x3u3 =k.

Отсюда следует

σ
0 = ~a(t, ~x) · ~u + a0(t, ~x), σi = aip + k(t, ~x)ui+

+2ν~u · ~ai + bi(t, ~x).

Остаток равенства (9) таков

σ
i
xi + σ

0
t + uj

σ
0
xj − ν∆σ0 = 0.

Приравнивая нулю коэффициенты при p, ~u, полу-
чим:

~aj = 0,~at +∇k +∇a0 = 0, ∇ ·~b + a0t = ν∆a0.

Отсюда следуют соотношения:

~a = ~a(t), a0 = α(t)− k − ~a′ · ~x,
kt − ν∆k = ∇ ·~b + α

′ − ~a′′ · ~x,
σ
0 = ~a · ~u + k − ~a′ · ~x + α(t),

~σ = p~a + k~u +~b.

(11)

Соотношения (10) определяют координаты опера-
тора (8)

~K2
ξ
p = −σ0( ~K · ~u + K0) + ~K · ~σ,

(ξ~u − ~K ~K−2σ0)( ~K · ~u + K0) = ~σ− ~K ~K−2( ~K · ~σ).

Векторы законов сохранения вычисляются по фор-
муле (7)

C0
∗ = X( ~K · ~u) = σ

0,

~C∗=X(~u( ~K ·~u+K0)+p ~K−ν∇( ~K ·~u))=~σ+~uσ0−νD~xσ
0.

Легко проверить, что этот вектор задает нетриви-
альный закон сохранения для уравнений (1) в силу
равенств (11). C точностью до тривиальных слага-
емых закон сохранения принимает вид:

Dt(~a · ~u) + D~x(p~a + ~u(~a · ~u− ~a′ · ~x)− ν∇(~a · ~u)) = 0,

где ~a(t) — произвольная функция.

4. Об операторах законов сохранения
первого порядка
Операторы законов сохранения первого поряд-

ка имеют вид (8), где координаты ξp, ξ~u зависят
от переменных t, ~x, p, ~u, ∇p, ~ui, pt, ~ut. В силу ра-
венств (9) достаточно вычислить вектор σ0, ~σ. Ра-
венство (7) должно выполняться в силу дифферен-
циальных следствий уравнений (1) и (2):

ui
ij = 0, ui

ijk = 0,∆pi = −2uk
ju

j
ki,

~uti = −(~u · ∇)~ui −∇pi + ν∆~ui − (~ui · ∇)~u,

∆uk
t = −(~u · ∇)∆uk − 2(~ui · ∇)uk

i − (∆~u · ∇)uk+

+2ui
jku

j
i + ν∆2uk,

~utt =ujul~ulj+uj∇pj − 2νuj∆~uj + 2ujul
j~ul + pl~ul−

−2ν∆ul~ul −∇pt + ν
2∆2~u + ν∇(uk

ju
j
k)− 2νuk

i ~uki.

Равенство (7) для определения функций σ0,~σ рас-
щеплено по всем производным порядков 4, 3, 2, 1.
В результате получено представление решения
как функций первых производных. Коэффициен-
ты представления удовлетворяют переопределен-
ной системе уравнений. Приведение системы в ин-
волюцию является нерешенной проблемой.
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On conservation laws for a viscous fluid

Khabirov S.V.

Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa

The equation of motion of viscous fluid have the divergence type of the conservation laws and admit the infinite
Lie algebra of point symmetries. Canonical operators of the algebra give rise to conservation laws of the first order.
This was tested for the basic operators of admitted algebra. Any conservation law may be turned by doing some
canonical operator on the nontrivial conservation law. The canonical operators of the zero order of conservation laws
were calculated. The problem about the calculation of canonical operators of the first order of conservation laws are
supplied.

Keywords: viscous fluid, canonical operator, conservation law
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