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Редукция частично инвариантных подмоделей ранга 3
дефекта 1 к инвариантным подмоделям1

Сираева Д.Т.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассматриваются уравнения гидродинамического типа с уравнением состояния в виде давления, разделенного
в сумму функций плотности и энтропии. Такая система уравнений допускает двенадцатимерную алгебру Ли.
В случае уравнения состояния произвольного вида уравнения газовой динамики допускают одиннадцатимер-
ную алгебру Ли. Для обеих алгебр Ли оптимальные системы неподобных подалгебр построены. В настоящей
работе по двум двумерным подалгебрам двенадцатимерной алгебры Ли построены две частично инвариант-
ные подмодели ранга 3 дефекта 1. Доказана редукция построенных подмоделей к инвариантным подмоделям
одиннадцатимерной и двенадцатимерной алгебр Ли.
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1. Введение
Для уравнений гидродинамического типа:

~ut + (~u · ∇)~u + ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρdiv~u = 0,

pt + (~u · ∇)p + ρa2(ρ, p)div~u = 0, a2 = fρ,

(1)

где ~u = (u, v, w)— вектор скорости; ρ— плотность;
p — давление; p = f (ρ, S)— уравнение состояния;
S — энтропия, была поставлена задача нахожде-
ния точных решений с помощью методов группо-
вого анализа [1]. Решение данной задачи связано
с вычислением допускаемой алгебры Ли, группо-
вой классификацией по произвольному элементу
f (ρ, S), вычислением оптимальной системы непо-
добных подалгебр, построением подмоделей. За-
дача групповой классификации решена в [1]. В ра-
боте [2] приведены все неизоморфные алгебры Ли
групповой классификации, для каждой из которых
способ перечисления неподобных подалгебр окон-
чательно сформулирован в [3]. В настоящей работе

1Работа поддержана грантом РФФИ (№ 18-29-10071) и сред-
ствами государственного бюджета по госзаданию (№0246-2018-
0005)

c© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
c© Сираева Д.Т.

рассматриваются уравнения (1) с уравнением со-
стояния в виде давления, разделенного в сумму
функций плотности и энтропии [1]:

p = f (ρ) + h(S), a2 = f ′. (2)

Из (2) определяется энтропия S.
Уравнения (1) с учетом (2) инвариантны при

действии группы G11 (группы Галилея, расширен-
ной равномерным растяжением) и при действии
переноса по p:

1. ~x ′ = ~x +~a,

2. t ′ = t + a0,

3. ~x ′ = O~x, ~u ′ = O~u, OOT = 1, det O = 1,

4. ~x ′ = ~x + t~b, ~u ′ = ~u +~b,

5. t ′ = tc, ~x ′ = c~x,

6. p′ = p + c0.

(3)

Преобразованиям (3) соответствует двенадца-
тимерная алгебра Ли L12, базис которой в декарто-
вой системе координат записывается следующим
образом:

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z,

X4 = t∂x + ∂u, X5 = t∂y + ∂ν,

X6 = t∂z + ∂w,
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X7 = y∂z − z∂y + ν∂w − w∂ν,

X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,

X9 = x∂y − y∂x + u∂ν − ν∂u, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z, Y1 = ∂p.

В оптимальную систему неподобных подал-
гебр алгебры Ли L12 из работы [4] входят подал-
гебры размерности два и более. Одномерные по-
далгебры получаются прибавлением оператора Y1
к оператору одномерной подалгебры из оптималь-
ной системы подалгебр алгебры Ли L11 [5].

2. Инвариантные подмодели ранга 3
алгебр Ли L11 и L12

Оператор подалгебры 1.12 из оптимальной си-
стемы неподобных подалгебр алгебры Ли L11 [5]
имеет вид:

X4 = t∂x + ∂u,

а инварианты таковы:

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p.

Представление инвариантного решения
следующее:

u = w1 +
x
t

, v = u1, w = v1, ρ, p,

где u1, v1,w1, ρ, p зависят от инвариантов t, y, z. Ин-
вариантная подмодель ранга 3 эволюционного ти-
па, соответствующая подалгебре 1.12 (L11), такова:

Du1 + ρ
−1 py = 0,

Dv1 + ρ
−1 pz = 0,

Dw1 = −w1

t
,

Dρ+ ρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
,

Dp + ρ fρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
fρ, p = f (ρ, S),

(4)

где D = ∂t + u1∂y + v1∂z.
Оператор одномерной подалгебры 1.12 из оп-

тимальной системы неподобных подалгебр алгеб-
ры Ли L12 [4] имеет вид:

X4 + Y1 = t∂x + ∂u + ∂p, (5)

а инварианты подалгебры (5) таковы:

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p− x
t

.

Представление инвариантного решения
следующее:

u = w1 +
x
t

, v = u1, w = v1, ρ, p = p1 +
x
t

,

где функции u1, v1, w1, ρ, p1 зависят от инвариан-
тов t, y, z. Инвариантная подмодель ранга 3 эволю-
ционного типа, соответствующая подалгебре 1.12
(L12), такова:

Du1 + ρ
−1 p1y = 0,

Dv1 + ρ
−1 p1z = 0,

Dw1 = −1
t
(w1 + ρ

−1),

Dρ+ ρ(u1y + v1z) = −
ρ

t
,

Dp1 + ρ fρ(u1y + v1z) = −
1
t
(w1 + ρ fρ),

(6)

где D = ∂t + u1∂y + v1∂z.
Кроме инвариантных подмоделей можно по-

строить частично инвариантные подмодели [6]
для подалгебр, в представлении решения которых
нельзя выразить все гидродинамические функции
через инварианты. Такие «лишние» функции на-
значаются функциями от всех независимых пере-
менных, входящих в систему (1). Подстановка пред-
ставления решения в исходные уравнения гидроди-
намического типа (1) приводит к частично инвари-
антной подмодели. Решения частично инвариант-
ных подмоделей могут полностью вкладываться
в решения инвариантных подмоделей. Покажем,
что частично инвариантные подмодели 2.38, 2.39
алгебры Ли L12 редуцируются в инвариантные под-
модели ранга 3 одиннадцатимерной и двенадцати-
мерной алгебр Ли соответственно.

3. Редукция частично инвариантной
подмодели 2.38 к инвариантной
подмодели 1.12 (L11)
Подалгебра 2.38 имеет вид:

X4 = t∂x + ∂u, X1 + Y1 = ∂x + ∂p.

Инварианты подалгебры таковы:

t, y, z, v, w, ρ, p + tu− x.

В представлении частично инвариантного
решения

u = u(t, x, y, z), v, w, ρ, p = p1 + x− tu

функции v, w, ρ, p1 зависят от инвариантов t, y, z;
функция u = u(t, x, y, z)— общего вида.

Энтропия выражается следующим образом:
S = S1 + x− tu, S1 = S1(t, y, z).
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Частично инвариантная подмодель 2.38 ран-
га 3 дефекта 1 такова:

ut = (tρ−1 − u)ux − vuy − wuz − ρ−1,

uy =
1
t
(ρDv + p1y),

uz =
1
t
(ρDw + p1z),

ux = −(D ln ρ+ vy + wz),

Dp1 + ρ fρ(vy + wz) + tρ−1 =

= ux(t2
ρ
−1 − ρ fρ),

(7)

где D = ∂t + v∂y + w∂z.
Пятое уравнение системы (7) представлено с

учетом выражения ut + vuy + wuz из первого урав-
нения той же системы. Из четвертого уравнения
системы (7) следует

u = ax + ũ, a = a(t, y, z), ũ = ũ(t, y, z). (8)

Подстановка (8) во второе и третье уравнения
системы (7) уточняет видфункции a = a(t). Подста-
новка (8) в первое уравнение системы (7) приводит

к уравнению at + a2 = 0, из которого следует a =
1
t

(константа убирается переносом t′ = t + a0 из (3)).
Таким образом, u =

x
t
+ ũ(t, y, z).

Полученные инварианты

t, y, z, u− x
t

, v, w, ρ, p + tu− x

совпадают с инвариантами подалгебры
X4 = t∂x + ∂u (подалгебра под номером 1.12
из оптимальной системы неподобных подалгебр
алгебры Ли L11 [5]). Значит, частично инвариант-
ная подмодель (7), построенная по подалгебре
2.38, редуцируется к инвариантной подмодели (4),
соответствующей подалгебре 1.12 из оптимальной
системы неподобных подалгебр алгебры Ли L11.

4. Редукция частично инвариантной
подмодели 2.39 к инвариантной
подмодели 1.12 (L12)
Операторы подалгебры 2.39 таковы:

X1 = ∂x, X4 + Y1 = t∂x + ∂u + ∂p,

а инварианты следующие:

t, y, z, u− p, v, w, ρ.

Представление решения имеет вид:

u = ũ1 + p, v = ṽ1, w = w̃1, ρ, (9)

где ũ1, ṽ1, w̃1, ρ зависят от инвариантов t, y, z, а
функция p = p(t, x, y, z) — от всех независимых
переменных системы (1).

Подстановка (9) в систему (1) с учетом (2) при-
водит к частично инвариантной подмодели ранга 3
дефекта 1:

−Dũ1 = pt + (ρ−1 + ũ1 + p)px+

+ṽ1 py + w̃1 pz,

−Dṽ1 = ρ−1 py, −Dw̃1 = ρ−1 pz,

−Dρ− ρ(ṽ1y + w̃1z) = ρpx,

−(ṽ1y + w̃1z)ρ fρ =

= pt + (ũ1 + p)px + ṽ1 py + w̃1 pz + ρ fρpx,

(10)

где D = ∂t + ṽ1∂y + w̃1∂z.
Ведем обозначение α = D ln ρ+ ṽ1y + w̃1z, то-

гда четвертое уравнение системы (10) примет вид:

px = −α. (11)

Подстановка второго, третьего и четвертого
уравнений системы (10) в первое уравнение систе-
мы (10) приводит к соотношению

pt = −Dũ1 + α(ρ
−1 + ũ1 + p)+

+ρ(ṽ1Dṽ1 + w̃1Dw̃1).
(12)

Следующее равенство получается подстанов-
кой уравнения (12), второго, третьего и четвертого
уравнений системы (10) в пятое уравнение систе-
мы (10)

Dũ1 − α(ρ−1 − ρ fρ)− (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = 0. (13)

Приравнивание смешанных производных ptx
из (12) и pxt из (11) приводит к обыкновенному
дифференциальному уравнению −α2 + αt = 0, ре-

шение которого α = −1
t
не содержит постоянной,

так как допускается перенос по времени t′ = t + a0
(см. (3)). Тогда p из (11) имеет вид:

p =
x
t
+ p̃1(t, y, z). (14)

Найденный вид p (14) подставляется в уравне-
ния (13), второе, третье и четвертое уравнения си-
стемы (10):

Dũ1 − (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = −
1
t
(ρ−1 − ρ fρ), (15)

Dṽ1 + ρ
−1 p̃1y = 0, (16)

Dw̃1 + ρ
−1 p̃1z = 0, (17)

Dρ+ ρ(ṽ1y + w̃1z) = −
ρ

t
. (18)
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В (12) сначала подставляется вид p (14), за-
тем (15), (16), (17):

Dp̃1 + (ṽ1y + w̃1z)ρ fρ = − 1
t (ρ fρ + ũ1 + p̃1). (19)

Система уравнений (15)–(19) содержит функ-
ции ũ1, ṽ1, w̃1, ρ, p̃1, зависящие только от инвари-
антов t, y, z. Переобозначение ṽ1 → u1, w̃1 → v1,
ũ1 → w1 − p1, p̃1 → p1 приводит систему (15)–(19)
к системе (6).

5. Заключение
Таким образом, для уравнений гидродинами-

ческого типа с уравнением состояния в виде дав-
ления, разделенного в сумму функций плотности
и энтропии, построены две частично инвариант-
ные подмодели ранга 3 дефекта 1 по двум двумер-
ным подалгебрам 2.38, 2.39 алгебры Ли L12. Дока-
зана редукция построенных частично инвариант-
ных подмоделей к инвариантнымподмоделям ран-
га 3 одиннадцатимерной и двенадцатимерной ал-
гебр Ли соответственно.
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Reduction of partially invariant submodels of rank 3
defect 1 to invariant submodels

Siraeva D.T.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa

Equations of hydrodynamic type with the equation of state in the form of pressure separated into a sum of density and
entropy functions are considered. Such a system of equations admits a twelve-dimensional Lie algebra. In the case of
the equation of state of the general form, the equations of gas dynamics admit an eleven-dimensional Lie algebra. For
both Lie algebras the optimal systems of non-similar subalgebras are constructed. In this paper two partially invariant
submodels of rank 3 defect 1 are constructed for two-dimensional subalgebras of the twelve-dimensional Lie algebra.
The reduction of the constructed submodels to invariant submodels of eleven-dimensional and twelve-dimensional
Lie algebras is proved.
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