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Численное исследование скоростного скольжения фаз
при прохождении ударной волны малой

интенсивности из чистого газа в запылённую среду1

Тукмаков Д.А.

Институт механики и машиностроения — обособленное структурное подразделение ФИЦ КазНЦ РАН, Казань

В настоящей работе численно моделируется процесс движения прямого скачка уплотнения из чистого газа в
запылённую среду. Математическая модель учитывает вязкость, сжимаемость и теплопроводность несущей фазы.
Также методика моделирования позволяет описать межфазное силовое взаимодействие, включающее в себя
силу Стокса, динамическую силу Архимеда, силу присоединённых масс. Кроме того, межфазное взаимодействие
включает теплообмен между несущей и дисперсной фазами. Численное решение реализовано при помощи явного
конечно-разностного метода с последующим применением схемы нелинейной коррекции для сеточной функции.
В результате численных расчётов выявлено, что с ростом линейного размера частиц газовзвеси увеличивается
скоростное скольжение между несущей и дисперсной фазами. Также численное моделирование показало, что
наибольшей величины модуль разности скоростей несущей и дисперсной фаз достигает на переднем крае волны
сжатия. Выявленные закономерности могут быть объяснены тем, что частицы дисперсной фазы предполагаются
сферической формы. За счёт этого кратное увеличение размера частиц приводит к трёхкратному увеличению
их массы, двукратному увеличению площади одной частицы и трёхкратному уменьшению количества частиц.
Таким образом, увеличение размера частиц приводит к уменьшению площади межфазного соприкосновения и
увеличению инерционности частиц, что, в свою очередь, отражается на межфазном скоростном скольжении.

Ключевые слова: численное моделирование, уравнение Навье–Стокса, газовзвеси, ударные волны

1. Введение
Процессы, связанные с движением многофаз-

ных сред, встречаются как в природе, так и в про-
мышленных технологиях [1–3]. Поэтому одним из
актуальных разделов механики жидкости и газа
является изучение динамики неоднородных сред,
в том числе газовых взвесей капель и твёрдых ча-
стиц. Так как во многих случаях эксперименталь-
ное исследование таких течений затруднено, су-
щественное значение имеет математическое мо-
делирование [4–13]. В настоящей работе динамика
газовой взвеси твёрдых частиц — запыленной сре-
ды — описывается на основе двухскоростной двух-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гран-
ты№№ 18-48-160017\19, 19-01-00442).
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температурной модели, учитывающей межкомпо-
нентный теплообмен, а также межкомпонентное
силовое взаимодействие, включающее в себя си-
лу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу
присоединенных масс [1].

2. Методы исследования
Движение несущей среды описывается од-

номерной системой уравнений Навье–Стокса
для сжимаемого теплопроводного газа c учё-
том межфазного силового взаимодействия и
теплообмена [1,2]:

∂ρ1

∂t
+

∂(ρu1)

∂x
= 0, (1)

∂(ρ1u1)

∂t
+

∂

∂x
(ρ1u2

1 + p− τ) = F + α2
∂p
∂x

, (2)

http://mfs.uimech.org/mfs2019.2.017
http://mfs.uimech.org/mfs2019.2.017
https://doi.org/10.21662/mfs2019.2.017


126 Многофазные системы

∂e1

∂t
+

∂

∂x

(
[e1 + p− τ]u1 − λ

∂T1

∂x

)
=

= −Q− |F|(u1 − u2) + α2

(
∂(pu1)

∂x

)
,

(3)

p = (γ− 1)

(
e1 −

ρ(u2
1)

2

)
,

e1 = ρ1

(
I +

u2
1

2

)
, τ =

4
3
µ

∂u1

∂x
.

Здесь p, ρ1, u1 — давление, плотность, скорость
несущей среды; F — сила межфазного взаимодей-
ствия; α2 — объемное содержание дисперсной фа-
зы; T1, e1 —температура и полная энергия газа;Q—
тепловой поток; µ— вязкость несущей среды; λ—
теплопроводность.

Динамика дисперснойфазы описывается урав-
нением сохранения «средней плотности» — про-
изведение физической плотности материала ча-
стиц и объёмного содержания дисперсной фазы,
изменяющегося на различных участках физиче-
ской области вместе с движением твёрдых частиц,
уравнениями сохранения импульса и уравнением
сохранения энергии, записанными с учётом тепло-
обмена, обмена импульсом с несущей фазой:
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(e2u2) = Nu12

6α2

(2r)2 λ(T1 − T2), (6)

ρ2 = α2ρ20, e2 = ρ2Cp2T2

где ρ2, T2, e2, u2 — средняя плотность, темпера-
тура, внутренняя энергия, скорость дисперсной
фазы; Nu — число Нуссельта; Cp2 — удельная теп-
лоемкость единицы массы вещества, из которого
состоят частицы.

Температура несущей среды находится из
уравнения (γ − 1)(e/ρ − 0.5u2)/R, где R, γ — га-
зовая постоянная несущей фазы и постоянная
адиабаты соответственно. Силовое взаимодей-
ствие несущей и дисперсной фаз учитывает силу
Стокса, динамическую силу Архимеда и силу
присоединённых масс. Математическая модель
предполагает монодисперсный состав твёрдой
фазы газовзвеси: все частицы имеют одинаковый
размер и одинаковые физические свойства (плот-
ность и теплоёмкость материала). Внутренняя
энергия взвешенной в газе дисперсной фазы опре-
деляется как e2 = ρ2Cp2T2. В уравнение энергии

для несущей фазы входит коэффициент теплопро-
водности газа, коэффициент теплообмена αT на
поверхности «частица–несущая среда» и тепловой
поток за счет теплообмена между газом и частицей
Q = αT4πr2(T1 − T2)n = 6αNu12λ(T1 − T2)/(2r)2,
где n и r — соответственно концентрация и
радиус частиц. В настоящей работе межфазное
силовое взаимодействие F включает в себя силу
Стокса, динамическую силу Архимеда и силу
присоединённых масс:

F =
3α2

8r
Cd2ρ1|u1 − u2|(u1 − u2)+

+α2ρ1

(
∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x

)
+

+0.5α2ρ1

(
∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x
− ∂u2

∂t
− u2

∂u2

∂x

)
.

Параметры межфазного взаимодействия опи-
саны в работе [2]:
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1 ,

0 < M12 < 2, 0 < Re < 2 · 105.

Здесь D — характерный размер системы; M, Re,
Pr — числа Маха, Релея и Прандтля.

Система уравнений математической модели
решалась явным методом Мак-Кормака второго
порядка [14] c последующим применением схемы
нелинейной коррекции решения [15].

Система уравнений (1)–(6) может быть записа-
на в матричном виде:
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Алгоритм явного конечно-разностного метода
Мак–Кормака для нелинейной системы (7) записы-
вается в виде:

q∗j = qn
j −

∆t
∆x

(En
j+1 − En

j ) + ∆t Hn
j ,

qn+1
j = 0.5(q∗j + qn

j )− 0.5
∆t
∆x

(E∗j − E∗j−1) + 0.5∆t H∗j .

Монотонность решения достигалась с помощью
применения схемы нелинейной коррекции вдоль
пространственных направлений x и y по индек-
сам j, k соотвественно к компонентам вектора неза-
висимых переменных q = (ρ1, ρ2, ρ1u1, ρ2u2, e1, e2).

Пусть Zn
j,k — произвольная независимая функ-

ция на n-ом временном слое в узле (j, k). Тогда ал-
горитм коррекции имел бы следующий вид:

Zn∗
j,k = Zn

j,k + κ(δZn
j+1/2,k − δZn

j−1/2,k),

где Zn∗
j,k —скорректированная функция; κ— коэф-

фициент коррекции.
Данный алгоритм выполняется в случае, когда

(δZn
j−1/2,kδZn

j+1/2,k) < 0

или
(δZn

j+1/2,kδZn
j+3/2,k) < 0.

Здесь используются обозначения

δZn
j−1/2,k = Zn

j − Zn
j−1,k,

δZn
j+1/2,k = Zn

j+1,k − Zn
j,k,

δZn
j+3/2,k = Zn

j+2,k − Zn
j+1,k.

На границах расчётной области задавались
однородные граничные условия первого рода

для скорости и однородные граничные усло-
вия второго рода для остальных динамических
функций [2,14–19]:

u1(t, N) = 0, u2(t, N) = 0,

ρ1(t, N) = ρ1(t, N − 1), ρ2(t, N) = ρ2(t, N − 1),

e1(t, N) = e1(t, N − 1), e2(t, N) = e2(t, N − 1),

u1(t, 1) = 0, u2(t, 1) = 0,

ρ1(t, 1) = ρ1(t, 2), ρ2(t, 1) = ρ2(t, 2),

e1(t, 1) = e1(t, 2), e2(t, 1) = e2(t, 2).

3. Результаты расчётов
В расчётах предполагалось, что истин-

ная плотность вещества дисперсной фазы
ρ20 = 1850 кг/м3, объёмное содержание дисперс-
ной фазы α2 = 0.0005. Длина рассчитываемого ка-
нала L = 10 м. Начальные давления p2 = 107.8 КПа
и p1 = 98 КПа. Поверхность разрыва давления
располагалась при x = L/2.

На рис. 1 представлено схематичное изобра-
жение ударной трубы с камерой низкого давления,
заполненной газовзвесью, и камерой высокого дав-
ления, содержащей в себе чистый газ. В работе мо-
делировалось движение прямого скачка уплотне-
ния из чистого газа в запылённую среду.

Численное моделирование показывает, что в
процессе движения ударной волны по запылён-
ной среде уменьшение дисперсности частиц газо-
взвеси, расположенной в камере низкого давления,
приводит к увеличению давления в волне сжатия и
к уменьшению скорости распространения ударной
волны (рис. 2). Из расчётов следует, что в газовзве-
си с более крупным размером частиц наблюдается
большая скорость спутного потока газа (рис. 3). В
то же время в запылённой среде рост линейного
размера частиц приводит к уменьшению скорости
дисперсной фазы (рис. 4). Для мелкодисперсных
газовзвесей скоростное скольжение несуществен-
но (рис. 5). При этом для газовзвесей как с круп-
нодисперсной, так и с мелкодисперсной твёрдой

Рис. 1. Схематичное изображение канала с электри-
чески заряженной газовзвесью в начальный
момент времени
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Рис. 2. Пространственное распределения давления
при прохождении ударной волны из чистого
газа в запылённую среду: кривая 1 — числен-
ное решение для газовзвеси с диаметром
частиц d = 4 мкм, кривая 2 — численное ре-
шение для газовзвеси с диаметром частиц
d = 400 мкм, t = 11 мс
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Рис. 3. Пространственное распределения спутного
потока: кривая 1 — численное решение для
газовзвеси с диаметром частиц d = 4 мкм,
кривая 2 — численное решение для газо-
взвеси с диаметром частиц d = 400 мкм,
t = 11 мс
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Рис. 4. Пространственное распределения скорости
частиц дисперсной фазы: кривая 1 — числен-
ное решение для газовзвеси с диаметром
частиц d = 4 мкм, кривая 2 — численное ре-
шение для газовзвеси с диаметром частиц
d = 400 мкм, t = 11 мс
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Рис. 5. Пространственное распределение модуля
разности скоростей несущей и дисперсной
фаз газовзвеси: кривая 1 — численное реше-
ние для газовзвеси с диаметром частиц d =
4 мкм, кривая 2 — численное решение для
газовзвеси с диаметром частиц d = 400 мкм,
t = 11 мс
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фазаминаибольшее значениемодуля разности ско-
ростей несущей и дисперсной фаз наблюдается на
переднем крае волны сжатия. В крупнодисперсной
газовзвеси увеличение модуля разности скоростей
твёрдой и газообразной фаз наблюдается от обла-
сти контакта запылённой среды и чистого газа к
переднему краю волны сжатия.

4. Выводы
В процессе движения прямого скачка уплот-

нения из чистого газа в запылённую среду с ро-
стом размера частиц происходит увеличение ско-
рости движения возмущения и уменьшение давле-
ния на переднем крае волны сжатия. Наибольшее
значение модуля разности скоростей несущей и
дисперснойфаз наблюдается на переднемкрае вол-
ны сжатия перед невозмущённой двухфазной сре-
дой. В настоящей работе применяется математиче-
ская модель, предполагающая сферическую форму
частиц. При таком предположении уменьшение
размера частиц на порядок приводит к уменьше-
нию площади отдельной частицы на два порядка
и увеличению количества частиц на три порядка.
Из этого следует, что уменьшение размера частиц
на порядок приводит к пропорциональному уве-
личению площади межфазного взаимодействия.
Из приведённых численных расчётов следует, что
для ударно-волновых течений газовзвесей с более
крупными частицами скорость течения несущей
среды больше, чем в мелкодисперсных газовзве-
сях. Данная закономерность может быть вызвана
меньшим взаимодействием несущей и дисперсной
фаз в крупнодисперсных запылённых средах. Так-
же в крупнодисперсных газовзвесях наблюдается
меньшая скорость дисперсной фазы, что может
быть вызвано большей инерционностью крупных
частиц. Таким образом, в газовзвесях, состоящих
из более крупных частиц, наблюдается большая ин-
тенсивность межфазного скоростного скольжения.
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Numerical study of velocity slip of phases during the
passage of a shock wave of low intensity from a pure gas

to a dusty medium
Tukmakov D.A.

Institute of Mechanics and Engineering, Kazan Scientific Center of the RAS, Kazan

In this paper, the process of the movement of a direct shock wave from a pure gas into a dusty medium is numerically
modeled. The mathematical model took into account the viscosity, compressibility and thermal conductivity of the
carrier phase. Also, the modeling technique made it possible to describe the interphase force interaction, which
included the Stokes force, the dynamic force of Archimedes, the strength of the attached masses. In addition,
interfacial interaction included heat transfer between the carrier and dispersed phases. The numerical solution was
carried out using the explicit finite-difference method, with the subsequent application of the nonlinear correction
scheme for the grid function. As a result of numerical calculations, it was revealed that with an increase in the linear
particle size of the gas suspension, the velocity slip between the carrier and dispersed phases increases. Numerical
modeling also showed that the absolute value of the difference between the velocities of the carrier and the dispersed
phase reaches the largest value at the leading edge of the compression wave. The revealed regularities can be
explained by the fact that the particles of the dispersed phase are assumed to be spherical in shape. Due to this, a
multiple increase in particle size leads to a three-fold increase in their mass, a twofold increase in the area of one
particle and a three-fold decrease in the number of particles. Thus, an increase in particle size leads to a decrease
in the area of interfacial contact and an increase in the inertia of the particles, which in turn affects the interfacial
velocity slip.

Keywords: numerical simulation, Navier-Stokes equation, dusty media, shock waves
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