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Обзор исследований по вырожденным краевым
условиям и конечному спектру1

Ахтямов А.М.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа
Башкирский государственный университет, Уфа

Показано, что для несимметрического оператора диффузии случай, когда характеристический определитель тож-
дественно равен нулю, невозможен и единственно возможными вырожденными краевыми условиями являются
условия Коши. В случае симметрического оператора диффузии характеристический определитель тождественно
равен нулю тогда и только тогда, когда краевые условия являются ложнопериодическими краевыми условиями,
и тождественно равен константе, отличной от нуля, тогда и только тогда, когда его краевые условия являются
обобщенными условиями Коши. Описаны все вырожденные краевые условия для спектральной задачи с диф-
ференциальным уравнением третьего порядка y′′′(x) = λ y(x). Найдена общая форма вырожденных краевых
условий для оператора дифференцирования четвертого порядка D4. Описаны 12 классов краевых задач на
собственные значения для оператора D4, спектр которого заполняет всю комплексную плоскость. Известно, что
спектральные задачи, спектр которых заполняет всю комплексную плоскость, существуют для дифференциальных
уравнений любого четного порядка. Джоном Локкером поставлена следующая проблема (одинадцатая проблема):
существуют ли подобные задачи для дифференциальных уравнений нечетного порядка? Дан положительный
ответ на этот вопрос. Доказано, что спектральные задачи, спектр которых заполняет всю комплексную плоскость,
существуют для дифференциальных уравнений любого нечетного порядка. Таким образом, проблема Джона
Локкера решена. Джон Локкер поставил проблему (десятая проблема): может ли спектральная краевая задача
иметь конечный спектр? Рассматриваются краевые задачи с полиномиальным вхождением спектрального па-
раметра в дифференциальное уравнение. Покзано, что соответствующая краевая задача может иметь заранее
заданный конечный спектр в случае, когда корни характеристического уравнения являются кратными. Если
же корни характеристического уравнения не являются кратными, то конечного спектра быть не может. Таким
образом, десятая проблема Джона Локкера решена.

Ключевые слова: вырожденные краевые условия, конечный спектр, десятая и одинадцатая проблемы Джона
Локкера

1. Введение
Пример 1. Рассмотрим следующую краевую

задачу на собственные значения:

−y′′ = λ y = ρ
2 y,

y(0)− y(π) = 0,
y′(0) + y′(π) = 0,

(1)

где y(x) — функция, которая описывает какой–
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либо физический процесс (например, процесс ко-
лебания струны); ρ > 0 — непрерывная на [0,π]
постоянная функция (например, плотность стру-
ны); λ— собственные значения.

Найдем собственные значения этой задачи.
Линейно независимыми решениями дифферен-
циального уравнения задачи (1) являются функ-
ции y1(x, ρ) = cos x ρ, y1(x, ρ) = (1/ρ) sin x ρ. Ха-
рактеристический определитель задачи (1) имеет
следующий вид:

∆(λ) ≡
∣∣∣∣∣ y1(0)− y1(π) y2(0)− y2(π)

y′1(0) + y′1(π) y′2(0) + y′2(π)

∣∣∣∣∣ ≡
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≡

∣∣∣∣∣∣ 1− cosπρ
sinπρ
ρ

−ρ sinπρ 1 + cosπρ

∣∣∣∣∣∣ ≡
≡ (1− cosπρ) · (1 + cosπρ)− sin2

πρ ≡
≡ 1− cos2

πρ− sin2
πρ ≡ 0.

Как видим, характеристический определитель
тождественно равен нулю. Это означает, что лю-
бое значение комплексной плоскости является соб-
ственным значением задачи (1).

Пример 2. Рассмотрим следующую краевую
задачу на собственные значения:

−y′′ = λ y = ρ
2 y, y(0) = 0, y′(0) = 0. (2)

Найдем собственные значения этой задачи. Ха-
рактеристический определитель задачи (2) имеет
следующий вид:

∆(λ) ≡
∣∣∣∣ y1(0) y2(0)

y′1(0) y′2(0)

∣∣∣∣ ≡ ∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ ≡ 1.

Как видим, характеристический определитель тож-
дественно равен единице. Это означает, что задача
Коши (2) не имеет собственных значений.

Краевые условия для случая ∆(λ) ≡ C = const
были названы в работе В.А. Марченко [1, С. 35] вы-
рожденными краевыми условиями.

В 1927 году М.Х. Стоун опубликовал ста-
тью [2], в которой пример 1 обобщен на случай
дифференциальных уравнений Штурма–Лиувилля.
Стоуном было показано, что, если потенциаль-
ная функция q(x) является симметрической (т.е.
q(x) = q(π− x)), то любое комплексное число яв-
ляется точкой спектра краевой задачи

y′′ + λy + q(x)y,
y(0)− y(π) = 0,

y′(0) + y′(π) = 0.

Т.е. спектр этой краевой задачи полностью запол-
няет всю плоскость.

В книге М.А. Наймарка [3, C. 27] в 1969 году по-
казано, что если коэффициентыобыкновенного ли-
нейного дифференциального уравнения являются
непрерывными на [0, 1], то для спектра задачи (16),
(17) (уравнения приведены на стр. 5 настоящей ста-
тьи) имеют место следующие две возможности:
1) существует не более счетного числа собствен-
ных значений, не имеющих предельных точек в C;
2) каждое λ ∈ C есть собственное значение.

Прямые и обратные задачи с нераспадающи-
мися краевыми условиями для случая 1 достаточно
хорошо изучены (см. например, [4,5]). Вырожден-
ный случай 2 изучен мало.

Вопрос описания всех краевых задач с вырож-
денными краевыми условиями связан с описани-
ем всех вольтерровых задач. Вольтерровыми зада-
чами называются задачи, соответствующие дис-
кретным дифференциальным операторам L, у ко-
торых обратный оператор L−1 вольтерров (см. [6, с.
208]). В случае невырожденных граничных усло-
вий для произвольной непрерывной функции q(x)
система корневых векторов оператора L полна
в L2(0,π) (см. [1, с. 41]). Поэтому вольтерровые
задачи находятся среди задач с вырожденными
граничными условиями.

В работе А.А. Дезина [7] (1985) было показа-
но, что всевозможные вольтерровые задачи для
оператора дифференцирования второго порядка
с краевыми условиями (17) (см. стр. 5) при n = 2
имеют вид:

y(0)∓ a y(π) = 0, y′(0)± a y′(π) = 0, (3)

где постоянная a 6= 1. В статье Б.Н. Биярова и
С.А. Джумабаева [8] (1994) аналогичный результат
получен для задачи Штурма–Лиувилля с диффе-
ренциальным уравнением−y′′ + q(x) y = λ y с сим-
метрическим потенциалом.

В статье Джона Локкера [9] (1989) описаны
все вырожденные краевые условия для операто-
ра дифференцирования второго порядка с крае-
выми условиями (17) (см. стр. 5) при n = 2, а в
работе А.М. Ахтямова [10] (2016) то же самое сде-
лано для задачи Штурма–Лиувилля. Более точно
в [10] показано следующее: если q(x) 6= q(π − x)
на некотором интервале отрезка [0,π], то случай
∆(λ) ≡ 0 невозможен, и единственно возможны-
ми вырожденными краевыми условиями являются
условия Коши y(0) = y′(0) = 0 и y(π) = y′(π) = 0.
Если q(x) = q(π − x), то случай ∆(λ) ≡ 0 реали-
зуется тогда и только тогда, когда краевые усло-
вия (17) (см. стр. 5) при n = 2 являются ложнопери-
одическими краевыми условиями (15) (см. стр. 5)
с a = 1, а случай ∆(λ) ≡ C 6= 0 — тогда и только
тогда, когда краевые условия (17) (см. стр. 5) при
n = 2 являются обобщеннымиусловиямиКоши (15)
с a 6= 1.

В работе А.М. Ахтямова [11] (2017) результаты
для задач Штурма–Лиувилля обобщены на случай
оператора диффузии. Описаны все вырожденные
двухточечные краевые условия однородной спек-
тральной задачи для оператора диффузии. Пока-
зано, что для несимметрического оператора диф-
фузии случай, когда характеристический опреде-
литель тождественно равен нулю, невозможен и
единственно возможными вырожденными крае-
выми условиями являются условия Коши. В случае
симметрического оператора диффузии характери-
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стический определитель тождественно равен нулю
тогда и только тогда, когда краевые условия явля-
ются ложнопериодическими краевыми условиями,
и тождественно равен константе, отличной от ну-
ля, тогда и только тогда, когда его краевые условия
являются обобщенными условиями Коши.

Первые результаты для дифференциальных
операторов произвольного четного порядка были
получены в 1982 году в работе В.А. Садовничего и
Б.Е. Кангужина [12] (1982) (см. также работы Джона
Локкера [13] (2006), [14] (2008)). В статье В.А. Садов-
ничего и Б.Е. Кангужина было показано, что для
любого четного порядка существуют дифференци-
альные операторы, спектр которых заполняет всю
комплексную плоскость. Эти краевые условия име-
ли следующий вид:

Uj(y)=y(j−1)(0)+(−1)j−1 y(j−1)(1)=0, j=1, 2, . . . , n.

А в работе А.С. Макина [15] показано, что, если по-
стоянные коэффициенты d 6= ±1 и n — четное на-
туральное число, то характеристический опреде-
литель задачи

y(n)(x) +
n

∑
m=1

pm(x)y(n−m)(x) + λy(x) = 0,

y(2ν−j)(0) + d(−1)j+1y(2ν−j)(π) = 0.

тождественно равен константе, отличной от ну-
ля. Здесь pm(x)— комплекснозначные функции в
L1(0,π). Однако, в связи с этим возникает еще один
вопрос, существуют ли другие примеры операто-
ров, помимо приведенных в [12], спектр соответ-
ствующих задач для которых полностью заполняет
всю комплексную плоскость. В работе А.М. Ахтямо-
ва [16] (2017) показано, что такие примеры суще-
ствуют. Кроме того, описаны все 12 классов крае-
вых задач на собственные значения для оператора
D4, спектр которого заполняет всю комплексную
плоскость. Каждый из этих классов краевых усло-
вий содержит произвольную константу. Получа-
ется, что для оператора дифференцирования чет-
вертого порядка число краевых условий, спектр
соответствующих задач для которых полностью за-
полняет всю комплексную плоскость, бесконечно
много (континуум).

До недавнего времени оставался открытым
вопрос, сформулированный в частности в рабо-
те Джона Локкера [13] в 2006 году: существуют ли
спектральные задачи (16), (17) (см. стр. 5) с диф-
ференциальным уравнением нечетного порядка,
спектр которых заполняет всю комплексную плос-
кость. А.М. Ахтямовым в 2017 году [17] было пока-
зано, что такие операторы существуют. Для любого
нечетного порядка были приведены примеры по-
добных операторов.

Существуют ли другие примеры подобных опе-
раторов? В 2018 году в работе А.М. Ахтямова [18]
для оператора дифференцирования третьего по-
рядка дан отрицательный ответ на этот вопрос.
Описаны все краевые задачи для оператора диффе-
ренцирования третьего порядка, спектр которых
заполняет всю комплексную плоскость. Для опе-
ратора дифференцирования третьего порядка они
совпадают с найденными в работе [17]. Причем,
в отличие от случая оператора дифференцирова-
ния четвертого порядка, для оператора дифферен-
цирования третьего порядка количество краевых
задач, спектр которых полностью заполняет всю
плоскость, — конечное число. В работе [18] найде-
ны также условия для которых характеристический
определитель тождественен константе.

2. Вырожденные краевые условия
оператора диффузии
Описаны все вырожденные двухточечные кра-

евые условия однородной спектральной задачи для
оператора диффузии. Показано, что для несиммет-
рического оператора диффузии случай, когда ха-
рактеристический определитель тождественно ра-
вен нулю, невозможен и единственно возможны-
ми вырожденными краевыми условиями являются
условия Коши. В случае симметрического опера-
тора диффузии характеристический определитель
тождественно равен нулю тогда и только тогда, ко-
гда краевые условия являются ложнопериодиче-
скими краевыми условиями, и тождественно равен
константе, отличной от нуля, тогда и только тогда,
когда его краевые условия являются обобщенными
условиями Коши. Оператор диффузии представля-
ет собой обобщение оператора Штурма–Лиувилля.
Настоящий параграф является кратким изложени-
ем статей [10] и [11].

Обозначим через L следующую задачу для опе-
ратора диффузии:

ly = y′′ +
(
λ

2 − 2 λ p(x)− q(x)
)

y = 0, (4)

Ui(y) = ai1 y(0) + ai2 y′(0) + ai3 y(π)+

+ai4 y′(π) = 0,
(5)

где вещественные функции p(x) ∈W1
2 (0,π), q(x) ∈

L2(0,π); aij, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4 — комплексные
постоянные.

Обозначим матрицу, составленную из коэффи-
циентов alk краевых условий (5) через A, а ее мино-
ры, составленные из i-го и j-го столбцов, через Mij:

A =

∥∥∥∥ a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

∥∥∥∥ , Mij =

∣∣∣∣ a1i a1j
a2i a2j

∣∣∣∣ ,

i, j = 1, 2, 3, 4.
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На протяжении всей статьи будем считать, что ранг
матрицы A равен двум: rank A = 2.

Собственные значения задачи L являются
корнями следующей целой функции ( [3, c. 29],
[1, c. 33–36]):

∆(λ) = M12 + M34 + M32 y1(π, λ)+
+M42 y′1(π, λ) + M13 y2(π, λ) + M14 y′2(π, λ),

(6)

где y1(x, λ) и y2(x, λ)— линейно независимые ре-
шения уравнения (4), удовлетворяющие условиям

y1(0, λ) = 1, y′1(0, λ) = 0,
y2(0, λ) = 0, y′2(0, λ) = 1.

Справедливы следующие асимптотические
формулы:

y1(x, λ) = cosπ (λ− a)− a1
cosπ (λ− a)

λ
+

+π c1
sinπ (λ− a)

λ
+

1
λ

∫ π

−π
ψ1(t) ei λ t dt,

y2(x, λ) =
sinπ (λ− a)

λ
+ a0

sinπ (λ− a)
λ2 −

−π c1
cosπ (λ− a)

λ2 +
1
λ2

∫ π

−π
ψ2(t) ei λ t dt,

y′1(x, λ) = −λ sinπ (λ− a) + a0 sinπ (λ− a)+

+π c1 cosπ (λ− a) +
∫ π

−π
ψ3(t) ei λ t dt,

y′2(x, λ) = cosπ (λ− a) + a1
cosπ (λ− a)

λ
+

+π c1
sinπ (λ− a)

λ
+

1
λ

∫ π

−π
ψ4(t) ei λ t dt,

где

a =
1
π

∫ π

0
p(t) dt, a0 =

1
2
(p(0) + p(π)),

a1 =
1
2
(

p(0)− p(π)
)
,

c1 =
1

2π

∫ π

0

(
q(t) + p2(t)

)
dt,

ψi(t) ∈ L2[0,π], i = 1, 2, 3, 4.

для достаточно большого λ ∈ R ( [24,25]).
Из этих соотношений следует, что линейно

независимы функции y1(π, λ), y′1(π, λ), y2(π, λ), 1,
входящие в разложение функции ∆(λ). Если до-
бавить к этим функциям еще и функцию y′2(π, λ),
то соответствующая система функций является
линейно независимой тогда и только тогда, ко-
гда p(x) 6= p(π − x) или (и) q(x) 6= q(π − x) на
некотором интервале из отрезка [0,π]. Это следу-
ет из того, что тождество y1(π, λ) ≡ y′2(π, λ) вер-
но тогда и только тогда, когда p(x) = p(π− x) и

q(x) = q(π− x) [26, Лемма 3] (равенства функций
понимаются в смысле равенств в пространствах
функций, в которых они заданы).

Если p(x) 6= p(π− x) или (и) q(x) 6= q(π− x) и
∆(λ) ≡ C = const, то из (6) и линейной независимо-
сти соответствующих функций следуют равенства:

M12 + M34 = C, M32 = 0, M42 = 0,
M13 = 0, M14 = 0.

(7)

Для нахожденияминоровM12 иM34 воспользуемся
тем, что произвольные числа не могут быть мино-
рамиматрицы.Для того чтобычислаM12,M13,M14,
M23, M24, M34 были минорами матрицы необходи-
мо и достаточно, чтобы выполнялись так называе-
мые соотношения Плюккера [23]:

M12 M34 −M13 M24 + M14 M23 = 0. (8)

(Миноры M23, M24 из равенств (8) отличаются от
миноров M32, M42 из равенств (7) только знаком).
Из (7) и (8) получаем два набора миноров:

M12 = C 6= 0, M34 = 0, M32 = 0,
M42 = 0, M13 = 0, M14 = 0;

(9)

M12 = 0, M34 = C 6= 0, M32 = 0,
M42 = 0, M13 = 0, M14 = 0.

(10)

Случай C = 0 (а, значит, и случай ∆(λ) ≡ 0) не мо-
жет быть реализован, поскольку равенство нулю
всех определителей второго порядка противоре-
чит условию rank A = 2. По наборам миноров (9)
и (10) с помощью методов идентификации матри-
цы по ее минорам [23] однозначно определяют-
ся краевые условия (5) (т.е. матрица A находит-
ся с точностью до линейных преобразований ее
строк). Набору миноров (9) соответствуют условия
Коши y(0) = y′(0) = 0, а набору миноров (10) —
y(π) = y′(π) = 0.

Таким образом, верна
Теорема 1. Если p(x) 6= p(π − x) или(и)

q(x) 6= q(π− x) на некотором интервале из отрез-
ка [0,π], то случай ∆(λ) ≡ 0 невозможен, и един-
ственно возможными вырожденными краевыми усло-
виями являются условия Коши y(0) = y′(0) = 0 и
y(π) = y′(π) = 0.

Если p(x) = p(π − x), q(x) = q(π − x) и
∆(λ) ≡ C = const, то из (6) и линейной независимо-
сти соответствующих функций следуют равенства:

M12 + M34 = C, M32 + M14 = 0,
M42 = 0, M13 = 0.

(11)
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Из (8) и (11) получаем два набора миноров:

M12 = C1, M34 = C− C1,

M32 = ∓
√

C1 (C1 − C),
M42 = 0, M13 = 0,

M14 = ±
√

C1 (C1 − C).

(12)

Если C = 0 (случай ∆(λ) ≡ 0), то из (12) выте-
кают равенства:

M12 = C1, M34 = −C1,
M32 = ∓C1, M42 = 0,
M13 = 0, M14 = ±C1.

(13)

По этим наборам миноров с помощью методов
идентификации матрицы по ее минорам [23] одно-
значно получаем два вида краевых условий:

y(0)∓ y(π) = 0, y′(0)± y′(π) = 0. (14)

Условия (14) в [10] названы ложнопериодическими,
так как они являются вырожденными и отличают-
ся от невырожденных периодических или антипе-
риодических краевых условий переменой только
одного знака (с плюса на минус или с минуса на
плюс).

Если C 6= 0 (случай ∆(λ) 6≡ 0), то вид краевых
условий зависит от того, какие из миноров (12) от-
личны от нуля. Если C− C1 = 0, то получаем усло-
вия Коши y(0) = y′(0) = 0, если C1 = 0, то получа-
ем условия Коши y(π) = y′(π) = 0, если C− C1 6= 0
и C1 6= 0, то получаем условия:

y(0)∓ a y(π) = 0, y′(0)± a y′(π) = 0, (15)

где a =
√
(C1 − C)/(C1) 6= 1. Эти условия (условия

вида (15), где 0 6 a 6 ∞ и a 6= 1) в [10] названы
обобщенными условиями Коши.

Следовательно, верна
Теорема 2. Если p(x) = p(π − x) и q(x) =

= q(π − x), то случай ∆(λ) ≡ 0 реализуется то-
гда и только тогда, когда краевые условия (5) яв-
ляются ложнопериодическими краевыми условия-
ми (14), а случай ∆(λ) ≡ C 6= 0 — тогда и толь-
ко тогда, когда условия (5) являются обобщенными
условиями Коши (15).

3. Вырожденные краевые условия
для дифференциального уравне-
ния третьего порядка

3.1. Основные результаты
Рассмотрим следующую двухточечную

краевую задачу:

y′′′(x) = λ y(x) = s3 y(x), x ∈ [0, 1] (16)

Uj(y) =
3

∑
k=1

ajk y(k−1)(0)+

+
3

∑
k=1

aj k+n y(k−1)(1) = 0, j = 1, 2, 3.
(17)

Матрицу из коэффициентов краевых условий (17)
обозначим через A:

A =

∥∥∥∥∥∥
a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36

∥∥∥∥∥∥ , (18)

где
rank A = 3. (19)

В настоящем параграфе получены следующие
результаты:

Теорема 1. Краевые задачи (16), (17) не могут
иметь спектра, состоящего из конечного числа соб-
ственных значений.

Теорема 2. Краевые условия (17) могут быть
вырожденными только для задач с матрицами (18),
которые с точностью до линейных преобразова-
ний строк совпадают с матрицами следующих
двух видов:

A1 =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0 a1 0 0
0 1 0 0 a2 0
0 0 1 0 0 a3

∥∥∥∥∥∥ , (20)

и

A2 =

∥∥∥∥∥∥
a1 0 0 1 0 0
0 a2 0 0 1 0
0 0 a3 0 0 1

∥∥∥∥∥∥ . (21)

Теорема 3. Краевые условия задачи (16), (17) яв-
ляются вырожденными тогда и только тогда, когда
матрица (18) коэффициентов краевых условий (17) с
точностью до линейных преобразований строк сов-
падает с матрицей (20) или матрицей (21), где чис-
ла a1, a2 и a3 являются тремя различными корнями
некоторого числа, а ∆(λ) ≡ 0 тогда и только тогда,
когда числа a1, a2 и a3 являются тремя различными
корнями из минус единицы.

3.2. Свойство линейно независимых
решений

Спектральная задача (16), (17) при
n = 3 имеет следующий характеристический
определитель ∆(λ):

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3)
U2(y1) U2(y2) U2(y3)
U3(y1) U3(y2) U3(y3)

∣∣∣∣∣∣ , (22)
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где yj = yj(x, s) — следующие линейно независи-
мые решения уравнения (16), удовлетворяющие
условиям

y(k−1)
j =

{
1, при k = j
0, при k 6= j :

y1=
1
3

exp(−s x) +
2
3

exp
(

1
2

sx
)

cos

(√
3

2
sx

)
,

y2=−
1
3s

exp(−sx)+
√

3
3s

exp
(

1
2

sx
)

sin

(√
3

2
sx

)
+

+
1
3s

exp
(

1
2

sx
)

cos

(√
3

2
sx

)
,

y3=
1

3s2 exp(−sx)+
√

3
3s2 exp

(
1
2

sx
)

sin

(√
3

2
sx

)
−

− 1
3s2 exp

(
1
2

sx
)

cos

(√
3

2
sx

)
,

Лемма 1. Функции y(k−1)
j−1 (1, λ) и y(k)j (1, λ) тож-

дественно равны:

y(k−1)
j−1 (1, λ) ≡ y(k)j (1, λ), k, j = 1, 2, 3. (23)

Утверждение леммы 1 проверяется непосред-
ственным вычислением.

Обозначим через B матрицу следующего вида:

B=

∥∥∥∥∥∥∥
y1(0) y′1(0) y′′1 (0) y1(1) y′1(1) y′′1 (1)
y2(0) y′2(0) y′′2 (0) y2(1) y′2(1) y′′2 (1)

y3(0) y′3(0) y′′3 (0) yn(1) y′3(1) y′′3 (1)

∥∥∥∥∥∥∥=
=

∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 y1(1) y′1(1) y′′1 (1)
0 1 0 y2(1) y′2(1) y′′2 (1)
0 0 1 y3(1) y′3(1) y′′3 (1)

∥∥∥∥∥∥∥ = ‖B1, B2‖.

Таким образом, матрица B состоит из двух
квадратных матриц B1 и B2. Определители этих
матриц представляют собой Вронскианы в точках
x = 0 и x = 1 соответственно: det(B1) = W(0),
det(B2) = W(1). Из формулы Лиувилля для опреде-
лителя Вронского [27, с. 95–96] следует, что

det(B1) = W(0) = 1, det(B2) = W(1) = 1.

С помощью матриц A и B определитель (22)
можно представить следующим образом:

∆(λ) ≡ det(A · BT).

Разложив последний определитель с
помощью формулы Бине–Коши полу-
чим [28, п. 1.14, С. 41-42]:

∆(λ) = ∑
16i1<i2<i362 n

Ai1,i2,i3 Bi1,i2,i3(s) = 0. (24)

Здесь через Ai1,i2,i3 обозначены миноры, составлен-
ные из i1-го, i2-го, i3-го столбцов матрицы A со-
ответственно, а через Bi1,i2,i3 — из i1-го, i2-го, i3-го
столбцов матрицы B или, что то же самое, строк
транспонированной матрицы BT.

Обозначим через P(s) сумму первого слагае-
мого A123 B123 и последнего слагаемого A456 B456 в
разложении (24), а через S(s)— сумму всех осталь-
ных слагаемых из разложения (24). То есть

∆(λ) = S(s) + P(s).

Функция P(s) тождественно равна константе:

P(s) ≡ A123 ·W(0) + A456 ·W(1) =

= A123 + A456 = const.

Каждое слагаемое суммы S(s) содержит линейные
комбинации экспонент eωj s x или e∑j ωj s x. Аргумен-
ты этих экспоненциальных функций не обраща-
ются в нуль, а коэффициенты-множители перед
экспонентами не совпадают. Ниже будет показа-
но, что характеристический определитель (24) тож-
дественно равен константе только в случае, когда
S(s) ≡ 0, причем эта константа равна A123 + A456.

Отсюда

∆(λ) = A123 + A456 + A124 B124 + A125 B125+

+A126 B126 + A134 B134 + A135 B135 + A136 B136+

+A145 B145 + A146 B146 + A156 B156 + A234 B234+

+A235 B235 + A236 B236 + A245 B245 + A246 B246+

+A256 B256 + A345 B345 + A346 B346 + A356 B356.

Из леммы 1 следует, что

B2 =

∥∥∥∥∥∥
y1(1) y′1(1) y′′1 (1)
y2(1) y1(1) y′1(1)
y3(1) y2(1) y1(1)

∥∥∥∥∥∥ .

Кроме того, y′1(1) y2(1) = y′′1 (1) y3(1). Поэтому

∆(λ) = (A123 + A456) + A124 y3(1)+

+(A125−A134) y2(1)+(A126 − A135+A234) y1(1)+

+(−A136 + A235) y′1(1) + (A156 − A246 + A345)×

×(y2
1(1)−y′1(1) y2(1))+A145 (y2

2(1)−y1(1)y3(1))+

+(A146 − A245)(y1(1) y2(1)− y′1(1) y3(1))+

+A236 y′′1 (1) + (−A256 + A346) (y1(1) y′1(1)−

−y′′1 (1) y2(1)) + A356 ((y′1(1))
2 − y1(1) y′′1 (1)).
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где

y1(1) =
1
3

e−s +
2
3

e
s
2 cos

(√
3

2
s

)
,

y2(1)=−
1
3s

e−s+

√
3

3s
e

s
2 sin

(√
3s
2

)
+

√
3

3s
e

s
2 cos

(√
3s
2

)
,

y3(1)=
1

3s2 e−s+

√
3

3s2 e
s
2 sin

(√
3s
2

)
−
√

3
3s2 e

s
2 cos

(√
3s
2

)
,

y′1(1)=−
s
3

e−s+
s
3

e
s
2 cos

(√
3

2
s

)
−
√

3s
3

e
s
2 sin

(√
3

2
s

)
,

y′′1 (1)=
s2

3
e−s− s2

3
e

s
2 cos

(√
3s
2

)
−
√

3s2

3
e

s
2 sin

(√
3

2
s

)
,

y2
1(1)− y′1(1) y2(1) =

1
3

es +
2
3

e−
s
2 cos

(√
3

2
s

)
,

y2
1(1)−y1(1)y3(1)=−

1
9 s2

(
−e−2 s s2 − 4 e−

s
2 s2×

× cos

(
s
√

3
2

)
+ e−2 s + e−

s
2 cos

(
s
√

3
2

)
+ e−

s
2×

× sin

(
s
√

3
2

)
√

3−−2 es cos2

(
s
√

3
2

)
(2 s2 + 1)+

+2
√

3 es cos

(
s
√

3
2

)
sin

(
s
√

3
2

))
,

y1(1) y2(1)−y′1(1) y3(1)=
1
3s

e
s
2

(
e−ssin

(
s
√

3
2

)
√

3−

−e−s cos

(
s
√

3
2

)
+ e

s
2

)
,

y1(1) y′1(1)− y′′1 (1) y2(1) = −
s
3

e
s
2

(
e−s cos

(
s
√

3
2

)
+

+e−s sin

(
s
√

3
2

)
√

3− e
s
2

)
,

(y′1(1))
2−y′′1 (1) y1(1)=

s2

3
e

s
2

(
√

3 e−ssin

(
s
√

3
2

)
−

−e−s cos

(
s
√

3
2

)
+ e

s
2

)
.

Из представления характеристического опре-
делителя ∆(λ) видно, что он является целой функ-
цией класса К [29, 30]. А поэтому количество его
корней бесконечно и имеет асимптотические пред-
ставления, выписанные в работах [29,30]. Это до-
казывает теорему 1.

3.3. Вид краевых задач с вырожденными
краевыми условиями

Далее нам понадобятся следующие три
определения:

1. Характеристической суммой определителя
Bi1, i2, i3 (а также соответствующего определителя
Ai1, i2, i3) будем называть сумму всех его индексов и
обозначать r0: r0 = i1 + i2 + i3.

2. Пусть количество индексов ik определите-
ля Bi1, i2, i3 , для которых выполняется неравенство
1 6 ik 6 3, равно r1, а количество индексов ik опре-
делителя Bi1, i2, i3 , для которых выполняется нера-
венство 4 6 ik 6 6, равно r2. Тогда упорядоченную
тройку чисел (r0, r1, r2) будем называть характери-
стическим индексом определителя Bi1, i2, i3 (Ai1, i2, i3).

3. Из разложения характеристического опреде-
лителя, полученного выше, и леммы 1 видно, что
определители Bi1, i2, i3 , имеющие различные харак-
теристические индексы, линейно независимы и от-
личаются показателями степеней sk, определители
же Bi1, i2, i3 , имеющие одинаковые характеристиче-
ские индексы, совпадают или отличаются только
знаком. Определители Bi1, i2, i3 (Ai1, i2, i3)), которые
имеют одинаковые характеристические индексы,
будем называть подобными.

Если S(s) ≡ 0, то один из миноров A123 или
A456 отличен от нуля. Иначе получили бы, что все
миноры матрицы A третьего порядка равны ну-
лю, что противоречит тому, что rank A = 3. Дей-
ствительно, из представления для характеристи-
ческого определителя, линейной независимости
соответствующих функций получаем следующие
равенства:

A124 = A145 = A236 = A356 = 0,
A126−A135+A234=A156−A246+A345= 0,
A125−A134=A235−A136 = A146−A245 =

= A346 − A256 = 0.

(25)

Из алгебраической геометрии известно, что
числа Ai1i2i3 являются минорами матрицы A, тогда
и только тогда, когда выполняются соотношения
Плюккера [23]. Для матрицы A размера 3 на 6 эти
соотношения таковы:

Ai1i4i5 Ai1i2i3 − Ai1i4i3 Ai1i2i5 + Ai1i5i3 Ai1i2i4 = 0,
Ai1i4i6 Ai1i2i3 − Ai1i4i3 Ai1i2i6 + Ai1i6i3 Ai1i2i4 = 0,
Ai1i5i6 Ai1i2i3 − Ai1i5i3 Ai1i2i6 + Ai1i6i3 Ai1i2i5 = 0,
Ai2i4i5 Ai1i2i3 − Ai2i4i3 Ai1i2i5 + Ai2i5i3 Ai1i2i4 = 0,
Ai2i4i6 Ai1i2i3 − Ai2i4i3 Ai1i2i6 + Ai2i6i3 Ai1i2i4 = 0,
Ai2i5i6 Ai1i2i3 − Ai2i5i3 Ai1i2i6 + Ai2i6i3 Ai1i2i5 = 0,
Ai3i4i5 Ai1i2i3 − Ai2i4i3 Ai1i3i5 + Ai2i5i3 Ai1i3i4 = 0,
Ai3i4i6 Ai1i2i3 − Ai2i4i3 Ai1i3i6 + Ai2i6i3 Ai1i3i4 = 0,
Ai3i5i6 Ai1i2i3 − Ai2i5i3 Ai1i3i6 + Ai2i6i3 Ai1i3i5 = 0,

Ai4i5i6 Ai1i2i3 − Ai1i2i4 Ai3i5i6+

+Ai1i2i5 Ai3i4i6 − Ai1i2i6 Ai3i4i5 = 0,
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где (i1, i2, i3, i4, i5, i6) такая перестановка, что
Ai1,i2,i3 6= 0. Если A123 = A456 = 0, то из этих
соотношений, а также из равенств (25), следует,
что все миноры Ai1i2i3 матрицы A обращаются
в нуль, что противоречит тому, что rank A = 3.
Следовательно, если S(s) ≡ 0, то один из миноров
A123 или A456 отличен от нуля.

Пусть A123 6= 0. Тогда матрица (18) с точно-
стью до линейных преобразований строк имеет
следующий вид:

A =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0 a14 a15 a16
0 1 0 a24 a25 a26
0 0 1 a34 a35 a36

∥∥∥∥∥∥ .

(Здесь aij, вообще говоря, не совпадают с коэффи-
циентами aij из (18). Мы не стали обозначать их
другими символами, чтобы не загромождать ра-
боту обилием обозначений. Из контекста всегда
понятно о каких коэффициентах идет речь.)

Покажем, что из условия S(s) ≡ 0 вытекает,
что матрица A с точностью до линейных преоб-
разований строк имеет вид (20), т.е. подматрица,
составленная из последних трех столбцов, имеет
диагональный вид.

Заметим, что среди определителей Bi1, i2, i3 в
сумме S(s) определитель B236 = y′′1 (1) не имеет по-
добных, а значит, он линейно независим с любым
другим слагаемым суммы S(s). Тогда из тождества
S(s) ≡ 0 вытекает, что A236 = 0. Разложив этот
определитель, получаем:

A236 =

∣∣∣∣∣∣
0 0 a16
1 0 a26
0 1 a36

∣∣∣∣∣∣ = a16 = 0. (26)

Покажем теперь, что элементы a15 и a26, сто-
ящие на второй верхней диагонали матрицы A,
также равны нулю.

Среди определителей Bi1, i2, i3 в сумме S(s) опре-
делитель B356 = (y′1(1))

2 − y1(1) y′′1 (1) не имеет по-
добных и линейно независим с любым другим сла-
гаемым суммы S(s). Тогда из тождества S(s) ≡ 0
вытекает, что A356 = 0. Разложив этот определи-
тель, получаем:

A356 =

∣∣∣∣∣∣
0 a15 0
0 a25 a26
1 a35 a36

∣∣∣∣∣∣ = a15 a26 = 0.

Откуда
a15 a26 = 0. (27)

Далее, определители B235 = y′1(1) и B136 подоб-
ны. Они не имеют подобных среди остальных опре-

делителей Bi1, i2, i3 в сумме S(s). Поэтому имеем

A235 + A136 =

∣∣∣∣∣∣
0 0 a15
1 0 a25
0 1 a35

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 0 a26
0 1 a36

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Откуда следует равенство:

a15 + a26 = 0. (28)

Из (27) и (28) получаем равенства

a15 = a26 = 0, (29)

которые означают, что диагональ, состоящая из
элементов a15 и a26, состоит из нулей.

Аналогично показывается, что любая диаго-
наль ниже главной состоит из нулей.

Если A456 6= 0, то из условия S(s) ≡ 0 для всех
λ = s2 6= 0 следует, что матрица A имеет вид (21),
т.е. подматрица, составленная из первых n столб-
цов, имеет диагональный вид. Это доказывается
также, как и в случае A123 6= 0. Таким образом,
теорема 2 доказана.

3.4. Описание всех вырожденных
краевых условий для оператора
дифференцирования третьего порядка
Согласно теореме 2 среди всех краевых за-

дач (16), (17) при n = 3 вырожденные краевые
условия могут иметь только краевые задачи с мат-
рицами A, которые с точностью до линейных пре-
образований строк совпадают с матрицами двух
видов (20) и (21).

Спектральная задача (16), (17) c матрицей кра-
евых условий A1 имеет следующий характеристи-
ческий определитель ∆(λ):

∆(λ)=
(
a1a2+a1 a3+a2 a3

) ((
y′′3 (1)

)2−y′3(1) y′′′3 (1)
)
+

+
(
a1 + a2 + a3

)
y′′3 (1) + a1 a2 a3 + 1.

Тождество

∆(λ) ≡ C = const

выполняется тогда и только тогда, когда числа a1,
a2 и a3 являются решениями следующей системы
уравнений:

a1 + a2 + a3 = 0, a1 a2 + a1 a3 + a2 a3 = 0,

a1 a2 a3 + 1 = C = const.
(30)

Решением системы (30) являются следующие
коэффициенты краевых условий:

a1 = C1, a2 =
C1

2
(−1±

√
3 i),

a3 = −C1

2
(1±

√
3 i),

(31)
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где C1 — произвольное число, являющееся реше-
нием уравнения

C 3
1 = C− 1.

В частности, ∆(λ) ≡ 0 для задачи (16), (17) с мат-
рицей коэффициентов (20) тогда и только тогда,
когда числа a1, a2 и a3 являются корнями из минус
единицы.

Ввиду равноправия концов аналогичные выво-
ды справедливы и для задачи (16), (17) с матрицей
коэффициентов (21).

Таким образом, вырожденными краевыми
условиями (17) для уравнения (16) являются только
краевые условия с матрицей коэффициентов (20)
или (21), где числа a1, a2 и a3 являются тремя раз-
личными корнями некоторого числа, а ∆(λ) ≡ 0
тогда и только тогда, когда числа a1, a2 и a3 являют-
ся тремя различными корнями из минус единицы.

4. Вырожденные краевые условия
для оператора D4

4.1. Основные результаты

Рассмотрим следующую краевую задачу для
оператора D4:

y(4)(x) = λ y(x) = s4 y(x), x ∈ [0, 1], (32)

Uj(y) =
n

∑
k=0

ajk y(k−1)(0)+

+
n

∑
k=0

aj k+n y(k−1)(1) = 0,

j, k = 1, 2, 3, 4.

(33)

Хорошо известен пример дифференциального
оператора четного порядка, спектр которого за-
полняет всю комплексную плоскость [12] (см. так-
же [13]). В этом примере краевые условия (33) име-
ют следующий вид:

Uj(y) = y(j−1)(0) + (−1)j−1 y(j−1)(1) = 0,

j = 1, 2, 3, 4.
(34)

Обозначим матрицу, состоящую из коэффи-
циентов alk краевых условий (33) через A, а через
Ai1,i2,i3,i4 обозначим минор матрицы A, составлен-
ныйиз i1-го, i2-го, i3-го и i4-го столбцовматрицы A:

A=

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18
a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27 a28
a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37 a38
a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47 a48

∥∥∥∥∥∥∥∥. (35)

Ai1,i2,i3,i4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,i1 a1,i2 a1,i3 a1,i4
a2,i1 a2,i2 a2,i3 a2,i4
a3,i1 a3,i2 a3,i3 a3,i4
a4,i1 a4,i2 a4,i3 a4,i4

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (36)

Далее будем предполагать, что ранг матрицы A
равен 4:

rank A = 4. (37)

Целью этого параграфа является доказатель-
ство следующих теорем:

Теорема 1.Матрица (35) коэффициентов кра-
евых условий (33) имеет следующий вид:

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 a1 0 0 0
0 1 0 0 0 a2 0 0
0 0 1 0 0 0 a3 0
0 0 0 1 0 0 0 a4

∥∥∥∥∥∥∥∥ (38)

или

A2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a1 0 0 0 1 0 0 0
0 a2 0 0 0 1 0 0
0 0 a3 0 0 0 1 0
0 0 0 a4 0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (39)

где ai (i = 1, 2, 3, 4) — некоторые числа.
Теорема 2.Характеристический определитель

задачи (32),(33) тождественно равен нулю тогда и
только тогда, когда матрица (35) коэффициентов
краевых условий (33) имеет вид (38) или (39), где {ai}
(i = 1, 2, 3, 4) — следующие:

1. a1 = C1, a2 = −1, a3 = C−1
1 , a4 = 1,

2. a1 = C2, a2 = 1, a3 = C−1
2 , a4 = −1,

3. a1 = C3, a2 = −1, a3 = 1, a4 = −1,
4. a1 = C4, a2 = 1, a3 = −1, a4 = 1,
5. a1 = −1, a2 = C5, a3 = −1, a4 = 1,

6. a1 = −1, a2 = C6, a3 = 1, a4 = C−1
6 ,

7. a1 = 1, a2 = C7, a3 = −1, a4 = C−1
7 ,

8. a1 = 1, a2 = C8, a3 = 1, a4 = −1,
9. a1 = −1, a2 = 1, a3 = C9, a4 = 1,
10. a1 = 1, a2 = −1, a3 = −1, a4 = −1,
11. a1 = −1, a2 = 1, a3 = −1 a4 = C11,
12. a1 = 1, a2 = −1, a3 = 1, a4 = C12.

(40)

Здесь Cj (j = 1, 2, . . . , 12) — произвольные
константы.

4.2. Вид вырожденных краевых условий

В настоящем пункте приведено доказатель-
ство теоремы 1.
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Собственные значения задачи (32), (33) явля-
ются корнями целой функции [3, C. 26] ∆(λ):

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (41)

где

y1 =
1
4

exp(s x) +
1
4

exp(−s x) +
1
2

cos(s x),

y2 =
1

4 s
exp(s x)− 1

4 s
exp(−s x) +

1
2 s

sin(s x),

y3 =
1

4 s2 exp(s x) +
1

4 s2 exp(−s x)− 1
2 s2 cos(s x),

y4 =
1

4 s3 exp(s x)− 1
4 s3 exp(−s x)− 1

2 s3 sin(s x),

являются линейно независимыми решениями
уравнения (32), удовлетворяющими условиям

y(r−1)
j (0, λ) =

{
0 при j 6= r,
1 при j = r, j, r = 1, 2, 3, 4. (42)

Через B, B1 и B2 обозначим следующие
матрицы:

B =
∥∥ B1 B2

∥∥ ,

где

B1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(0) y′1(0) y′′1 (0) y′′′1 (0)
y2(0) y′2(0) y′′2 (0) y′′′2 (0)
y3(0) y′3(0) y′′3 (0) y′′′3 (0)
y4(0) y′4(0) y′′4 (0) y′′′4 (0)

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(1) y′1(1) y′′1 (1) y′′′1 (1)
y2(1) y′2(1) y′′2 (1) y′′′2 (1)
y3(1) y′3(1) y′′3 (1) y′′′3 (1)
y4(1) y′4(1) y′′4 (1) y′′′4 (1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Здесь

y1(1) =
1
4
(
es + e−s + 2 cos(s)

)
,

y′1(1) =
1
4

s
(
es − e−s − 2 sin(s)

)
,

y′′1 (1) =
1
4

s2 (es + e−s − 2 cos(s)
)
,

y′′′1 (1) =
1
4

s3(es − e−s + 2 sin(s)
)
,

y2(1) =
1

4 s
(
es − e−s + 2 sin(s)

)
,

y′2(1) =
1
4
(
es + e−s + 2 cos(s)

)
,

y′′2 (1) =
1
4

s
(
es − e−s − 2 sin(s)

)
,

y′′′2 (1) =
1
4

s2 (es − e−s − 2 cos(s)
)
,

y3(1) =
1

4 s2

(
es − e−s − 2 cos(s)

)
,

y′3(1) =
1

4 s
(
es − e−s + 2 sin(s)

)
,

y′′3 (1) =
1
4
(
es + e−s + 2 cos(s)

)
,

y′′′3 (1) =
1
4

s
(
es − e−s − 2 sin(s)

)
,

y4(1) =
1

4 s3

(
es − e−s − 2 sin(s)

)
,

y′4(1) =
1

4 s2

(
es + e−s − 2 cos(s)

)
,

y′′4 (1) =
1

4 s
(
es − e−s + 2 sin(s)

)
,

y′′′4 (1) =
1
4
(
es + e−s + 2 cos(s)

)
.

Заметим, что

y(k−1)
j−1 (1, λ) ≡ y(k)j (1, λ),

j = 2, 3, 4, 5 k = 1, 2, 3, 4.
(43)

Из (42) и (43) следует, что

B = ‖B1, B2‖, (44)

где

B1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(1) y′1(1) y′′1 (1) y′′′1 (1)
y2(1) y′2(1) y′′2 (1) y′′′2 (1)
y3(1) y′3(1) y′′3 (1) y′′′3 (1)
y4(1) y′4(1) y′′4 (1) y′′′4 (1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

С помощью матриц A и B определитель (41)∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 y1(1) y′1(1) y′′1 (1) y′′′1 (1)
0 1 0 0 y2(1) y1(1) y′1(1) y′′1 (1)
0 0 1 0 y3(1) y2(1) y1(1) y′1(1)
0 0 0 1 y4(1) y3(1) y2(1) y1(1)

∥∥∥∥∥∥∥∥
записывается в следующем виде:

∆(λ) ≡ det(A · BT).

Из формул Бине–Коши [28, 1.14] следует, что

∆(λ) = ∑
16i1<i2<i3<i468

Ai1,i2,i3,i4 Bi1,i2,i3,i4 = 0. (45)

Здесь через Bi1,i2,i3,i4 = Bi1,i2,i3,i4(λ) обозначен ми-
нор, составленный из i1-й, i2-й, i3-й и i4-й столбцов
матрицы B (строк матрицы BT).

Через P(s) обозначим P(s) = A1234 B1234 +
+A5678 B5678. Из формулы Лиувилля–
Остроградского, связывающего Вронскиан
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решений с коэффициентами уравнения, следует
что [27, 17.1] B1234 = det(B1) = W(0) = 1, B5678 =
= det(B2) = W(1) = 1 и P(s)=A1234+B5678=const.

Все другие функции Bi1,i2,i3,i4 = Bi1,i2,i3,i4(s) (кро-
ме B1234 и B5678) не являются константами.

Поэтому если ∆(λ) ≡ C = const, то ∆(λ) −
P(s) ≡ 0 и один из миноров A1234 or A5678 не ра-
вен нулю. Предположив противное получим, что
все миноры Ai1,i2,i3,i4 обращаются в нуль. Это про-
тиворечит условию (37).

Предположим A1234 6= 0. Тогда матрица (35)
имеет следующий вид:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 a15 a16 a17 a18
0 1 0 0 a25 a26 a27 a28
0 0 1 0 a35 a36 a37 a38
0 0 0 1 a45 a46 a47 a48

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

(Здесь через aij обозначены коэффициенты aij, во-
обще говоря отличные от коэффициентов (35). Мы
не стали обозначать их новыми символами, чтобы
не увеличивать количества обозначений.)

Заметим, что определитель B2348 = y′′′1 (1)
и любой другой определитель Bi1,i2,i3,i4 являют-
ся линейно независимыми. Предположим, что
∆(λ)≡C=const, тогда ∆(λ)− P(s) ≡ 0 и A2348 = 0.
Отсюда следует, что

A2348 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 a18
1 0 0 a28
0 1 0 a38
0 0 1 a48

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −a18 = 0. (46)

Покажем, что a17 и a28 также равны нулю. Дей-
ствительно, B3478 = y′1(1) y′′′1 (1)− (y′′1 (1))

2 и любой
другой определитель Bi1,i2,i3,i4 являются линейно
независимыми. Предположим, что∆(λ)≡C=const,
тогда ∆(λ) − P(s) ≡ 0 и A3478 = 0. Отсюда
следует, что

A3478 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 a17 0
0 0 a27 a28
1 0 a37 a38
0 1 a47 a48

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a17 · a28 = 0. (47)

Кроме того, B2347 = −B1348 = −y′′1 (1) и любой
другой определитель Bi1,i2,i3,i4 линейно независимы.
Отсюда следует, что

A2347 − A1348 = −(a17 + a28) = 0. (48)

Сочетая (47) и (48), получаем

a17 = a28 = 0.

Аналогично,

a16 = a27 = a38 = 0.

Далее, B1235 = y4(1) и любой другой определи-
тель Bi1,i2,i3,i4 линейно независимы. Поэтому если
∆(λ)− P(s) ≡ 0, то минор A1235 = a45 обращается
в нуль. Как это было сделано выше, получаем

a34 = a46 = a25 = a36 = a47 = 0.

Следовательно, если A1234 6= 0, то матрица A
имеет вид A1.

Поступая как это было сделано выше, получим,
что если A5678 6= 0, то матрица A имеет вид A2.

Это полностью доказывает теорему 1.

4.3. Краевые задачи для оператора
D4, спектр которых заполняет всю
комплексную плоскость
В этом пункте доказывается, что характери-

стический определитель тождественно равен ну-
лю тогда и только тогда, когда матрица коэффи-
циентов краевых условий размера 4× 8 состоит из
двух квадратных диагональных матриц четвертого
порядка. Одна из диагональных матриц является
единичной, а диагональ второй диагональной мат-
рицы состоит из чисел (40).

Если A1234 6= 0 и ∆(λ) ≡ 0, то из теоремы 1
следует, что

0≡∆(λ)=det(A1 · BT)=1+
1
2
(a1a2 + a1a4+

+a2 a3+a3a4)+a1a2a3a4+
1
4
(a1 a2+a1a4+

+a2a3+a3a4+2 a1a3+2a2a4)
(
es+e−s)cos s+

+
1
4
(a1 + a2 + a3 + a4 + a1 a2 a3 + a1 a2 a4+

+a1 a3 a4 + a2 a3 a4)
(
es + e−s + 2 cos s

)
.

(49)

Функции 1, (es+e−s) cos s, and
(es+e−s+2 cos s) — линейно независимы. По-
этому характеристический определитель (49)
тождественно равен нулю тогда и только то-
гда, когда коэффициенты a1, a2, a3, a4 являются
решениями следующей системы уравнений

2+a1a2+a1a4+a2a3+a3a4+2a1a2a3a4=0,

a1a2+a1a4+a2a3+a3a4+2a1a3+2a2a4=0,

a1+a2+a3+a4+a1a2a3+a1a2a4+a1a3a4+

+a2 a3 a4 = 0.

(50)

Решения системы уравнений (50) находятся
непосредственными вычислениями. Этими реше-
ниями являются (40).

Если A5678 6= 0 и ∆(λ) ≡ 0, то из теоремы 1
следует, что

0 ≡ ∆(λ) = det(A2 · BT). (51)
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Отсюда получаем систему уравнений (50), решени-
ями которой являются числа (40).

Это доказывает теорему 2.
Замечание. Если

2+a1 a2 + a1 a4 + a2 a3 + a3 a4 + 2 a1 a2 a3 a4=C 6= 0

в (50), то решение новой системы уравнений сво-
дится к решению алгебраического уравнения ше-
стой степени, которое не может быть решено в ра-
дикалах. Система уравнений (50) решается в ради-
калах, т.к. сводится к бикубическому уравнению.

Известно, что спектральные задачи, спектр ко-
торых заполняет всю комплексную плоскость, су-
ществуют для дифференциальных уравнений лю-
бого четного порядка. Джоном Локкером поставле-
на следующая проблема (одиннадцатая проблема):
существуют ли подобные задачи для дифференци-
альных уравнений нечетного порядка? В настоя-
щем параграфе дается положительный ответ на
этот вопрос. Доказано, что спектральные задачи,
спектр которых заполняет всю комплексную плос-
кость, существуют для дифференциальных урав-
нений любого нечетного порядка. Параграф пред-
ставляет собой изложение статьи [17].

В одиннадцатой главе своей монографии [13]
Джон Локкер (John Locker) сформулировал 15 нере-
шенных проблем спектрального анализа двух-
точечных краевых задач. Одиннадцатая пробле-
ма [13, C. 296] представляет собой следующий во-
прос: существует ли спектральная задача с диффе-
ренциальным уравнением

i−n y(n)(x) = λ y(x) = sn y(x), x ∈ [0, 1] (52)

нечетного порядка n, краевыми условиями

Uj(y) =
n

∑
k=0

ajk y(k)(0) +
n

∑
k=0

aj k+n y(k)(1)

j = 1, . . . , n
(53)

и спектром, состоящим из конечного числа соб-
ственных значений?

В настоящей работе дан положительный ответ
на этот вопрос. Доказана следующая

Теорема. Спектр задачи с дифференциальным
уравнением (52) порядка n и краевыми условиями (53)
не может состоять из конечного числа собственных
значений.

Доказательство. Спектральная зада-
ча (52), (53) имеет следующий характеристический
определитель ∆(λ):∣∣∣∣∣∣∣∣∣

U1(y1) U1(y2) . . . U1(yn)
U2(y1) U2(y2) . . . U2(yn)
...

...
. . .

...
Un(y1) Un(y2) . . . Un(yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (54)

где

yj(x) = yj(x, λ) =

{
xj−1, если λ = 0,

eωj s x, если λ 6= 0,

ωj = e
π i
2 +

π i (j−1)
2 , j = 1, 2, . . . , n.

Разложив определитель (54) в сумму, получим:

∆(λ) = ∑
16i1<i2<···<in62 n

Mijk Zijk(λ) = 0. (55)

Здесь через Mi1,i2,...,in обозначены миноры, состав-
ленные из i1-го, i2-го, . . . , in-го столбцов матрицы

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 . . . a1 n+2 . . . a1 2n
a21 a22 . . . a2 n+2 . . . a2 2n
...

...
. . .

...
. . .

...
an1 an2 . . . an n+2 . . . an 2n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
соответственно, а через Zi1,i2,...,in —миноры, состав-
ленные из i1-го, i2-го, . . . , in-го столбцов матрицы

B =
∥∥ B1 B2

∥∥ ,

где

B1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(0) y′1(0) y′′1 (0) y′′′1 (0)
y2(0) y′2(0) y′′2 (0) y′′′2 (0)
y3(0) y′3(0) y′′3 (0) y′′′3 (0)
y4(0) y′4(0) y′′4 (0) y′′′4 (0)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

B2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(1) y′1(1) y′′1 (1) y′′′1 (1)
y2(1) y′2(1) y′′2 (1) y′′′2 (1)
y3(1) y′3(1) y′′3 (1) y′′′3 (1)
y4(1) y′4(1) y′′4 (1) y′′′4 (1)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Пусть λ 6= 0. Тогда только первое и последнее
слагаемые этой суммы представляют собой поли-
номы. Обозначим эти полиномы через P(s):

P(s) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(0) y′1(0) . . . y(n−1)
1 (0)

y2(0) y′2(0) . . . y(n−1)
2 (0)

...
...

. . .
...

yn(0) y′n(0) . . . y(n−1)
n (0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(1) y′1(1) . . . y(n−1)

1 (1)
y2(1) y′2(1) . . . y(n−1)

2 (1)
...

...
. . .

...
yn(1) y′n(1) . . . y(n−1)

n (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡

≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ω1 s . . . ω

n−1
1 sn−1

1 ω2 s . . . ω
n−1
2 sn−1

...
...

. . .
...

1 ωn s . . . ωn−1
n sn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ P0 s
n(n−1)

2 ,
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где

P0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ω1 . . . ω

n−1
1

1 ω2 . . . ω
n−1
2

...
...

. . .
...

1 ωn . . . ωn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = const 6= 0.

Обозначим сумму всех остальных слагаемых
в (55) через S(s). Функции S(s) и P(s) линейно неза-
висимы какфункции от s. Каждое слагаемое суммы
S(s) содержит экспоненты eωj s x. Поэтому, если S(s)
не обращается в нуль тождественно, то характери-
стическая функция

∆(λ) = S(s) + (M1,2,...,n−1,n+

+Mn+1,n+2,...,2n−1,2n) P0 s
n(n−1)

2

(56)

имеет бесконечное число нулей (собственных зна-
чений задачи (52), (53)). Отсюда следует, что ха-
рактеристический определитель (56) имеет конеч-
ное число собственных значений только в случае
S(s) ≡ 0. А в этом случае характеристический опре-
делитель (56) тождественно равен функции

(M1,2,...,n−1,n + Mn+1,n+2,...,2n−1,2n) P0 s
n(n−1)

2 ,

которая не имеет ненулевых корней. Следователь-
но, задача (52), (53) не может иметь конечное число
ненулевых собственных значений.

Покажем, что спектральная задача (52), (53) не
может иметь и единственного собственного значе-
ния, равного нулю.

Предположим противное. Пусть зада-
ча (52), (53) имеет и единственное собственное зна-
чение, равное нулю. Поскольку у задачи (52), (53)
нет ненулевых собственных значений, то S(s) ≡ 0.
Кроме того,

(M1,2,...,n−1,n+Mn+1,n+2,...,2n−1,2n) P0 s
n(n−1)

2 6≡0. (57)

Иначе имели бы тождество ∆(λ) ≡ 0, означающее,
что каждое значение задачи (52), (53) является соб-
ственным. Из (57) следует, что хотя бы один из двух
миноров M1,2,...,n−1,n или Mn+1,n+2,...,2n−1,2n отличен
от нуля.

Пусть M1,2,...,n−1,n 6= 0. Тогда матрица с точно-
стью до линейных преобразований строк имеет
следующий вид:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 . . . 0 a1 n+1 a1 n+2 . . . a1 2n
0 1 . . . 0 a2 n+1 a2 n+2 . . . a2 2n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 an n+1 an n+2 . . . an 2n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Функция S(s) имеет следующий вид:

S(λ) = M1,2,... n−1,n+1×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(0) . . . yn−1(0) y1(1)
y′1(0) . . . y′n−1(0) y′1(1)
...

. . .
...

...
y(n−1)

1 (0) . . . y(n−1)
n−1 (0) y(n−1)

1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
+M1,2,... n−1,n+2×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(0) y2(0) . . . yn−1(1) yn(0)
y′1(0) y′2(0) . . . y′n−1(1) y′n(0)
...

...
. . .

...
...

y(n−1)
1 (0) y(n−1)

2 (0) . . . y(n−1)
n−1 (1) y(n−1)

n (0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
+ · · ·+ (58)

+Mn+1,n+2,...,2n−1,2n×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(1) y2(1) . . . yn(1)
y′1(1) y′2(1) . . . y′n(1)
...

...
. . .

...
y(n−1)

1 (1) y(n−1)
2 (1) . . . y(n−1)

n (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Известно, что любые две функции
fb1,b2(s) = sb1 eb2 s, которые имеют либо раз-
личные b1, либо различные b2, являются линейно
независимыми [31, C.101]. Отсюда следует, что
все слагаемые в (58), стоящие перед Mi1,i2,... in−1,in
линейно независимы.

Рассмотрим только те слагаемые в S(λ), где в
определителе Zi1, i2, ..., in есть только один столбец
со значениями линейно независимых решений в
точке x = 1, причем этот столбец есть

(y1(1), y′1(1), . . . , y(n−1)
1 (1))T ,

т.е. столбец со значениями первой функции y1(x)
и ее производных:

M2, 3, ..., n−1, n, n+1 Z2, 3, ..., n−1, n n+1+

+M1, 3 ..., n−1, n, n+1 Z1, 3,..., n−1, n n+1+

+ · · ·+ M1,2,..., n−1, n+1 Z1,2,..., n−1, n+1 =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y2(0) . . . yn(0) y1(1)
y′2(0) . . . y′n(0) y′1(1)
...

. . .
...

...
y(n−1)

2 (0) . . . y(n−1)
n (0) y(n−1)

1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(0) . . . y1(1)
y′1(0) . . . yy′n(0) y′1(1)
...

. . .
...

...
y(n−1)

1 (0) . . . y(n−1)
n (0) y(n−1)

1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(0) . . . yn−1(0) y1(1)
y′1(0) . . . y′n−1(0) y′1(1)
...

. . .
...

...
y(n−1)

1 (0) . . . y(n−1)
n−1 (0) y(n−1)

1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1 1
ω2 ω3 . . . ωn−1 ωn ω1
...

...
. . .

...
...

...
ω

n−1
2 ω

n−1
3 . . . ω

n−1
n−1 ωn−1

n ω
n−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 1 1
ω1 ω3 . . . ωn−1 ωn ω1
...

...
. . .

...
...

...
ω

n−1
1 ω

n−1
3 . . . ω

n−1
n−1 ωn−1

n ω
n−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
+ · · ·+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 1
ω1 ω2 . . . ωn−1 ω1
...

...
. . .

...
...

ω
n−1
1 ω

n−1
2 . . . ω

n−1
n−1 ω

n−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s
n(n−1)

2 eω1s.

Как видим, во всех определителях–слагаемых,
кроме первого, есть два совпадающих столбца.
Поэтому, имеем:

M2, 3, ..., n−1, n, n+1 Z2, 3, ..., n−1, n n+1+

+M1, 3 ..., n−1, n, n+1 Z1, 3,..., n−1, n n+1+

+ · · ·+ M1,2,..., n−1, n+1 Z1,2,..., n−1, n+1 =

= M2, 3, ..., n−1, n, n+1 Z2, 3, ..., n−1, n n+1 =

= M2, 3, ..., n−1, n, n+1×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y2(0) . . . yn(0) y1(1)
y′2(0) . . . y′n(0) y′1(1)
...

. . .
...

...
y(n−1)

2 (0) . . . y(n−1)
n (0) y(n−1)

1 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣×
×s

n(n−1)
2 eω1 s.

5. О конечном спектре
Рассмотрим краевую задачу с дифференциаль-

ным уравнением

y(n)+a1(x) yn−1+. . .+an−1(x) y′+

+an(x) y = λ y(x), x ∈ [0, 1]
(59)

и краевыми условиями

Uj(y) =
n

∑
k=0

bjk y(k)(0)+

+
n

∑
k=0

bjk+ny(k)(1)=0, j=1, 2,. . ., n,
(60)

где rank ||bjk||n×2n = n, bjk ∈ C.

Прямые и обратные задачи для краевых задач
с бесконечным счетным спектром достаточно хо-
рошо изучены. Случаи конечного спектра и спек-
тра, который заполняет всю плоскость, изучены
меньше. Примеры краевых задач, спектр которых
полностью заполнят всю плоскость, для дифферен-
циальных операторов любого четного порядка при-
ведены В.А. Садовничим и Б.Е. Кангужиным [12], а
для дифференциальных уравнений любого нечет-
ного порядка приведены в работе [17]. Краевые
задачи с конечным спектром изучены еще меньше.
В [9, c. 556] и [13] показано, что конечного спек-
тра для операторов дифференцирования второго
и четвертого порядка с соответствующими краевы-
ми условиями (60) быть не может. В 2008 году для
уравнений Джон Локкер поставил проблему [13]:
может ли краевая задача (59), (60) иметь конеч-
ный спектр? В том же году Т.Ш. Кальменовым и
Д. Сураганом [32] для регулярных краевых задач
с частными производными, в том числе и для за-
дач (59), (60), было доказано, что их спектр либо
пустое, либо бесконечное множество.

В [33] показано, что задача (59), (60) не может
иметь иметь конечного вещественного спектра. До-
казана более общая теорема для уравнения

y(n)+a1(x, λ)yn−1+. . .+an−1(x, λ)y′+

+an(x, λ)y=0, x∈ [0, 1],
(61)

где функции aq(x, λ) (q = 1, . . . , n) являются непре-
рывными от x на отрезке [0,1] и полиномами от
параметра λ.

Теорема 1. Если функции aq(x, λ) имеют вид:

aq(x, λ) = λ
q

q

∑
j=0

λ
−j aqj(x), aq0(x) = aq0 · r(x),

r(x) > 0, q = 1, 2, . . . , n,

а полином π(ω) = ωn + a10 ω
n−1 + · · ·+ aq0 не имеет

кратных корней, то спектр краевой задачи (61), (60)
представляет собой либо пустое, либо бесконечное
множество.

Доказательство этой теоремы вытекает из ра-
бот В.Б. Лидского и В.А. Садовничего [29, 30], где
показано, что характеристический определитель
∆(λ) задачи (61), (60), удовлетворяющей условиям
теоремы 1, является целой функцией класса К, а
количество его корней (если они есть) бесконеч-
но и, если характеристический определитель не
тождественен нулю, имеет асимптотические пред-
ставления, выписанные в работах [29,30].

Для случая, когда в уравнении (62) кратность
корня полинома π(λ) равна его степени (порядку
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дифференциального уравнения), доказано, что ко-
нечный спектр может существовать. Было показа-
но следующее: Пусть λ1, λ2, . . . , λn — некоторые ве-
щественные числа. Существует краевая задача (61),
(60), такая, что спектр этой задачи состоит толь-
ко из наперед заданных чисел λ1, λ2, . . . , λn.

Обозначим (λ− λ1) · . . . · (λ− λn) через p(λ), а
p(λ)− 1— через d. Тогда характеристический опре-
делитель ∆(λ) задачи с дифференциальным урав-
нением

y′′ − 2 d y′ + d2 y = 0 (62)
и краевыми условиями

U1(y) = y(0) = 0, U2(y) = y′(1) = 0 (63)

равен p(λ) ed(λ).
В этой же статье [33] был задан вопрос: может

ли краевая задача (61), (60) иметь конечный спектр
в случае, когда полином π(λ) имеет кратные корни,
но кратность корней меньше степени полинома.
Покажем, что такое может быть.

Теорема 2. Пусть λ1, λ2, . . . , λn — некоторые
комплексные числа. Существует краевая задача (61),
(60), у которой полином π(λ) имеет кратные корни,
такая, что спектр этой задачи состоит только из
наперед заданных чисел λ1, λ2, . . . , λn.

Доказательство. Обозначим

(λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn)

через p(λ), а
p(λ)− π

2− π — через a. Рассмотрим диф-

ференциальное уравнение

y(4) − 4 a y′′′ +
(

6 a2 +
π2

2

)
y′′+

+
(

4a3+aπ2
)

y′+
(

a4+
a2π2

2
+
π4

16

)
y=0

(64)

c краевыми условиями

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0, y(1) = 0. (65)

Фундаментальная система решений такова
(b = π/2):

y1(x, λ) = ea x · cos bx, y2(x, λ) = ea x · sin bx,

y3(x, λ) = x · ea x · cos bx, y4(x, λ) = x · ea x · sin bx.

Если a = 0, то характеристический определи-
тель ∆(λ) задачи (64), (65) равен

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
a

π

2
1 0

a2 − π2

4
a π 2 a π

0 ea 0 ea

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
(

a(2− π) + π

)
ea.

Таким образом, если a = 0, то характеристический
определитель равен π (не обращается в нуль), а
поэтому в случае a = 0 задача (64), (65) не имеет
собственных значений.

Если a 6= 0, то характеристический
определитель ∆(λ) задачи (64), (65) равен
∆(λ) =

(
a(2− π) + π

)
ea. Чтобы найти собствен-

ные значения, приравняем характеристический
определитель к нулю. Так как ea 6= 0, то p(λ) = 0.
Следовательно собственными значениями зада-
чи (64), (65) являются только комплексные числа
λ1, λ2, . . . , λn. Что и требовалось доказать.
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Survey of studies on degenerate boundary conditions
and finite spectrum

Akhtyamov A.M.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa, Russia
Bashkir State University, Ufa, Russia

It is shown that for the asymmetric diffusion operator the case when the characteristic determinant is identically
equal to zero is impossible and the only possible degenerate boundary conditions are the Cauchy conditions. In
the case of a symmetric diffusion operator, the characteristic determinant is identically equal to zero if and only if
the boundary conditions are false–periodic boundary conditions and is identically equal to a constant other than
zero if and only if its boundary conditions are generalized Cauchy conditions. All degenerate boundary conditions
for a spectral problem with a third–order differential equation y′′′(x) = λ y(x) are described. The general form of
degenerate boundary conditions for the fourth–order differentiation operator D4 is found. 12 classes of boundary
value eigenvalue problems are described for the operator D4, the spectrum of which fills the entire complex plane. It
is known that spectral problems whose spectrum fills the entire complex plane exist for differential equations of any
even order. John Locker posed the following problem (eleventh problem): are there similar problems for odd–order
differential equations? A positive answer is given to this question. It is proved that spectral problems, the spectrum
of which fills the entire complex plane, exist for differential equations of any odd order. Thus, the problem of John
Locker is resolved. John Locker posed a problem (tenth problem): can a spectral boundary–value problem have a
finite spectrum? Boundary value problems with a polynomial occurrence of a spectral parameter in a differential
equation are considered. It is shown that the corresponding boundary–value problem can have a predetermined
finite spectrum in the case when the roots of the characteristic equation are multiple. If the roots of the characteristic
equation are not multiple, then there can be no finite spectrum. Thus, John Locker’s tenth problem is resolved.

Keywords: degenerate boundary conditions, finite spectrum, tenth and eleventh John Locker problems
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