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Определение скорости и плотности жидкости внутри
трубопровода на упругих опорах1

Юлмухаметов А.А., Хакимов А.Г.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Исследуются собственные частоты изгибных колебаний трубопровода, провисающего над препятствием и на-
ходящегося под действием растягивающей силы. По обе стороны от провисающего участка труба лежит на
упругих опорах. Транспортируемая по трубопроводу жидкость находится под давлением. Прямая задача была
решена ранее, в настоящей статье решается обратная задача идентификации скорости и плотности транспорти-
руемой жидкости по известным собственным частотам изгибных колебаний. Уравнение изгибных колебаний
трубопровода описывается по модели Кирхгоффа. Характеристическое уравнение решается с помощью формул
Феррари. Определяется общее решение. Удовлетворяя общее решение граничным условиям, получаем систему
уравнений. Эта система дает частотное уравнение, которое решается уже численно на специально разработанной
программе в математическом пакете Maple. Применяется метод последовательных приближений, уже после
третьей итерации точность вычислений параметров скорости и плотности транспортируемой жидкости составляет
примерно 10−3. Таким образом, получено, что с увеличением частоты колебаний плотность жидкости внутри
трубы уменьшается. Определено, что с увеличением собственных частот изгибных колебаний трубопровода пара-
метр скорости транспортируемой жидкости растет. Показано, что по двум низшим частотам изгибных колебаний
трубопровода можно определить параметры скорости и плотности жидкости. Приведена зависимость массового
расхода жидкости от первой собственной частоты колебаний трубы. Показано, что с увеличением собственных
частот массовый расход уменьшается. Результаты исследования помогут развитию методов акустической диа-
гностики и методов неразрушающего контроля и найдут техническое применение для контроля и диагностики
состояния трубопроводных систем.

Ключевые слова: трубопровод, упругие опоры, изгибные колебания, собственные частоты, скорость и плотность
жидкости

1. Введение
Значительное количество трудов посвящено

изучению динамики и неустойчивостей трубопро-
водов. Несмотря на это, вопрос исследования тру-
бопроводных систем является актуальным не толь-
ко для нефтяных стран, таких, как Россия, но и для
всего мира. Приведем обзор нескольких современ-
ных работ в данной области.

В [1] рассматриваются свободные и гармониче-
ские колебания трубопровода, возникающие при
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транспортировке газосодержащей жидкости. Ко-
лебания происходят за счет неравномерного рас-
пределения по длине трубы скопления газа. Сам
трубопровод рассматривается как балка на упру-
гом основании, описываемая моделью Винклера,
подверженная действию пульсационной нагрузки.
Определяется спектр частот колебаний. Приведен-
ное решение может быть использовано для прогно-
за долговечности трубы.

Работа [2] посвящена исследованию отложе-
ний парафина в трубопроводах, подвергаемых се-
зонной чистке. Разработана полуэмпирическая мо-
дель накопления отложений парафина, позволя-
ющая рассчитывать распределение отложений по
длине трубопровода, а также находить толщину от-
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ложений на стенке перед проведением операции
очистки.

В [3] исследуются частоты и формы собствен-
ных колебаний шарнирно-опертых по концам кри-
волинейных участков стальных трубопроводов, со-
держащих стационарный поток жидкостей. Здесь
определено, что с увеличением рабочего внутрен-
него давления растут и частоты свободных колеба-
ний. Приведена численная оценка влияния внут-
реннего гидростатического давления на свободные
колебания в зависимости от различных значений
кривизны и толщины стенок трубопровода.

В работе [4] приводится точное решение зада-
чи о совместных (связанных) сейсмических коле-
баниях подземного трубопровода и бесконечной
упругой среды. На основании установленной тео-
ремы о разделении граничных условий для волно-
вых потенциалов на поверхности цилиндра пред-
ложен способ, существенно упрощающий реше-
ние внешней задачи для среды. Здесь также да-
ется сравнение точного решения и решения, по-
лученного в приближении одномерной деформа-
ции среды, предложенного ранее при формулиров-
ке связанных задач для трубопровода. Результа-
ты сравнения показывают, что решения практи-
чески совпадают как при дозвуковом режиме (ко-
гда скорость сейсмической волны меньше стержне-
вой скорости распространения волн в трубопрово-
де), так и в сверхзвуковом, при котором возможно
появление резонанса.

Достаточно полный обзор с кратким анализом
результатов теоретических исследований устой-
чивости и колебаний изотропных и композитных
(ортотропная модель) цилиндрических оболочек
конечной длины при взаимодействии с внутрен-
нимпотокомжидкости приведен в работе [5]. Здесь
сформулированы постановки различных линей-
ных и нелинейных задач о потере устойчивости
и закритическом деформировании несущих жид-
кость оболочек; построены общие и упрощенные
расчетные модели, описывающие процессы взаи-
модействия оболочек с протекающей жидкостью.
Предложены критерии, позволяющие устанавли-
вать моменты наступления неустойчивости «ква-
зистатического» (дивергентного) и динамическо-
го («флаттерного») видов. Проведен анализ влия-
ния конструктивных особенностей жестко присо-
единенных к несущей оболочке масс и начальных
несовершенств геометрического характера на по-
терю устойчивости. Рассмотрено влияние окружа-
ющей среды на значения критических скоростей
движения жидкости, при которых реализуется по-
теря устойчивости. С использованием одночастот-
ного асимптотического метода построены реше-

ния разрешающих уравнений несущих оболочек,
соответствующие их самовозбуждаемым и вынуж-
денным колебаниям. Изучены особенности дина-
мической потери устойчивости и закритического
деформирования оболочек при взаимодействии
с пульсирующим потоком жидкости. Рассмотре-
ны некоторые задачи о нестационарных процес-
сах медленного прохождения системы «оболочка–
протекающая жидкость» через гармонический и
параметрический резонансы.

2. Постановка задачи

Исследуются собственные частоты изгибных
колебаний трубопровода, провисающего над пре-
пятствием и находящегося под действием рас-
тягивающей силы. По обе стороны от прови-
сающего участка труба лежит на упругих опо-
рах. Транспортируемая по трубопроводу жид-
кость находится под давлением. По известному
спектру частот требуется определить скорость и
плотностьтранспортируемой жидкости.

Прямая задача идентификации собственных
частот изгибных колебаний трубопровода по из-
вестным скоростному параметру, параметру плот-
ности жидкости, коэффициентам упругости опор
была изучена в [6], в настоящей работе решается
обратная задача. Ранее уже проводились подобные
исследования. Определение параметров упругости
грунта, присоединенной массы грунта, давления
жидкости по известным собственным частотам из-
гибных колебаний трубопровода проведено в ра-
боте [7]. В этой работе скорость транспортируемой
жидкости не учитывалась.

Уравнение изгибных колебаний трубопровода
по модели Кирхгоффа имеет вид [8,9]:

EJ
∂4w∗
∂x4 +

(
ρiFiV2 + PiFi − N

) ∂2w∗
∂x2 +

+2ρiFiV
∂2w∗
∂x∂t

+ (ρF + ρiFi)
∂2w∗
∂t2 = 0

(0 6 x 6 L) .

(1)

Здесь E — модуль Юнга или модуль продольной
упругостиматериала; ρ—плотностьматериала тру-
бы; J — осевой момент инерции трубчатого сече-
ния; F — площадь поперечного сечения трубопро-
вода; ρi, Pi, V — плотность, давление и скорость те-
чения транспортируемой жидкости; Fi — площадь
сечения трубопровода «в свету»; N — усилие растя-
жения в трубопроводе; w∗ — прогиб трубопровода;
x — координата, направленная по оси трубопро-
вода; t — время; L — длина трубопровода между
опорами. Отсчитывая координату x от точки креп-
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ления, запишем граничные условия:

Q = −c1w∗, M = c2
∂w∗
∂x

(x = 0),

Q = c3w∗, M = c4
∂w∗
∂x

(x = L),
(2)

где c1, c2, c3, c4 — коэффициенты жесткости закреп-
ления трубопровода; M = EJ

(
∂2w∗

)
/
(
∂2x
)
— из-

гибающий момент; Q = EJ
(
∂3w∗

)
/
(
∂3x
)
— пере-

резывающая сила.
Введя безразмерные величины:

ξ =
x
L

, w =
w∗
L

, τ =
V0t
L

, V0 = L−1

√
EJ

(ρF + ρiFi)
,

R =
(N − PiFi) L2

EJ
, α =

V
V0

, β =
ρiFi

ρF + ρiFi
,

q = 2αβΩ, Ω =
ωL
V0

, r = −Ω2, Fi = πRi
2,

F = π

[
(Ri + h)2 − Ri

2
]

, J =
π

4

[
(Ri + h)4 − Ri

4
]

,

η1 =
c1L3

EJ
, η2 =

c2L
EJ

, η3 =
c3L3

EJ
, η4 =

c4L
EJ

,

и сделав подстановкуw = W (ξ) exp (iΩτ), из (1) по-
лучим уравнение, определяющее форму изгибных
колебаний трубопровода:

∂4W
∂ξ4 + p

∂2W
∂ξ2 + iq

∂W
∂ξ

+ rW = 0 (0 6 ξ 6 1). (3)

Здесь ω— круговая частота; α— скоростной пара-
метр; β— параметр плотности жидкости в трубо-
проводе; η1 − η4 — коэффициенты упругости опор.

С учетом введенных обозначений граничные
условия (2) записываются как:

∂W3

∂ξ3 = −η1W,
∂W2

∂ξ2 = η2
∂W
∂ξ

(ξ = 0),

∂W3

∂ξ3 = η3W,
∂W2

∂ξ2 = η4
∂W
∂ξ

(ξ = 1).
(4)

Общее решение уравнения (3) будем опреде-
лять в виде:

W (ξ) =
4

∑
j=1

Cj exp k jξ. (5)

Здесь комплексные волновые параметры
k j = k j(α, β, R, Ω), j = 1 . . . 4 находятся из харак-
теристического уравнения k4 + pk2 + iqk + r = 0,
которое решается с помощью формул Феррари так
же, как и в работе [6].

Удовлетворяя (5) граничным условиям (4),
получим однородную систему линейных урав-
нений относительно неизвестных постоян-
ных Cj (j = 1 . . . 4). Эта система определяет
частотное уравнение

D=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k1

3+η1 k2
3+η1 k3

3+η1 k4
3+η1

k1
2−η2k1 k2

2−η2k2 k3
2−η2k3 k4

2−η2k4(
k1

3−η3

)
exp k1

(
k2

3−η3

)
exp k2

(
k3

3−η3

)
exp k3

(
k4

3−η3

)
exp k4(

k1
2−η4k1

)
exp k1

(
k2

2−η4k2

)
exp k2

(
k3

2−η4k3

)
exp k3

(
k4

2−η4k4

)
exp k4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Таким образом, в рассматриваемую модель
трубопровода, транспортирующего жидкость под
давлением, входят параметры R, α, β, η1 − η4, кото-
рые зависят от усилия растяжения в трубопроводе
N, давления внутри трубопровода Pi, площади се-
чения трубопровода «в свету» Fi, скорости течения
жидкости внутри трубопровода V, коэффициентов
жесткости опор c1 − c4.

3. Решение обратной задачи
Обратная задача определения плотности и ско-

рости жидкости защемленного по краям трубопро-
вода уже рассматривалась в работе [10]. Здесь по
двум частотам изгибных колебаний определяет-
ся скоростной параметр, параметр плотности или
масса жидкости на единицу длины трубопровода и

безразмерный массовый расход жидкости по тру-
бопроводу. Задача была решена методом последо-
вательных приближений. Аналогичным образом
будем решать и поставленную задачу. Для этого
запишем систему двух уравнений:{

D1 = D1 (α, β, Ω1) = 0,
D2 = D2 (α, β, Ω2) = 0,

где D = D (α, β, Ω1) определяется из уравне-
ния (6) при известных коэффициентах упруго-
сти опор η1 − η4. Решение этой системы уравне-
ний определяется методом последовательных при-
ближений в области однозначной зависимости
скоростного параметра и параметра плотности
жидкости от частоты колебаний трубопровода.
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Таблица 1. Результаты расчета параметров α и β по известным частотам Ω1 и Ω2 при начальном приближении α0 и
β0 для η1 = η3 = 0.5, η2 = η4 = 0 (количество итераций расчетной программы =3)

Ω1 Ω2 α0 β0 α β

22.462351 61.704894 0.2 0.2 0.091163 0.091163
22.461301 61.703873 0.2 0.5 0.099905 0.401724
22.460889 61.703558 0.2 0.6 0.099988 0.500944
22.459974 61.702968 0.2 0.8 0.100092 0.700070
22.458698 61.701431 0.25 0.6 0.149833 0.501476
22.455626 61.698451 0.3 0.6 0.199693 0.501732
22.451685 61.694618 0.35 0.6 0.249936 0.500359
22.446862 61.689938 0.4 0.6 0.299785 0.500728

0.1

22.446 Ω
1

α

0

0.3

0.2

22.45 22.454 22.458

1

2

3

Рис. 1. Зависимость параметра скорости транспор-
тируемой жидкости α от первой собственной
частоты Ω1 изгибных колебаний трубопрово-
да при значениях коэффициентов упругости
опор η1 = η3 = 0.5, η2 = η4 = 0 для раз-
ных значений Ω2: кривая 1 — 61.698451, 2 —
61.701431, 3 — 61.073558

Задавая начальное приближение α0, β0, получим
D1 = D1 (α0, β0, Ω1) = u1, D2 = D2 (α0, β0, Ω2) = u2.
Поэтому можем записать

∂D1

∂α
dα+

∂D1

∂β
dβ = −u1,

∂D2

∂α
dα+

∂D2

∂β
dβ = −u2.

Из последней системы определяются параметры
dα и dβ, далее α0 = α0 + dα, β0 = β0 + dβ. Процесс
последовательных приближений продолжается до
тех пор, пока не выполнится условие точности.

Результаты расчета параметров α и β колеба-
ний трубопровода с упругими опорами для R = 0,
η1 = η3 = 0.5, η2 = η4 = 0 приведены в табл. 1. Вы-
числения проводятся по вышеописанному методу
на специально разработанной программе в среде

Таблица 2. Собственные частотыΩ1 иΩ2 при различ-
ных параметрах α и β, для η1 = η3 = 0.5,
η2 = η4 = 0

α β Ω1 Ω2
0.1 0.1 22.462351 61.704894
0.1 0.4 22.461301 61.703873
0.1 0.5 22.460889 61.703558
0.1 0.7 22.459974 61.702968
0.15 0.5 22.458698 61.701431
0.2 0.5 22.455626 61.698451
0.25 0.5 22.451685 61.694618
0.3 0.5 22.446862 61.689938

программированияMaple. Для сравнения и оценки
полученных результатов в табл. 2 приведен спектр
частот прямой задачи, определенных при задан-
ных параметрах α и β. Например, для значений α =
0.1 и β = 0.5 в прямой задаче (табл. 2) получены соб-
ственные частотыΩ1 = 22.460889 иΩ2 = 61.703558.
В обратной задаче для этих найденных частот с
начальным приближением параметров α0 = 0.2,
β0 = 0.6 (табл. 1) после трех итераций вычислитель-
ная программа выдает результаты α = 0.099988 и
β = 0.500944. Таким образом, программа расчета
собственных частот дает достаточно хорошие ре-
зультаты. Погрешность вычислений параметров
скорости и плотности транспортируемойжидкости
составляет примерно ∆α = |0.1− 0.099988| ≈ 10−5,
∆β = |0.5− 0.500944| ≈ 10−4. При анализе осталь-
ных результатов табл. 1 можно сделать вывод, что
параметры α и β определяются с точностью 10−3

(для количества итераций равного 3). Очевидно,
что с увеличением количества итераций точность
решения обратной задачи возрастет.

Таким образом, результаты вычислений обрат-
ной задачи, приведенные в табл. 1, имеют хорошую
сходимость. На рис. 1 представлена зависимость
параметра скорости транспортируемойжидкостиα
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Рис. 3. Зависимость массового расхода m от частоты
Ω1 при η1 = η3 = 0.5, η2 = η4 = 0 для раз-
ных значений Ω2: кривая 1 — 61.698451, 2 —
61.701431, 3 — 61.073558
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Рис. 2. Зависимость параметра плотности жидкости
β от частоты Ω1 при η1 = η3 = 0.5, η2 =
η4 = 0 для разных значений Ω2: кривая 1 —
61.698451, 2 — 61.701431, 3 — 61.073558

от первой собственной частоты Ω1 при различных
значениях параметра Ω2. Показано, что с увели-
чением первой собственной частоты Ω1 (при фик-
сированном значении второй собственной часто-
ты Ω2) параметр скорости жидкости α внутри тру-
бопровода возрастает. На рис. 2 показано влияние
собственных частот на плотность жидкости внутри
трубопровода. Получено, что с увеличением пер-
вой частотыΩ1 изгибных колебаний трубопровода
плотность жидкости β внутри трубопровода пада-
ет, причем тем быстрее, чем меньше вторая часто-
та Ω2 изгибных колебаний.

Зная параметры скорости и плотности жидко-
сти можно вычислить массовый расход по трубо-
проводу [10]:

m = αβ = ρiFiVL/
√

EJ (ρF + ρiFi).

На рис. 3 приведена зависимость массового расхо-
да жидкости m от первой собственной частоты Ω1
колебаний трубы при разных значениях частоты
Ω2. Получено, что массовый расходm уменьшается
с увеличением первой собственной частоты Ω1.

4. Заключение
Определено, что с увеличением частоты коле-

баний параметр плотности жидкости внутри тру-
бы уменьшается. Показано, что с увеличением соб-
ственных частот изгибных колебаний трубопрово-
да параметр скорости транспортируемойжидкости
растет. Получено, что по двум низшим частотам
изгибных колебаний трубопровода можно опреде-
лить параметры скорости и плотности жидкости.
Показано, что с увеличением первой собственной
частоты массовый расход уменьшается.
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Determination of the speed and density of the fluid
inside the pipeline on elastic supports

Yulmukhametov A.A., Khakimov A.G.

Mavlutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa, Russia

The natural frequencies of the bending vibrations of the pipeline are investigated. The pipe sags over the obstacle and
is under the action of tensile force. Outside the sagging area, the pipe rests on elastic supports. The fluid transported
through the pipeline is under pressure. The direct problem was solved earlier, in this article, the inverse problem of
identifying the speed and density of the transported fluid by the known natural frequencies of bending vibrations
is solved. The equation of bending vibrations of a pipeline is described by the Kirchhoff model. The characteristic
equation is solved using Ferrari formulas. The general decision is determined. We substitute the general solution
into the boundary conditions and obtain a system of equations. This system gives a frequency equation, which is
solved numerically on a developed program in the Maple package. The method of successive approximations is
applied, after the third iteration, the accuracy of calculating the parameters of the velocity and density of the liquid is
approximately 10−3. Thus, it was found that with an increase in the oscillation frequency, the density of the liquid
inside the pipe decreases. It is determined that with increasing natural frequencies of pipe bending vibrations, the
fluid velocity parameter increases. It is shown that the two lower frequencies of bending vibrations of the pipeline
can be used to determine the parameters of the velocity and density of the liquid. The dependence of the mass flow
rate of the liquid on the first natural frequency of the pipe oscillations is given. It is shown that with increasing
frequency, the mass flow rate decreases. The research results will help the development of acoustic diagnostic
methods and non-destructive testing methods and will find technical application for monitoring and diagnosing the
state of pipeline systems.

Keywords: pipeline, elastic supports, bending vibrations, natural frequencies, fluid velocity and density
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