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Математическое моделирование фильтраци-
онных процессов с использованием дробного
интегро-дифференцирования [1] имеет актуаль-
ное значение для моделирования течения флю-
идов в сложных неоднородных нефтегазоносных
пластах с естественной и техногенной трещино-
ватостью. Результаты такого моделирования игра-
ют важную роль при прогнозировании освоения
залежей трудноизвлекаемых запасов углеводоро-
дов. При этом математические модели фильтра-
ции с дробными производными по пространствен-
ным переменным, которые позволяют более есте-
ственным образом описывать процессы течения в
трещиновато-пористых пластах с эффектами даль-
него взаимодействия, существенно менее изучены,
чем модели с дробными производными по време-
ни, учитывающие эффекты степенной памяти.

Для построения модели многофазной филь-
трации используется дробно-дифференциальное
обобщение закона Дарси с потенциалом Рисса:

u𝑙 = −𝑘α𝑘𝑟𝑙
µ𝑙

∇ (𝑅α𝑝𝑙) , α ∈ (0, 1),

где u𝑙 – вектор скорости фильтрации фазы 𝑙, µ𝑙 –
вязкость фазы 𝑙, 𝑘α – дробно-дифференциальный
аналог проницаемости пористой среды, 𝑘𝑟𝑙 – от-
носительная фазовая проницаемость для фазы 𝑙,
𝑝𝑙 – давление фазы 𝑙, 𝑡 – время, а 𝑅α – потенци-
ал Рисса [1]. Подобный закон Дарси используется,
например, в работе [2].

Рассматривается частный случай плоского ра-
диального течения 𝑝𝑙 = 𝑝𝑙(𝑡, 𝑟), актуальный при ис-
следовании особенностей течения флюидов в при-
скважинной зоне, при котором потенциал Рисса, в
соответствии с работой [3], допускает одномерное
представление:
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где 𝐼α/20+ 𝑓(𝑠), 𝐼
α/2
− 𝑓(𝑠) – левосторонний и правосто-

ронний дробные интегралы Римана-Лиувилля [1].
Подстановка предложенного закона Дарси в

уравнения массового баланса приводит к много-
мерной модели фильтрации с потенциалом Рисса.
В данной работе рассматривается случай однофаз-
ной фильтрации и модель принимает вид

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= ∇ [𝑓(𝑝, 𝑟)∇ (𝑅α𝑝)] + 𝑞,

где 𝑞 – плотность объемных источников.
Рассматриваются различные постановки

начально-краевых задач представленной модели,
актуальные для практического применения.
Обсуждаются вопросы построения аналитических
решений соответствующих начально-краевых
задач.

Показано, что при 𝑓(𝑝, 𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, приме-
нение метода разделения переменных

(︀
𝑝(𝑡, 𝑟) =

𝑇 (𝑡)𝑤(𝑟)
)︀
к представленной выше модели приво-

дит к задаче типа Штурма-Лиувилля для дробно-
дифференциального обобщения модифицирован-
ного уравнения Бесселя:
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− λ2𝑟2𝑤(𝑟) = 0.

Обсуждаются вопросы построения фундамен-
тального решения рассматриваемой модели. Пока-
зано, что для частных случаев модели однофазной
фильтрации с потенциалом Рисса, представляю-
щих собой дробно-дифференциальные обобщения
уравнений Пуассона и Гельмгольца, фундаменталь-
ные решения представляются через функции Фок-
са [4].

Рассматриваются автомодельные решения
предложенноймодели, которыемогут быть постро-
ены с использованием интегрального преобразо-
вания Меллина и записаны в виде контурного ин-
теграла Меллина-Барнса, что также допускает их
возможное представление через функции Фокса.

Обсуждаются физические особенности филь-
трационных течений, соответствующих построен-
ным решениям.
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