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В данной работе рассматривается совместная 

динамика пузырьков и твердых сферических 

частиц при наличии акустического поля в 

неограниченной идеальной несжимаемой 

жидкости. Данное исследование представляет 

практический интерес для очистки поверхности в 

микроэлектронике и пенной флотации. 

Существует множество работ, посвященных 

исследованию динамики пузырьков и частиц 

(например, [1]), однако динамика кластера, 

содержащего несферические пузырьки и твердые 

сферические частицы, особенно в трехмерном 

случае, малоисследована, поскольку в 

большинстве теорий трехмерными эффектами 

пренебрегают. В связи с этим является актуальной 

задачей разработка численного подхода для 

изучения совместной трехмерной динамики 

деформированных пузырьков и частиц. Для 

решения задачи был выбран метод граничных 

элементов для потенциальных течений, 

описанный авторами настоящей работы в [2] 

Рассматривается движение пузырька объема 

𝑉𝑏  ограниченного поверхностью 𝑆𝑏  и твердой 

частицы объема 𝑉𝑝 ограниченной поверхностью 

𝑆𝑝  в неограниченной идеальной несжимаемой 

жидкости. Движение жидкости описывается 

уравнениями Эйлера. 
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𝑝 – давление, v – скорость, 𝜌 – плотность, g – 

вектор ускорения свободного падения.  

Кроме того, предполагается, что течение 

потенциальное, то есть v = 𝛻𝜙,  где 𝜙  — 

потенциал скорости, который удовлетворяет 

уравнению Лапласа ∇2𝜙 = 0  и на границе 𝑆𝑏 

определяется согласно динамическому условию 
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Давление в газе определяется согласно 

некоторому политропному процессу 
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где 𝜅  – средняя кривизна поверхности 

пузырька, 𝛾  – коэффициент поверхностного 

натяжения. 

Давление в жидкости 𝑝∞  изменяется 

согласно действующему акустическому полю и в 

момент времени 𝑡 определяется как 
𝑝∞(𝑡) = 𝑝0 + 𝑝𝑎(𝑡),   𝑝𝑎(𝑡) = 𝑃𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡 + 𝜙). 

Движение точек поверхности пузырька и 

частицы описывается кинематическим 

уравнением 
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где 𝐧  – нормаль к поверхности дисперсных 

включений 𝑆, направленная в сторону жидкости, 

𝐱 – радиус-вектор точек на поверхности 𝑆. 

Проведены расчеты и анализ динамики 

структурированного кубического пузырькового 

кластера с примесями твердых сферических 

частиц. На рисунке представлена форма кластера 

из пузырьков (синий цвет) и твердых частиц 

(красный цвет) в конце одного периода 

колебаний акустического поля.  

 
Численное моделирование показало 

зависимость деформации пузырьков от размеров 

кластера. В маленьких кластерах пузырек может 

испытывать сильные деформации включая 

образование струи. Анализ динамики показал, 

что в среднем за период пузырьки перемещаются 

к центру кластера, частицы оказывают влияние 

на динамику пузырьков, особенно во время 

сжатия. 
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