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Подготовка статьи для журнала
«Многофазные системы»: руководство для автора1
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Аннотация (abstract) оформляется в заголовке исходного файла как параметр команды \abstract{}.
Аннотация призвана дать развернутое описание статьи, позволяющее судить о содержании, используемых
исследовательских подходах и полученных результатах. Объем аннотации составляет 200–250 слов (в итоговом
файле они занимают от 18 до 22 строк).
Аннотация может содержать математические символы (греческие буквы, акценты, символ градуса и др.), но
не должна включать формулы. Исключение делается для определяющих важные величины равенств, то есть
математических выражений вида α = 123.
Аннотация не должна содержать таблицы, изображения, ссылки на литературу и иные перекрестные ссылки.
В представленной статье дается краткое руководство по использованию класса mfs.cls, определяющего
оформление статьи в журнале «Многофазные системы». Описание дается таким образом, чтобы оно могло быть
использовано в качестве шаблона для подготовки Вашей статьи.
Редакция журнала «Многофазные системы» и авторы данной статьи просят Вас внимательно следовать представ-
ленному описанию, уделяя особое внимание тем пунктам, которые выделены полужирным шрифтом.

Ключевые слова: подготовка статьи, оформление, особенности, до 7 словосочетаний

1. Введение
Представленная статья является файлом-

инструкцией для авторов по оформлению
исходного текста в LATEX2ε для представления к
публикации в журнале «Многофазные системы»,
кроме того, в статье дана информация о порядке
прохождения рецензии и документах, которые
необходимо предоставить в редакцию.

При оформлении желательно использовать
исключительно стандартные команды LATEX2ε, а
также команды и возможности, предоставляемые
стандартными пакетами:

1Если вы хотите выразить благодарность за финансовую под-
держку, сделайте это в виде сноски к названию статьи на первой
странице.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Галимзянов М.Н.
©Михайленко К.И.
© Налобина Е.А.

• mathtext (для использования русских букв в
формулах);

• graphicx (для подготовки и размещения ил-
люстраций);

• amsfonts, amsmath, amssymb (для использо-
вания шрифтов и символов от AMS).

Указанные пакеты подключаются автомати-
чески, поэтому нет необходимости их описывать
явно в заголовке исходного файла.

Также автоматически подключаются слу-
жебные пакеты fontenc, inputenc, babel,
mathpazo, paratype, hyperref, indentfirst,
balance, caption, cite, cmap, cuted,
dblfloatfix, lastpage, mathtext, microtype,
qrcode, tikz. Использование иных пакетов
не рекомендуется.

При оформлении статьи допускается введе-
ние автором новых команд (\newcommand{}{}).

http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.001
http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.001
https://doi.org/10.21662/mfs2021.1.001
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Но при этом замена существующих команд
(\renewcommand{}{}) абсолютно недопустима.

Редакция рекомендует при подготовке статьи
использовать последнюю версию дистрибутива
TEXLive, ISO-образ для установки можно взять, на-
пример, с зеркала.

2. Подготовка статьи
Страница статьи, представляемой в журнал,

должна иметь размеры 297× 210 мм (формат А4),
что обеспечивается использованием специально
подготовленного класса mfs.

При наборе текста абзацы отделяются друг от
друга пустой строкой.

Допускается использование стандартных окру-
жений для формирования списков, таких как
itemize, enumerate и description.

2.1. Заголовок

Название статьи указывается как аргумент
команды \title{}. При необходимости указа-
ния информации о проектах и грантах, в рам-
ках которых выполнялось исследование, при за-
головке формируется сноска с помощью команды
\thanks{}.

Список авторов вносится посредством коман-
ды \author{}. Для каждого автора записываются
фамилия и инициалы, отделенные отбивками, как
это показано в исходном тексте текущей статьи. В
том случае, когда авторы являются сотрудниками
разных организаций, это поясняется одним, двумя
или более символами «∗» в верхнем индексе по-
сле ФИО автора. Для этого используется команда
\superscript{*}.

Список организаций, в которых работают авто-
ры указывается декларацией \institute{}. Если
организаций указывается более одной, название
каждой организации предваряется одним, двумя
или более символами «∗» в верхнем индексе (ко-
манда \superscript{*}), наименование каждой
организации помещается на новой строке, как это
сделано в данном примере.

Аннотация статьи также записывается в ви-
де декларации (команда \abstract{}). Аннота-
ция должна содержать 200–250 слов. Аннотация
может содержать математические символы (грече-
ские буквы, акценты, символ градуса и др.), но не
должна включать формулы. Исключение делается
для определяющих важные величины равенств, то
есть математических выражений вида α = 123.

Аннотация не должна содержать таблицы,
изображения, ссылки на литературу и иные пе-
рекрестные ссылки.

В параметре декларации \keywords{} строч-
ными буквами через запятую перечисляются клю-
чевые слова, характеризующие содержание статьи
(не более 7 слов или словосочетаний).

Описанные декларации размещаются до
начала текста статьи (то есть до команды
\begin{document}).

Заглавие статьи формируется командой
\maketitle, которую необходимо указывать в
самом начале текста (непосредственно после
команды \begin{document}.

2.2. Разделы документа

В оформлении статей могут использоваться
заголовки только двух уровней: раздел и подраз-
дел. Данные заголовки формируются командами
секционирования \section{} и \subsection{}.

Заголовки должны быть нумерованными, по-
этому использование вариантов команд секциони-
рования со звездочкой недопустимо.

В конце названия раздела точка не ставит-
ся, как это показано в данной статье.

2.3. Рисунки и таблицы

Таблицы и рисунки оформляются посредством
окружений table и figure, формирующих соот-
ветствующие плавающие объекты, размещаемые в
колонке. Если таблица или рисунок имеют слиш-
ком большую ширину, допускается их размещение
на всю ширину страницы в верхней или нижней ее
части. Такое размещение обеспечивается окруже-
ниями table* и figure*.

Таблицы и рисунки должны быть центрирова-
ны по ширине колонки или страницы.

Все рисунки и таблицы должны иметь исчер-
пывающую поясняющую подпись. Подпись к таб-
лице помещается над таблицей, подпись к рисун-
ку — под рисунком. Подпись формируется стан-
дартной командой \caption{}.В конце подписи
к рисунку или таблицы точка не ставится.

Пример размещения объекта по ширине стра-
ницы показан на рис. 1, а по ширине колонки — в
табл. 1. В тексте должны присутствовать ссылки на
все рисунки (отмечаются сокращением «рис.»), и
все таблицы (сокращение «табл.»), оформленные
с помощью стандартных команд оформления
перекрестных ссылок \label{} и \ref{}, как
это сделано в исходном тексте первого предложе-
ния данного абзаца.

В некоторых случаях, для достижения наилуч-
шего размещения рисунка на заданной странице,
имеет смысл переместить соответствующую ко-
манду на несколько абзацев выше или ниже ре-
ального упоминания рисунка в исходном файле.

https://www.tug.org/texlive/
https://mirrors.mi-ras.ru/CTAN/systems/texlive/Images/texlive.iso
http://mfs.uimech.org/files/mfs.cls


2021. Т. 16. №1 3

Многофазные
системы

Рис. 1. Пример рисунка (размещение по ширине страницы)

Однако, данному вопросу не стоит уделять излиш-
нее внимание, так как при редакторской обработке
рисунки могут быть перемещены и/или переком-
понованы для лучшего представления статьи.

Каждый рисунок должен быть оформлен в ви-
де отдельного файла в векторном формате pdf или
eps. Лучше всего, если они исходно будут сохра-
нены в данный формат средствами используемой
программынаучной графики. В отдельных случаях,
например для фотографий, допускается использо-
вание растрового формата jpg или конвертация
фотографии в eps. При этом, чтобы не было боль-
ших потерь в качестве изображения, лучше всего
использовать растровое изображение максималь-
ного доступного качества.

Схемы следует рисовать средствами LATEX
(окружение picture или пакет TikZ); средствами
MetaPost; или с использованием произвольного
редактора векторной графики с сохранением ре-
зультата в векторный формат (PDF, EPS или SVG).
Использование растровой графики для подготовки
схем не допускается.

Если вы используете pdflatex для прямого
получения pdf из tex-файла, то предпочтитель-
ными рабочими форматами графических файлов
должны быть pdf и для фотографий jpg. Если ис-
пользуется связка latex-dvips-ps2pdf, то рабо-
чим форматом будет только eps, однако в редак-
цию следует предоставить также jpg-файлы, если
они использовались.

При подготовке рисунка следует придержи-

Таблица 1. Пример таблицы (размещение по ширине
колонки)

A B C D
a b c d
a b c d
a b c d

ваться следующих правил:

• все надписи на рисунках должны быть выпол-
нены шрифтом того же начертания, что и
текст статьи;

• размер символов на рисунке должен соответ-
ствовать размеру символов в тексте статьи;

• обозначение осей на графиках (физические ве-
личины,функции, переменные) делаются вма-
тематическом стиле — курсивом;

• единицы измерения (кг, м, c, . . . ) записывают-
ся прямым шрифтом и на русском языке.

2.4. Математические выражения
Математические выражения набираются с ис-

пользованием стандартных средств LATEX2ε.
Для расширения выразительной возможности

математических выражений автоматически
подключаются пакеты amsfonts, amsmath,
amssymb из множества AMS.

Использование как нумерованных, так и нену-
мерованных выражений допустимо.

Ненумерованные формулы следует оформлять
только указанным образом: \[ \]. Математиче-
ские символы в тексте выделяются знаками $ $
или \( \):

Известно, что двумерное течение вязкой
жидкости в прямоугольном канале
описывается законом Пуазейля. Эпюра
продольной скорости при этом имеет
форму параболы:
\[
v(x) = \frac{\Delta p L^2}{4 \mu h}
\left[ \frac{x}{L} - \left(
\frac{x}{L} \right)^2 \right] \,,

\qquad x \in [0, L],
\]
где $\Delta p$~--- перепад давления
в канале; $\mu$~--- вязкость жидкости;
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$h$~--- длина канала; $L$~--- ширина
канала.

Приведенный участок исходного текста на страни-
це статьи будет выглядеть так, как показано ниже.

Известно, что двумерное течение вязкой жидкости
в прямоугольном канале описывается законом
Пуазейля. Эпюра продольной скорости при этом
имеет форму параболы:

v(x) =
∆pL2

4µh

[
x
L
−

( x
L

)2
]

, x ∈ [0, L],

где ∆p — перепад давления в канале; µ— вязкость
жидкости; h — длина канала; L —ширина канала.

Нумерованные формулы необходимо оформ-
лять указанным образом:

Уравнение неразрывности жидкой фазы:
\begin{equation}\label{mu_eq1}
\frac{\partial \rho_i}{\partial t} +

\nabla \rho_i \vec{v}_i = 0 \,.
\end{equation}

Уравнение неразрывности жидкой фазы:
∂ρi
∂t

+∇ρi~vi = 0 . (1)

Оформление ссылки на даннуюнумерованную
формулу, содержащую метку \label{mu_eq1}
производится командой (\ref{mu_eq1}).

Многострочные формулы оформляются с по-
мощью окружения array:

\begin{equation}\label{array-example}
\begin{array}{c}
\displaystyle a+b=c\,, \\[2mm]
\displaystyle d-e<f\,.
\end{array}

\end{equation}

a + b = c ,

d− e < f .
(2)

Команда \displaystyle в каждой строке
окружения array применяется для корректного
отображения дробей и иных аналогичных матема-
тических конструкций. Структура \\[2mm] опре-
деляет вертикальный отступмежду строками выра-
жения, отличающийся от стандартного (в примере
указано расстояние 2 мм).

Использование окружения eqnarray и
иных подобных не допускается.

2.5. Перекрестные ссылки и литература

Перекрестные ссылки оформляются стандарт-
ными средствами с помощью команд \label{} и
\ref{}.

Ссылки на литературу формируются командой
\cite{}. Ссылки перечисляются через запятую
или тире, например [1], [2, 3], [3, 4, 6–8]. Правиль-
ное оформление таким образом перечисленных
ссылок обеспечивается пакетом cite.

Библиографические источники оформляются
в порядке их упоминания в тексте статьи посред-
ством стандартного окружения thebibliography
в соответствии с требованиями ГОСТ Р 7.0.12-2011.
Примеры оформления по ГОСТу приведены в спис-
ке литературы для случаев книги [1], статьи из жур-
нала на русском языке [2], на английском языке [3],
на русском языке приналичииперевода [2,4,5], тру-
дов конференции [6], диссертации [7], электронной
публикации [8].

Если библиографический источник индекси-
рован в базах данных DOI, eLibrary, MathNet, либо
имеет электронный адрес на сайте журнала или из-
дательства, после библиографической записи сле-
дует привести ссылку в соответствии со следующи-
ми правилами. Если имеется индекс DOI, то указы-
ваемего, какпоказано впримерах [2,3]. СсылкаDOI
формируется командой \doi{}. Если DOI-индекс
у публикации отсутствует, но публикация индек-
сирована в РИНЦ, указывается индекс eLibrary (ко-
манда \elib{}), как показано на примере ссыл-
ки [6]. При отсутствии предыдущих индексаций,
но при наличии индекса MathNet, приводится ин-
декс [5] (команда \mathnet{}). Последний вари-
ант — ссылка на страницу публикации на сайте
журнала или издательства. Это делается командой
\url{}, как показано в [8].

При отсутствии перечисленных выше вариан-
тов ссылок ничего иного указывать не надо [1,7].

3. Перевод на английский
В конце статьи, написанной на русском языке,

приводится перевод на английский названия ста-
тьи, транслитерация фамилий авторов, их аффили-
ации, перевод аннотации, ключевых слов и списка
литературы. Перед соответствующими командами
и декларациями необходимо переключить класс
mfs на обработку английского языка, для чего ука-
зывается команда \toEnglish.

Перевод списка литературы должен соответ-
ствовать ряду правил.

Если статья, на которую указывает ссылка, бы-
ла переведена на английский язык и опубликована
в английской версии журнала, то необходимо ука-
зывать ссылку из переводного источника.
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Последовательность перевода-транслитера-
ции ссылки на источник, не имеющий перевода
на английский: авторы (транслитерация), перевод
названия статьи на английский язык в квадратных
скобках, название источника (транслитерация, на-
клонный шрифт), перевод названия источника на
английский язык в квадратных скобках, выходные
данные с обозначениями на английском языке. По-
сле ссылки в скобках указывается язык публикации
«(in Russian)».

Порядок транслитерации по ГОСТ приведён в
табл. 2. Примеры транслитераций можно увидеть в
переводном списке литературы по ссылкам [1,6,7].

Метки публикаций в переведенном списке ли-
тературы должны быть уникальными, то есть отли-
чаться от соответствующих меток в списке литера-
туры на русском языке хотя бы одним символом.

4. Особенности оформления
Для сохранения полиграфического качества

текста следует придерживаться следующих правил
при наборе исходного текста:

1. В тексте следует использовать два вида ти-
ре. Короткое тире, набираемое сдвоенным
символом --, используется для указания чис-
ловых диапазонов, не отбивается пробе-
лами (25--30: 25–30; пять--семь: пять–
семь). Также короткое тире без отбивки ис-
пользуется в парах имён: (теория Иванова-
-Петрова: теория Иванова–Петрова). Длин-
ное тире, используемое в остальных случаях,
набираемое тройным символом ---, обяза-
тельно отбивается пробелами и предваря-
ется символом неразрывного пробела «~» ;
$\mu$~--- вязкость: µ— вязкость).

2. В тексте следует использовать кавычки-
елочки, набираемые сдвоенными
символами «больше» и «меньше»

Таблица 2. Транслитерация букв русского языка в со-
ответствии с ГОСТ 7.79–2000

а a к k х x
б b л l ц c
в v м m ч ch
г g н n ш sh
д d о o щ shh
е e п p ъ "
ё yo р r ы y
ж zh с s ь ’
з z т t э e’
и i у u ю yu
й j ф f я ya

(<<больше>> и <<меньше>>). Допусти-
мы вложенные кавычки-лапки, набираемые
сдвоенной запятой и одинарной кавычкой
(<<Кавычки ,,второго‘‘ уровня>>: «Ка-
вычки „второго“ уровня»). Символ дюйма " в
качестве кавычек абсолютно исключается.

3. В тех случаях, когда необходимо предотвра-
тить разрыв строки на одном из пробелов,
вместо простого пробела набирается символ
неразрывного пробела ~ (тильда). К таким слу-
чаям следует отнести пробел перед длинным
тире (см. пример выше с правилами расстано-
вок тире); пробел между фамилией и инициа-
лами (Л.Д.~Ландау); пробел между значени-
ем или обозначением физической величины и
ее размерностью ($5$~км/ч; $p$,~Па).

5. Состав класса mfs
Класс, определяющий оформление статьи для

журнала «Многофазные системы», содержит следу-
ющие файлы:

Файл mfs.cls содержит в себе непосредствен-
но код класса. Для работы со статьями необходим
только этот файл.

Файл mfs-example.cls — исходный файл
представленного примера-описания; файл mfs-
example.pdf— обработанный LATEX пример.

Файлы mfs.pdf и mfs.eps содержат изобра-
жение логотипаЖурнала, используемое в примере.
При этом файл mfs.pdf используется при вызове
pdflatex для создания итогового pdf-файла ста-
тьи, а файл mfs.eps используется при обработке
исходного файла связкой latex-dvips-ps2pdf.

6. Заключение
В исходном тексте этого файла авторы данной

статьи постарались рассмотреть основные особен-
ности и требования, связанные с оформлением tex-
файла представляемой в Журнал статьи.

Также приведены примеры оформления гра-
фическойинформациииописаныособенности тре-
бований Журнала.

Авторы и редакция выражают надежду, что
Вы внимательно прочитали это руководство. Про-
сим особо учесть те пункты, которые выделены
полужирным шрифтом. Несоблюдение указанных
пунктов может привести к отклонению статьи по
техническим причинам.

В тех случаях, когда автор не имеет достаточ-
ных навыков для подготовки исходного текста ста-
тьи средствами LATEX2ε, либо возникли какие-либо
сложности, просим связаться с редакцией для по-
мощи и консультации.

http://mfs.uimech.org/files/mfs.cls
http://mfs.uimech.org/files/mfs-example.cls
http://mfs.uimech.org/files/mfs-example.pdf
http://mfs.uimech.org/files/mfs-example.pdf
http://mfs.uimech.org/files/mfs.pdf
http://mfs.uimech.org/files/mfs.eps
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Численное исследование зависимости
скорости волны фильтрационного горения газа

от параметров процесса

Садриддинов П.Б.

Таджикский национальный университет, Душанбе

В работе рассмотрено численное исследование зависимости скорости распространения фронта фильтрационного
горения газа от других физико-химических параметров, а именно от скорости вдува газа, диаметра частиц пори-
стой среды. Численные расчеты производятся для трех составов водородо-воздушных смесей (65% H2+воздух,
55% H2+воздух, 33% H2+воздух). Также для численного исследования конструируется разностная схема. С по-
мощью этой схемы создан комплекс программ на языке Delphi 7. Полученная программа дает возможность
тщательно исследовать вышеуказанные зависимости. Представленные результаты показывают хорошее согласо-
вания с известными экспериментальным данными, а также позволяют получить новые выводы о структуре волны
фильтрационного горения газов.
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частиц, химическая реакция, дифференциальные уравнения

Настоящая работа посвящена численному ис-
следованию зависимости скорости волны филь-
трационного горения газов от других физико-
химических параметров. Фильтрационное горение
газов (ФГГ) рассматривается в инертной пористой
среде, представленной в виде трубы достаточно
большой длины, заполненной зернистым материа-
лом. С правого конца трубыподается газовая смесь,
которая продвигается к левому концу. На этом кон-
це происходит поджог газа, и через некоторое вре-
мя фронт горения начинает распространяться к
правому концу. В зависимости от процентного со-
отношения водорода в воздушной смеси, скоро-
сти его вдува, свойств материала и т.д. фронт горе-
ния может распространяться вправо, остановить-
ся или уноситься потоком к левому концу трубы.
Изучение закономерностей этого процесса откры-
вает возможности проектирования новых техно-

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Садриддинов П.Б.

логий в различных областях химической промыш-
ленности. Для теоретического описания процесса
ФГГ используется математическая модель Лаевско-
го Ю.М. и Бабкина В.С. [1], в которой состояние
рассматриваемого объекта в точке с координатой
x в момент времени t характеризуется тремя функ-
циями: температурами газа T1, пористой среды T2
и относительной концентрации n недостающего
компонента газа. Процесс распространения волн
ФГГ изучается по оси x, движущейся поступатель-
но с постоянной скоростью u вдоль неподвижной
оси ξ(x = ξ− ut). В экспериментах было обнару-
жено, что волна ФГГ в подвижной системе коорди-
нат x довольно быстро стабилизируется. Для изу-
чения установившегося состояния волны Бабки-
ным В.С. и другими впервые предложена следую-
щая математическая модель:

http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.002
http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.002
https://doi.org/10.21662/mfs2021.1.002
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−ρ2c2u
dT2

∂x
=

= d
dx

(
α2λ2

dT2

dx

)
+ αcSc(T1 − T2),

ρ1cp(v1 − u) dT1

dx
=

= d
dx

(
α1λ1

dT1

dx

)
−αcSc(T1−T2)+ρ1Qη0 J,

ρ1(v1 − u) dn
dx

= d
dx

(
ρ1D

dn
dx

)
− ρ1 J,

J = nk0 exp(E/RT1),

ρ1(v1 − u) = const, ρ1T1 = const,

(1)

где

αc = Nuλ1

de f f
; Nu = 0, 395Re0,64

1/3
Pr ; Re =

|υ10|de f f ρ
0
1

µ1
;

Pr =
cpµ1

λ1
; de f f = 2α1d

3α2
; Sc = 6α2

d
;

T1, T2 — температуры газа и пористой среды; n —
относительная массовая концентрация недостаю-
щего компонента; υ1 — скорость газа в порах; ρ1,
cp — приведенная плотность и теплоемкость сме-
си газов при постоянном давлении; ρ2, c2 — те же
величины для пористой среды; λ1 — коэффициент
теплопроводности смеси газов; λ2 — эффективный
коэффициент теплопроводности пористой среды;
α1, α2 —объемные содержания газа и пористой сре-
ды;αc —поверхностныйкоэффициентмежфазного
теплообмена; Sc —удельная поверхность пористой
среды; α0 — объемный коэффициент теплоотда-
чи в окружающее пространство; Q — тепловой эф-
фект реакции; J — скорость химической реакции;
k0 — предэкспонент; E — энергия активации; R —
универсальная газовая постоянная; µ1, η0, d — по-
стоянные физико-химические и геометрические
параметры газа и пористой среды.

Причем на искомые функции накладываются
следующие ограничения:

x = −∞ : T1 = T2 = T0, n = 1,

x = +∞ :
dT1

dx
= dT2

dx
= 0,

dn
dx

= 0.
(2)

Первое и второе уравнения системы (1) опи-
сывают перенос тепла в пористой среде и газовой
смеси, третье и четвертое характеризуют перенос
масс недостающего компонента газа и газовой сме-
си в целом и пятое — уравнение состояние газа.

Система стационарных уравнений на основе
решения математической модели фильтрационно-
го горения газов, состоящая из одномерных урав-
нений сохранения энергии газа и пористой среды,

сохранения массы недостающего компонента сме-
си газов, сохранения полного количества вещества
в потоке и уравнения идеального газа, была созда-
на и исследована рядом авторов [2–4].

Из (1) с граничными условиями (2) получим
следующую систему для изучения структуры ста-
ционарных волн фильтрационного горения газов
в движущейся с постоянной скоростью U системе
координат и на бесконечном интервале времени:

−ρ2c2U
dT2

dx
=

= α2λ2
d2T2

dx2 + αcSc(T1 − T2)− α0,e(T2 − T0),

ρ1cp(v1 −U) dT1

dx
=

= −αcSc(T1 − T2) + ρ1Qη0nk0 exp(−E/RT1),

ρ1(v1 −U) dn
dx

= −ρ1nk0 exp(−E/RT1),

ρ1(v1 −U) = ρ10(v10 −U), ρ1T1 = ρ10T0.

(3)

Граничные условия задачи:

x = −∞ : T1 = T0, T2 = T0, n = 1,

x = +∞ :
dT1

dx
= 0,

dT2

dx
= 0, n = 0.

(4)

Численно задача решается методом Рунге–
Кутта четвертого порядка точности. Для убеди-
тельности правильного использования этого ме-
тода численно решается система из трех диффе-
ренциальных уравнений с тремя неизвестными
функциями, допускающая аналитическое реше-
ние, подобная системе (3). Все расчетные значе-
ния скоростей вычислены при следующих теп-
лофизических характеристиках: ρ0

1 = 0.6 кг/м3,
ρ0

2 = 3000 кг/м3, α1 = 0.5, cp = 103 Дж/(кг·К),
c2 = 660 Дж/(кг·К), T0 = 300 K, λ1 = 0.084 Вт/(м·K),
λ2 = 4 Вт/(м·K), E = 126 · 103 кг·м2/(с2·моль),
Q = 15.13 · 106 м2/с2, k0 = 5 · 1010 с−1, d = 10−3 м,
η0 = 0.077, R = 8.314 кг·м2/(с2·моль·К).

Для этого предварительно приведем уравне-
ния к безразмерному виду:

θ1 = T1 − T0

Te − T0
, θ2 = T2 − T0

Te − T0
, x = ξ

L
, n = η

η0
,

получим

dθ1

dx
= a1(θ1 − θ2) + a2 exp

(
a6

θ1 + a7

)
,

dθ2

dx
= 1

a3

d2θ2

dx2 + a4(θ1 − θ2),

dx
dx

= a5n exp
(

a6

θ1 + a7

)
,

(5)
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где

a1 =− LαcSc

α1cpρ10(v10−u) , a2 = η0QLk
(Te−T0)(cp(v10 − u)) ,

a3 = −uρ2c2L
α2λ2

, a4 = −αcScL2

α2λ2
,

a5 = − Lk0

v10 − u
, a6 = − E

Te − T0
, a7 = T0

Te − T0
.

Здесь L — характерный размер.
Систему (5) разрешим относительно старших

производных:

dn
dx

= a5n exp
(

a6

θ1 + a7

)
,

dθ1

dx
= a1(θ1 − θ2) + a2n exp

(
a6

θ1 + a7

)
,

dθ2

dx
= ϑ2,

dϑ2

dx
= 1

a3
ϑ2 −

a4

a3
(θ1 − θ2).

(6)

При решении задачи (6) с помощью метода
Рунге–Кутта с погрешностью не более четверто-
го порядка малости (h4) оказалось, что разность
между расчетными и аналитическими решениями
на каждом шаге интегрирования интеграла энер-
гии не превышает 10−4, что подтверждает высокую
точность метода.

Стационарная скорость U подбирается таким
образом, чтобы решение задачи (3) выходило из
одной особой точки (T1 = T0, T2 = T0) и входило в

другую
dT1

dx
= 0,

dT2

dx
= 0, n = 0.

Для детального численного анализа влияния
параметров системы «пористая среда – газ» на ха-
рактеристики волны ФГГ и получения достаточ-
ного представления о ее стационарной структуре
рассматривался широкий диапазон входящих в си-
стему параметров.

На рис. 1 показана зависимость скорости рас-
пространения фронта ФГГ u от скорости вдува газа
v10 для различного процентного содержания во-
дорода в смеси. Обычно в научной литературе по
фильтрационному горению газов приводится за-
висимость скорости волны ФГГ от скорости вду-
ва газа u(v10) при разных значениях параметров
системы [5,6].

Поэтому для изучения влияния содержания
водорода в смеси на изменения u(v10) были рас-
смотрены три варианта процентного содержания
водорода в смеси: 65 %, 55 %, 23 %. Из представлен-
ных графиков зависимости u = u(v10) видно, что
по мере уменьшения содержания водорода в сме-
си скорость распространения волны фильтраци-
онного горения газа навстречу потоку увеличива-
ется, что подтверждается расположением кривых

Рис. 1. Зависимость скорости распространения фрон-
та ФГГ u от скорости вдува газа v10:
1 — (23% H2), 2 — (55% H2), 3 — (65% H2)

зависимости u = u(v10) на рис. 1. Следует отме-
тить, что кривые 2 и 3 показывают наличие мак-
симумов при u = −0.00036748 м/с, v10 = 3 м/с и
u = −0.0001368 м/с, v10 = 2 м/с , что соответствует
экспериментальным результатам [5].

На рис. 2 приводятся расчетные кривые за-
висимости скорости волны от диаметра частиц
пористой среды при различных значениях скоро-
сти вдува. При каждом фиксированном значении
скорости вдува кривые возрастают с увеличени-
ем диаметра частиц пористой среды. Например,
согласно кривой 1 при v10 = 1 м/с и d = 1 мм ско-
рость волны u = −0.0001368 м/c, а при d = 6 мм—
u = −1.50E− 05. В этом случае по характеру возрас-
тания кривой можно ожидать, что при некотором
диаметре частиц скорость волны будет равна нулю,
то есть реализуется стоячая волна горения.

Из графиков зависимости на рис. 2 получаем
подтверждение известных результатов экспери-
ментальных данных [5].

Также были рассчитаны зависимости скорости
вдува газа от изменения диаметра частиц (рис. 3).
С увеличением скорости вдува кривые располага-
ются все выше и выше, и стоячая волна горения
реализуется при относительно малых диаметрах
частиц. Например, согласно кривой 2 v10 = 3 м/с,
u = 0 при d ≈ 1.5 мм.

Из рис. 2 и 3 видно, что при некоторых ком-
бинациях скорости вдува и диаметра частиц су-
ществует стоячая волна горения (u = 0). Пред-
ставлялось интересным проверить возможность
моделирования этого процесса. Оказалось, что по-
лученные в настоящей работе численные решения
подтверждают результаты экспериментов. Выпол-
ненные расчеты показали, что в случае 55% H2
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Таблица 1. Характеристики режимов

Режим Ss, м/с Механизм распространения ФГГ Ссылки
РНС 0–10−4 Теплопроводность каркаса, межфазный теплообмен [8]
РВС 0.1–10 Дисперсионная теплопроводность и диффузия при по-

стоянном давлении
[9]

ЗС 100–300 Дисперсионная теплопроводность и диффузия при зна-
чительных градиентах давления

[10,11]

НСД 500–100 Специфические детонационные механизмы в масшта-
бах пор

Рис. 2. Зависимость скорости волны u от диаметра ча-
стиц твердой фазы d (мм) при скоростях вдува
газа: 1 —(v10 = 1), 2 —(v10 = 3), 3 —(v10 = 5)

Рис. 3. Зависимость скорости волны u от скорости
вдува газа v10 при разном диаметре частиц:
1 — d = 1 мм, 2 — d = 3 мм, 3 – d = 5 мм

скорость волны равна нулю при диаметре частиц
3,5 мм и скорости вдува 6,0 м/с, а с увеличением
диаметра частиц до 6 мм скорость вдува падает
до 2,5 м/с. Графики показывают, что помере умень-
шения процентного содержания водорода в сме-
си кривые зависимости скорости волны на рис. 2
и 3 располагаются все ниже и ниже относительно
оси абсцисс. В случае 23 % содержания водорода
в смеси все найденные нами скорости волны ФГГ
отрицательны, то есть волны распространяются
против направления потока газа, что подтвержда-
ется экспериментами [5].

Согласно классификации режимов фильтраци-
онного горения газов, настоящая статья посвящена
режиму низких скоростей; в литературе распро-
странена классификация режимов ФГГ, основан-
ная на скорости распространения горения отно-
сительно пористой среды. Бабкин В.С., например,
выделяет режим низких скоростей (РНС), режим
высоких скоростей (РВС), режим звуковых скоро-
стей (ЗС) и низкоскоростной детонации (НСД) [7].
Характеристики режимов приведены в табл. 1.

Выполненная работа позволит в дальнейшем
получать новые решения с помощью рассмотрен-
ной модели расчета для расширенного диапазо-
на исходных данных задачи фильтрационного
горения газов.
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Numerical study of the dependence of the wave velocity
of filtration gas combustion on the process parameters
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When solving problems in the field of filtration combustion of gases, numerical methods are often used to analyze
the wave structure depending on changes in the hydrogen content in the mixture and other physical and chemical
parameters. This work analyzes the stationary structure of the wave of filtration combustion of incompressible gas
in the low-speed mode when the parameters of the gas flow and the porous medium change, as well as when the
hydrogen content in the mixture changes. The problem is solved by the numerical Runge-Kutta method of the fourth
order of accuracy, tested on a system of differential equations. Reduced to a dimensionless form, the system of
equations is written in vector format. Programming is performed in Delphi 7. The results presented show agreement
with the known experimental data and also allow us to obtain new conclusions about the structure of the filtration
combustion wave of gases.
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Исследование динамики газа и газокапельной смеси
при точечном взрыве на основе аналитического

решения Седова1

Болотнова Р.Х.∗, Коробчинская В.А.∗,∗∗, Файзуллина Э.А.∗
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Исследована динамика поведения газа и газокапельной смеси при точечном взрыве с использованием ана-
литического решения Л.И. Седова, построенного на основе автомодельного решения для задачи о точечном
взрыве в газе сферической конфигурации. Приведен анализ актуальности задач теории точечного взрыва в
связи с их использованием при изучении процессов взрывного разрушения космических тел в атмосфере, где
полученные аналитические решения Л.И. Седова применялись в качестве начальных условий для дальнейшей
численной реализации поставленных задач. Отмечены работы, в которых в автомодельной постановке рассмат-
ривались задачи о точечном взрыве в запыленной среде. Приведено автомодельное решение задачи Л.И. Седова
о точечном взрыве в газе и газокапельной смеси. Выполнен сравнительный анализ полученных решений в
газе и газокапельной смеси в виде динамических характеристик формирующихся волновых течений. Показано,
что использование аналитического решения позволяет оценить параметры ударных волн в изучаемой среде и
получить оценки эффективности энергопоглощающих свойств газокапельной смеси по сравнению с газом для
условий равного начального энергетического воздействия, что качественно не противоречит имеющимся реше-
ниям других авторов и соответствующим экспериментальным данным. Отмечена возможность использования
полученных аналитических решений в дальнейших исследованиях для апробации применяемых численных
методов при решении задач динамики газожидкостных потоков.

Ключевые слова: задача Л.И. Седова, автомодельное решение, точечный взрыв, совершенный газ, газокапельная
смесь

1. Введение
Одно из наиболее известных автомодель-

ных решений, описывающих взрывную волну,
вызванную сильным взрывом, было найдено
Л.И. Седовым в связи с исследованиями взрыва
атомной бомбы. В настоящее время задачи теории
точечного взрыва вновь выдвинулись в ряд вопро-
сов первостепенной значимости ввиду изучения
вторжения в атмосферу Земли малых космических

1Работа выполнена при финансовой поддержке средствами
государственного бюджета по госзаданию 0246–2019–0052.
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© Файзуллина Э.А.

тел с их последующим взрывным разрушением [1].
В отмеченной работе решение автомодельной зада-
чи о точечном взрыве Л.И. Седова [2] используется
в качестве начальных условий. В [3] проведен срав-
нительный анализ решений задачи Л.И. Седова о
точечном взрыве в газе для плоского случая, полу-
ченных аналитическим методом и с использовани-
ем открытого программного комплекса вычисли-
тельной гидродинамики OpenFOAM.

При решении актуальных задач динамики га-
зокапельной смеси с целью апробации используе-
мых программных комплексов представляют инте-
рес исследования, в которых в автомодельной по-
становке рассматриваются задачи о сильном взры-
ве в газе с примесями очень мелких твердых или

http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.003
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жидких частиц [2,4]. В частности, в работе [4] рас-
сматривается точечный взрыв в запыленной среде,
состоящей из газа и твердых частиц. В случае от-
сутствия противодавления и при соответствующем
выборе параметров задача сводится к автомодель-
ной [2]. В [4] отмечен немонотонный характер рас-
пределения давления и скоростей частиц в отличие
от случая чистого газа. Однако, в работах [2,4] не
приводится сравнительный анализ динамики рас-
пространения формирующихся волновых течений
в запыленном и чистом газах.

Самостоятельный интерес для целей насто-
ящей работы представляет проведение сопоста-
вительного анализа нестационарного процесса
формирования ударной волны в газе и газо-
капельной смеси, инициированной точечным
взрывом, на основе аналитического автомодель-
ного решения задачи Л.И. Седова для случая
сферической конфигурации [2].

2. Автомодельное решение задачи
Л.И. Седова о точечном сфериче-
ском взрыве в газе
Точечный сферический взрыв в газе рассмат-

ривается как мгновенное выделение в малом объе-
ме пространства большого количества энергии E.
При этом возникает сферическая ударная вол-
на (УВ), которая радиально распространяется от
центра взрыва и отделяет области возмущенного
и невозмущенного состояния газа. При переходе
через фронт УВ, который имеет скорость D и явля-
ется поверхностью сильного разрыва, происходит
скачкообразное изменение значений основных па-
раметров УВ: давления p, скорости v, плотности ρ
и температуры T.

При этом законы сохранения массы, импульса
и энергии должны выполняться по обе стороны
фронта УВ [2]:

ρ1(v1 − D) = ρ2(v2 − D), (1)

ρ1(v1 − D)2 + p1 = ρ2(v2 − D)2 + p2, (2)

(v1 − D)2

2
+ h1 = (v2 − D)2

2
+ h2,

cp = γR
γ− 1

, p = ρRT,
(3)

где hi — удельная энтальпия газа: h = cpT; cp —
изобарная теплоемкость; γ— показатель адиабаты
газа; R — газовая постоянная; i = 1, 2.

Из (3) следует

(v1 − D)2

2
+ γ

γ− 1
p1

ρ1
= (v2 − D)2

2
+ γ

γ− 1
p2

ρ2
. (4)

Принимая во внимание, что давление и скорость
перед фронтом УВ пренебрежимо малы, из за-
конов сохранения (1), (2), (4) получаем выраже-
ния для скорости v2, плотности ρ2 и давления p2
за фронтом УВ:

v2 = 2
γ+ 1

D, ρ2 = γ+ 1
γ− 1

ρ1, p2 = 2
γ+ 1

ρ1D2. (5)

Система одномерных уравнений газовой дина-
мики совершенного газа в дифференциальнойфор-
ме включает законы сохранения массы, импульса
и энергии [2,5]:

∂ρ

∂t
+ ∂ρv

∂x
+ (ν− 1)ρv

x
= 0,

∂v
∂t

+ v
∂v
∂x

+ 1
ρ

∂p
∂x

= 0,

∂

∂t

(
p
ργ

)
+ v

∂

∂x

(
p
ργ

)
= 0,

(6)

где t — время; x — эйлерова координата; ν = 3
соответствует сферическому случаю.

Для обезразмеривания уравнений системы (6)
в [2] вводится параметр m, имеющий размерность
массы. Тогда искомыефункцииможнопредставить
в виде:

v = x
t

v,

ρ = m
xk+3ts ρ,

p = m
xk+1ts+2 p,

(7)

где x, t, m — размерные параметры; v, ρ, p — без-
размерные величины; k, s — целые неотрицатель-
ные числа. Решение системы (6) будет определять-
ся двумя независимыми размерными величина-
ми: начальной плотностью ρ1 [кг/м3] и начальной
энергией E1 [кг · м2/с2]. Определяющими парамет-
рами будут величины ρ1, E1, x, t, γ. В этом случае,
согласно теории размерностей [2], единственной
безразмерной переменной будет

λ = x(
E
ρ1

)1/5
t2/5

, (8)

и безразмерные величины могут зависеть только
от γ и λ. Здесь E = αE1, где α— константа.

Для λ = 1 на основании уравнений движе-
ния (6) и (8) можно определить координату фронта
сферической УВ [2]:

r2 =
(

E
ρ1

) 1
5

t
2
5 . (9)
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Откуда находится скорость фронта УВ:

D = dr2

dt
= 2

5

(
E
ρ1

)1/5
t−3/5 = 2

5
r2

t
. (10)

Используя законы сохранения на фронте
УВ (5) с учетом (10) параметры УВ будут найдены
в виде [2]:

v2 = x
t

v2, ρ2 = ρ1ρ2, p2 = ρ1

( x
t

)2
p2. (11)

Тогда, используя соотношения (5) и (11), получим

v2 = 2
γ+ 1

2
5

x
t

= x
t

v2,

ρ2 = γ+ 1
γ− 1

ρ1 = ρ1ρ2,

p2 = 2
γ+ 1

ρ1

(
2
5

x
t

)2
= ρ1

( x
t

)2
p2.

(12)

Из (12) следует:

v2 = 4
5(γ+ 1) ,

ρ2 = γ+ 1
γ− 1

,

p2 = 8(γ− 1)
25(γ+ 1)2 ρ2.

(13)

Введя переменную z2 = γp2/ρ2 на УВ, получим

z2 = 8γ(γ− 1)
25(γ+ 1)2 . (14)

Решая систему уравнений (6), где v, ρ и p пред-
ставлены в виде (7), и вводя новую переменную
z = γp/ρ, Л.И. Седов получил, что единственная
интегральная кривая, соответствующая аналитиче-
скому решению задачи о точечном взрыве, может
быть выведена из интеграла энергии и для сфери-
ческого случая имеет вид:

z =
(γ− 1)v2(v− 2

5
)

4
5γ
− 2v

. (15)

Подставляя значение z (15) в поле интеграль-
ных кривых полученной системы уравнений, бы-
ли найдены величины λ(v), ρ(v) с использованием
простых квадратур, откуда получены следующие
аналитические решения для скорости v, давления
p, эйлеровой x и лагранжевой r координат и тем-
пературы T для случая сферической симметрии:

v
v2

=
[

5
4

(γ+ 1)v
] 3

5
[
γ+ 1
γ− 1

(
5
2
γv− 1

)] 2
2γ+1
×

×
[

5
2

(γ+ 1)(3vγ− v− 2)
γ− 7

] 12γ2−68γ−12
5(2γ+1)(3γ−1)

,

p
p2

=
[

5
4

(γ+ 1)v
] 6

5
[
γ+ 1
γ− 1

(
1− 5

2
v
)] γ

γ−2
×

×
[

5
2

(γ+ 1)(3vγ− v− 2)
γ− 7

] 12γ2−68γ−12
5(γ−2)(3γ−1)

ρ

ρ2
=
[

(γ+ 1)( 5
2γv− 1)

(γ− 1)

] 3
2γ+1[

γ+ 1
γ− 1

(
1− 5

2
v
)] 2

γ−2
×

×
[

5
2

(γ+ 1)(3vγ− v− 2)
γ− 7

] 12γ2−68γ−12
(2γ+1)(3γ−1)(γ−2)

, (16)

x
r2

=
[

5
4

(γ+ 1)v
]− 2

5
+
[
γ+ 1
γ− 1

(
5
2
γv− 1

)] 2
2γ+1
×

×
[

5
2

(γ+ 1)(3vγ− v− 2)
γ− 7

] 12γ2−68γ−12
5(2γ+1)(3γ−1)

,

r
r2

=
[

5
4

(γ+ 1)v
]− 2

5
[
γ+ 1
γ− 1

(
5
2
γv− 1

)] γ

2γ+1
×

×
[

5
2

(γ+ 1)(3vγ− v− 2)
γ− 7

] 12γ2−68γ−12
15(2γ+1)(γ−2)

×

×
[
γ+ 1
γ− 1

(
1− 5

2
v
)] 3γ2−16γ

3(2γ+1)(2−γ)
,

T
T2

= p
p2

ρ2

ρ
,

где v = vt
x
— безразмерный параметр;

2
5γ

6 v 6
4

5(γ+ 1) .

3. Автомодельное решение задачи
Л.И. Седова о точечном сфери-
ческом взрыве в газокапельной
смеси
Рассмотрим движение газа с примесями очень

мелких жидких частиц, движущихся вместе с га-
зом (газокапельная смесь). Плотность взвешенных
частиц в газе бывает достаточно большой: в 1 см3

облаков или тумана находится от 100 до 1500 ка-
пель. В задаче, рассмотренной Л.И. Седовым [2],
полагается, что наличие частиц в газе увеличивает
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инерцию среды, которая остается однородной по
плотности:

ρ
′ = ρ(1 + k), (17)

где k — положительная постоянная.
Обозначив c как теплоемкость капель, а cV и cp

как удельные теплоемкости газа при постоянных
объеме и давлении соответственно, в [2] получено
выражение для показателя адиабаты для газока-
пельной смеси γ′, представляющее собой отноше-
ние удельных теплоемкостей среды:

γ
′ =

c′p
c′V

, c′p =
ρcp + kρc
ρ(1 + k) , c′V = ρcV + kρc

ρ(1 + k) . (18)

Выпишем для газокапельной смеси систему
уравнений газовой динамики в сферическом слу-
чае, включающую законы сохранения массы, им-
пульса и энергии в дифференциальной форме (6)
для ν = 3:

∂ρ′

∂t
+ ∂ρ′v

∂x
+ 2
ρ′v
x

= 0,

∂v
∂t

+ v
∂v
∂x

+ 1
ρ′

∂p′

∂x
= 0,

∂

∂t

(
p′

ρ′ γ

)
+ v

∂

∂x

(
p′

ρ′ γ

)
= 0.

(19)

Получаем, что система уравнений для
газокапельной смеси (19) аналогична си-
стеме (6) и решения (19) сводятся к (16)
с переобозначениями (17), γ на γ′ и

p′ = p(1 + k).

Таким образом были найдены аналитические
решения для динамических характеристик газока-
пельной смеси в задаче о точечном взрыве в случае
сферической симметрии [2].

Для аналитического решения задачи
Л.И. Седова о точечном сферическом взрыве
в газе выбирались следующие начальные условия:
энергия взрыва E1 = 100 Дж, плотность воздуха
ρ1 = 0.0125 кг/м3 и показатель адиабаты γ = 1.4.
Начальные условия для аналогичной задачи
в случае газокапельной смеси: E1 = 100 Дж,
ρ′1 = 0.0125(1 + k) кг/м3 — плотность смеси, где
k = 10, γ′ = 1.1.

На рис. 1–4 представлены полученные реше-
ния в виде распределения скорости v, давления p,
температуры T и плотности ρ в моменты времени
1, 25, 50, 75, 100 мкс. Сравнительный анализ по-
казал, что в газокапельной смеси по сравнению с
газовой средой амплитуда давления на фронте УВ
и его скорость ослабевают в 2 раза (рис. 1), массовая

Рис. 1. Сравнение аналитических решений задачи
Л.И. Седова по динамике давления p в ука-
занные моменты времени (мкс): 1 — точеч-
ный взрыв в газе, 2 — точечный взрыв в
газокапельной смеси

Рис. 2. Сравнение аналитических решений задачи
Л.И. Седова по динамике массовой скорости v
в указанные моменты времени (мкс): 1 — то-
чечный взрыв в газе, 2 — точечный взрыв в
газокапельной смеси

Рис. 3. Сравнение аналитических решений зада-
чи Л.И. Седова по плотности ρ в указан-
ные моменты времени (мкс): 1 — точеч-
ный взрыв в газе, 2 — точечный взрыв в
газокапельной смеси
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Рис. 4. Сравнение аналитических решений задачи
Л.И. Седова по температуре T в указан-
ные моменты времени (мкс): 1 — точеч-
ный взрыв в газе, 2 — точечный взрыв в
газокапельной смеси

скорость уменьшается в 1.3 раза (рис. 2), плотность
в 3 раза выше (рис. 3) и температура уменьшается
в 8 раз (рис. 4).

4. Заключение
В результате проведенных исследований пока-

зано, что использование аналитического решения
позволяет оценить параметры ударных волн в га-
зокапельной смеси и получить оценки эффектив-
ности ее демпфирующих свойств по сравнению
с газом для условий равного начального энерге-
тического воздействия, что качественно не про-

тиворечит имеющимся экспериментальным дан-
ным [6]. Полученные аналитические решения мо-
гут быть применены в дальнейших исследованиях
для апробации численных методов, разрабатывае-
мых для решения широкого круга задач динамики
газожидкостных потоков.
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The dynamics of the behavior of a gas and a gas-drop mixture in a point explosion studied using the analytical
solution of L.I. Sedov, constructed on the basis of a self-similar solution for the problem of a point explosion in a
gas of spherical configuration. The analysis of the actual problems of theory of point explosion in connection with
their use in studying the processes of explosive destruction of cosmic bodies in the atmosphere, where the obtained
analytical solutions of Sedov were used as the initial conditions for further numerical implementation of the set
problems. The works in which the problems of a point explosion in a dusty medium were considered in a self-similar
formulation are noted. A self-similar solution of the Sedov problem of a point explosion in a gas and a gas-drop
mixture is presented. A comparative analysis of the obtained solutions in gas and gas-drop mixture in the form of
dynamic characteristics of the forming wave flows is made. It is shown that the use of an analytical solution makes it
possible to estimate the parameters of shock waves in the studied medium and to obtain estimates of the efficiency
of the energy-absorbing properties of a gas-drop mixture in comparison with a gas for conditions of equal initial
energy action, which qualitatively does not contradict the existing solutions of other authors and the corresponding
experimental data. The possibility of using the obtained analytical solutions in further research for approbation the
applied numerical methods in solving problems of the dynamics of gas-liquid flows is noted.
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Снижение систематической погрешности среднего
расхода жидкости в осесимметричной компьютерной

модели пьезоэлектрического микронасоса1

Насибуллаев И.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассматриваются математическая и компьютерная модели осесимметричной связанной задачи взаимодействия
жидкости и упругого тела для программы решения дифференциальных уравнений в частных производных мето-
дом конечных элементов FreeFem++. В данных моделях периодические колебания кольцевых пьезоэлектрических
элементов, размещенных на эластичной трубке круглого сечения, приводят к радиальным деформациям трубки.
При синхронном колебании системы пьезоэлементов средний расход жидкости равен нулю. Несимметричная
схема колебаний (режим микронасоса) приводит к ненулевому среднему расходу жидкости. Рассматриваются
два вида граничных условий в области контакта пьезопривода и трубки — Дирихле и Неймана. Компьютер-
ная модель тестировалась для нестационарного течения жидкости, индуцированного приложенным вдоль слоя
градиентом давления в трубке с круглым сечением. При синхронном колебании пьезоэлементов отличное от
нуля среднее течение жидкости является систематической погрешностью. Данное значение сравнивалось с
несимметричной схемой колебаний пьезоэлементов для определения вклада систематической погрешности в
генерируемый насосом расход жидкости. По профилю скорости течения жидкости и результатам профилирования
кода программы определены оптимальные параметры расчетных сеток для канала (плотная равномерная) и
стенки трубки (неравномерная, согласованная с профилем скорости и перестраивающаяся на каждом временном
шаге), которые снижают величину систематической погрешности. Основной способ снижения погрешности —
увеличение плотности расчетной сетки — ведет к росту требуемых вычислительных ресурсов. Предлагается
альтернативный способ снижения систематической погрешности за счет приложенного к каналу дополнительного
перепада давления. В зависимости от вида граничных условий и количества пьезоэлементов данный способ
позволяет снизить систематическую погрешность на 1–2 порядка без увеличения времени моделирования.
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1. Введение
Развитие микрофлюидики активно продолжа-

ется последние три десятилетия [1]. Интерес к дан-
ной области связан с особенностями течения жид-
кости в микро- и наномасштабах, позволяющими
разрабатывать устройства с новыми или даже не
имеющими аналогов в традиционных макросисте-
мах свойствами. Базовые характеристики микро-
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устройств в большей мере зависят от принципа
работы и конструкции микронасосов, а также жи-
клеров (гидросопротивлений). Так, малые площа-
ди проходных сечений требуют более тщательной
изоляции жидкости от рабочих элементов и полно-
го отсутствия фактора загрязнения. Поэтому наи-
большее распространение получили перистальти-
ческие насосы, так как в них контакт с рабочей
жидкостью имеет только гибкая трубка [2], а по-
движные элементы конструкции, являющиеся ис-
точником загрязнения, от жидкости изолированы.
При расчетах производительности насоса исполь-
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зуются только эмпирическиеформулы, не учитыва-
ющие специфику применения и масштабный фак-
тор, не анализируется величина пульсаций расхода
жидкости, а значит требуется разработка более точ-
ных математических и компьютерных моделей.

С уменьшением масштаба системы числа Рей-
нольдса и Пекле, характеризующие динамические
свойства системы, становятся малыми. Малое чис-
ло Рейнольдса подразумевает ламинарный харак-
тер течения, соответствующий как большинству
техническихмикроустройств, так и биологическим
системам [3]. А малое число Пекле означает, что
при теплопереносе вклад молекулярной теплопро-
водности преобладает над конвективным пере-
носом тепла, следовательно, в микроустройствах
(микротеплообменник, система охлаждения, мик-
розахват) необходимо учитывать оба механизма
теплопереноса [4].

Интенсивный рост производства микроэлек-
тромеханических систем и широкое внедрение
микророботов и микротехнологических комплек-
сов является весомым стимулом для разработки
новых перспективных устройств, обеспечивающих
бережное манипулирование микрокомпонентами.
Автором настоящей работы разработан и исследу-
ется капиллярный микрозахват [5–7] для манипу-
ляций с плоскими микрообъектами и мембрана-
ми, обладающими достаточной площадью плоской
стороны, но недостаточной для удержания пальце-
выми захватами толщиной. Создание макета дан-
ного микрозахвата, построенного на базе мини-
атюрного варианта термоэлектрического модуля
(элемента Пельтье), предполагает использование
жидкостного охлаждения для отвода тепла от горя-
чей поверхности элемента Пельтье. Отвод тепло-
вой мощности от элемента Пельтье требует разра-
ботки конструкции комплектного миниатюрного
насоса, а обеспечение режимов работы микроза-
хвата — соответствующей математической модели,
учитывающей специфику микрофлюидики.

Существующие микронасосы применяются во
многих областях [8]: биологические системы и ме-
дицина (система доставки лекарств), системы охла-
ждения (прокачка хладагента через теплообмен-
ник), исследование космоса (высоковакуумные на-
сосы), перекачивание жидкости с высокой скоро-
стью (центробежные насосы с высоким числом Рей-
нольдса), перекачивание специальных жидкостей
(электродинамические и магнитогидродинамиче-
ские насосы). Производимые модели микронасо-
сов трудно адаптировать для системы охлаждения
микрозахвата, поскольку требуетсямикронасосма-
лого размера с гибкой системой управления расхо-
домжидкости. Кроме того, разработанные для этих

микронасосов теоретические модели также осно-
ваны на эмпирических данных, что не позволяет
провести полную геометрическую оптимизацию
конструкции и определить оптимальные режимы
работы. С другой стороны, генерация течения жид-
кости в упругом микроканале относится к области
междисциплинарной физики, а, именно, к взаимо-
действию жидкости и упругого тела (fluid-structure
interaction, FSI) [9]. Все это требует при разработ-
ке новых технических устройств построения но-
вых математических моделей, связывающих гид-
родинамику, теорию упругости, процесс теплопе-
реноса, параметрическую оптимизацию и теорию
управления устройством.

Компьютерное моделирование течения жид-
кости в микроканалах, индуцированного внеш-
ним воздействием (перепадом давления, поступа-
тельным движением границы или деформацией
канала), в последнее время активно развивается.
Например, автором настоящей работы были раз-
работаны компьютерные модели, которые могут
быть использованы в качестве элемента вычисли-
тельного стенда для одного элемента технического
устройства. Модель поршня для осциллирующего
перепада давления, учитывающая пять парамет-
ров (амплитуда и частота перепада давления, тре-
ние поршня, жесткость пружины, отношение силы
трения покоя и трения скольжения), была постро-
ена в работе [10] методами факторного вычисли-
тельного эксперимента 2-го порядка.

С развитиемматематических и компьютерных
моделей появились пакеты численного модели-
рования, использующие метод конечных элемен-
тов (КЭ), которые позволяют проводить модели-
рование устройств с практически произвольной
геометрией [11]. В работе [12] была построена осе-
симметричная компьютерная модель FSI для вза-
имодействия ньютоновской жидкости с гиперэла-
стичным несжимаемым телом и с использовани-
ем моделирования методом КЭ проведен анализ
устойчивости дифференциальных уравнений, за-
писанных в вариационной форме в пакете числен-
ного моделирования FreeFem++ [13]. Была разра-
ботана модель микронасоса, создающего течение
жидкости (с расходомдо 50мкл/с) в плоскомканале
с погруженным в него пьезоэлементом с попереч-
ным изгибом [14].

В работе [15] представлена методика построе-
ния элемента вычислительного стенда в виде ана-
литической формулы на основе трехмерного мо-
делирования течения жидкости через эластичный
микроканал, деформируемый пьезоэлементом по
гармоническому закону, с вариантами использова-
ния полученных результатов в практических при-
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ложениях. Построена компьютерная модель управ-
ления режимом течения жидкости, индуцирован-
ного приложенным вдоль канала перепадом дав-
ления с учетом величины перепада давления и ча-
стоты сжатия трубки пьезоэлементом. Модель яв-
ляется частью жидкостной системы охлаждения
микрозахвата.

В работе [16] предложена осесимметричная
компьютерная модель пьезоэлектрического мик-
ронасоса, состоящего из эластичной трубки и си-
стемы круговых пьезоэлектрических элементов, а
также проведен анализ режимов его работы. На
границе пьезоэлементов с трубкой задаются гра-
ничные условия Дирихле. При несимметричной
схеме колебаний пьезоэлементов создается гидро-
сопротивление [17–19], что позволяет генериро-
вать ненулевой средний поток жидкости. Получе-
ны зависимости среднего расхода жидкости от вре-
мени, частоты колебаний пьезоэлементов и внут-
реннего диаметра трубки. В [20] на границе пьезо-
элементов с трубкой задаются граничные условия
Дирихле или Неймана, проводится параметриче-
ский анализ работы микронасоса и определяются
режимы, при которых отсутствует обратное рас-
пространение тепла от микрозахвата к микрона-
сосу. При малых частотах колебаний пьезоэлемен-
тов (меньше 1 кГц) модели имели высокую погреш-
ность, что ограничивало область применения бо-
лее высокими частотами.

В настоящей работе рассматривается расши-
ренная осесимметричная модель пьезоэлектриче-
ского микронасоса [16,20], учитывающая как гра-
ничные условия Дирихле, так и Неймана, для ана-
лиза источников и величин погрешностей с целью
снижения систематической погрешности среднего
расхода жидкости.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
В работе рассматривается осесимметричное

течение жидкости через упругую микротрубку с
внутренним R1 и внешним R2 радиусами и дли-
ной L, центральная часть которой расположена
внутри системы кольцевых пьезоэлементов дли-
ной `. На рис. 1 представлена геометрия задачи и
введены следующие обозначения: Γ1 и Γ2 — вход-
ное и выходное отверстия микроканала соответ-
ственно; Γ3 — ось симметрии; Γ4, Γ5 и Γ6 — внут-
ренняя, боковая и внешняя стенки микротрубки
соответственно; Γp

i — контакт i-го пьезоэлемента с
внешней стенкой микротрубки. Используется осе-
симметричная цилиндрическая система коорди-
нат с началом отсчетаO, расположенным в геомет-
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Рис. 1. Геометрия пьезонасоса

рическом центре трубки. Радиальная и осевая ко-
ординаты обозначены через r и z соответственно.

Течение жидкости описывается уравнениями
Навье–Стокса и уравнением несжимаемости в осе-
симметричной геометрии [21]:
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где ρ — плотность жидкости; u = (ur, uz) — век-
тор скорости жидкости состоящий из радиальной
и осевой компонент; t — время; p — давление; µ—
коэффициент динамической вязкости жидкости.

Деформации упругого микроканала описыва-
ются уравнениями Навье–Коши [22]:
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где s = (sr, sz) — вектор деформации, состоящий
из радиальнойи осевой компонент; λи η—коэффи-
циенты Ламе, связанные с модулем упругости Юн-
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га E и коэффициентом Пуассона ν соотношениями:

λ = νE
(1 + ν)(1− 2ν) , η = E

2(1 + ν) .

Отметим, что стационарные уравненияНавье–
Коши (2) применимы для частоты колебаний пье-
зоэлементов до fe = 100 кГц, поскольку время упру-
гой релаксации составляет τe = R1

√
ρe/E ≈ 10−7 c,

где ρe — плотность материала трубки. В реаль-
ных кольцевых пьезоэлементах максимальная ча-
стота колебаний ограничена резонансной часто-
той fr, которая обычно меньше, чем fe (для пье-
зоэлементов, выполненных на основе цирконат–
титанат свинца fr имеет порядок 20 . . . 30 кГц [23],
25 кГц [24], 50 кГц [25], 40 . . . 90 кГц [26]). Таким обра-
зом, предельная допустимая частота, для которой
применима модель, определяется как min( fe, fr).
Для большей частоты необходимо рассматривать
динамические уравнения. Относительные дефор-
мации составляют до 0.5 %, поэтому погрешность
решения линейных уравнений упругости мала.

Уравнения (1) и (2) решались численно ме-
тодом КЭ в пакете численного моделирования
FreeFem++ [13,27], где интегрирование проводится
в декартовых координатах по элементу площади
dS = dxdy. Следовательно, необходимо провести
преобразование данного элемента площади в ци-
линдрические координаты (с элементом площади
dΩ = dzdr) по правилу dS = JdΩ, где J = r — яко-
биан преобразования декартовых координат в ци-
линдрические.

Проведенный численный анализ показал, что
при использовании схемы Эйлера осесимметрич-
ная вариационная форма уравнений Навье–Стокса
быстро теряет устойчивость. Устойчивость схемы
обеспечивается с помощью метода характеристик
Галеркина для аппроксимации полной производ-
ной по времени [12]. Для этого левые части пер-
вых двух уравнений (1) преобразовывались по
следующей формуле:

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = un+1 − un ◦ Xn

τ
,

где индексы n и n + 1 относятся к предыдущему и
текущему моментам времени, τ—шаг по времени
и введено обозначение un ◦Xn(x) = un(x− un(x)τ).

Умножая уравнения гидродинамики (1)
на якобиан r получим осесимметричную

вариационную форму:
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где wr, wz и wp — пробные функции; малая величи-
на εp = 10−10 представляет собой искусственную
сжимаемость и введена для повышения устойчи-
вости расчетной схемы в пакете FreeFem++.

Аналогично, для уравнений упругости (2) с
помощью замены

r
∂2ui
∂r2 + ∂ui

∂r
= ∂

∂r

(
r

∂ui
∂r

)
получим:

∫
Ω

[
(λ+ 2η)

(
∂sr

∂r
∂vr

∂r
r + sr

r
vr

)
+

+(λ+ η) ∂sz

∂r
∂vz

∂r
r + η

∂sr

∂z
∂vr

∂z

]
dΩ = 0,

∫
Ω

[
(λ+ 2η) ∂sz

∂z
∂vz

∂z
r+

+(λ+ η)
(

∂sr

∂r
∂vz

∂z
− ∂sr

∂z
vz

)
+

+η∂sz

∂r
∂vz

∂r
r

]
dΩ = 0,

(4)

где vr и vz — пробные функции
Начальные условия соответствуют отсутствию

деформаций на внешней стенке s = 0 и покоящей-
ся жидкости u = 0.
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Граничные условия на скорость жидкости име-
ют следующий вид:

Γ1 : ur = 0, p = −∆p/2;
Γ2 : ur = 0, p = ∆p/2;
Γ3 : ur = 0;
Γ4 : ur = 0, uz = 0,

где ∆p — разность давлений на входном и выход-
ном отверстиях трубки.

Микротрубка закреплена на концах, то есть

Γ5 : sr = 0, sz = 0. (5)

Граничные условия Неймана для деформаций
определяются из условия равновесия σrr = −pp

i (t),
где компонента тензора напряжений σrr уравно-
вешивается давлением −pp

i (t), оказываемым на
трубку i-м пьезоэлементом на границе Γp

i :∫
Ω

[
(λ+ 2η) ∂sr

∂r
vr + λ

sr

r
+

+λ∂sz

∂z
− pi(t)p

]
r dΩ = 0.

(6)

Поскольку концымикротрубки закреплены (5),
то в условии (6) необходимо запретить осевые пе-
ремещения sz = 0, следовательно, граничные усло-
вия Неймана примут следующий вид:∫

Ω

[
(λ+ 2η) ∂sr

∂r
vr + λ

sr

r
− pi(t)p

]
r dΩ = 0. (7)

При использовании граничных условий Дири-
хле перемещения пьезоэлементов задаются на ве-
личину sp

r,i(t), то есть данные условия имеют вид:

Γp
i : sr = sp

r,i(t) (i = 1, . . . , N). (8)

Для устойчивости численной схемы вводится до-
полнительное условие на Γ3: s = 0.

Отметим физический смысл граничных усло-
вий Неймана и Дирихле. Граничные условия Ней-
мана означают «мягкий» пьезоэлемент, форма
которого при сжатии меняется (но не меняется
область контакта), а граничные условия Дирих-
ле — «жесткий» пьезоэлемент, форма которого при
сжатии не меняется.

Зависимость давленияпьезоэлемента на внеш-
нюю стенку микроканала определяется в виде
pp(t) = max(pp) fp(t), а перемещения — в виде
sp

r,i(t) = sp
r fp(t), где форма сигнала fp(t) являет-

ся нормированной в области [0, 1] гармонической
функцией с частотой колебаний f :

fp(t) = 1
2

(
1− cos(2π f t)

)
.

3. Результаты
Численное моделирование проводилось для

упругой трубки длиной L = 10 мм с круглым сече-
нием, внутренним радиусом R1 = 1 мм и внешним
радиусом R2 = 1.75 мм. Кольцевые пьезоэлемен-
ты длиной ` = 1 мм располагались симметрич-
но относительно центра трубки. Рассматривались
конфигурации с одним и тремя пьезоэлементами
(Np = 1, 3). В качестве материала трубки выбрана
силиконовая резина с модулем Юнга E = 5 МПа и
коэффициентом Пуассона σ = 0.49. В качестве ра-
бочей жидкости используется вода при температу-
ре T0 = 20◦C с объемной плотностью ρ = 998 кг/м2

и динамической вязкостью µ = 1.002 мПа·с.
Течение жидкости в канале можно создать дву-

мя способами: с помощью приложенного к каналу
перепада давления ∆p и путем периодических син-
хронных сжатий Np пьезоэлементов.

Моделирование проводится на двух двумер-
ных согласованных между собой расчетных сет-
ках в плоскостиOzr. Сначала решаются уравнения
упругости на сетке, определяющей стенку трубки.
По полученному полю деформации на каждом ша-
ге по времени расчетная сетка для канала перестра-
ивается, поскольку внутренняя поверхность труб-
ки, деформированная пьезоэлементами, определя-
ет внешнюю границу канала. Затем на расчетной
сетке канала решаются уравнения гидродинамики.

Для предотвращения появления ошибки, свя-
занной с перемещением узлов одного КЭ внутрь
другого КЭ (появления отрицательных объемов
Ve 6 0), при перестроении расчетной сетки для ка-
нала был разработан алгоритм «безопасной» пере-
стройки сетки, в котором в случае возникновения
отрицательных объемов меняется коэффициент
трансформации, а в противном случае происхо-
дит трансформация; проверка проводится до пол-
ной трансформации расчетной сетки [20]. Для ре-
ализации алгоритма использовались следующие
средства FreeFem++: проверка возможности по-
явления отрицательных объемов checkmovemesh,
трансформация сетки movemesh и адаптация сетки
adaptmesh.

В качестве параметра расчета задавалась оди-
наковая для всех пьезоэлементов амплитуда ради-
ального сжатия sp

r,i = sp = 0.5 мкм, которая непо-
средственно использовалась в граничных услови-
ях Дирихле (8). Для того, чтобы в граничных усло-
виях Неймана (7) обеспечить такую же амплиту-
ду [28], проводился предварительный расчет с од-
новременным сжатием всех пьезоэлементов с ам-
плитудой давления p0 и определялась величина
сжатия s0. Поскольку уравнения упругости линей-
ные, то величина давления pp, при которой пье-
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зоэлемент будет сжиматься на sp, определяется
как pp = p0 · sp/s0. В результате получена расчет-
ная величина pp = 395 кПа. Отношение коэффи-
циента передачи деформации от пьезоэлемента
к внутренней стенке трубки ks составило 0.81 для
граничных условий Неймана и 1 для граничных
условий Дирихле. Максимальное значение блоки-
рующей силы (сила реакции, возникающая в обла-
сти контакта пьезоэлемента и трубки) не превы-
шало значения 4.5 Н, что укладывается в техниче-
ские характеристики кольцевых пьезоэлектриче-
ских приводов (10–15 Н [26]).

Особенностью рассматриваемой задачи явля-
ется то, что деформации микроканала малы (0.5 %
от радиуса) и при высоких частотах колебаний ско-
рости течения жидкости высоки (несколько мм/с).
Следовательно, возможны большие погрешности
численного расчета, зависящие от шага по време-
ни τ и размера элементов расчетной сетки `m. Обо-
значим через m количество граничных элементов
расчетной сетки трубки, приходящихся на один
пьезоэлемент; n — число шагов по времени за каж-
дый полупериод колебания пьезоэлемента; Np —
количество пьезоэлементов. Расчетные сетки для
микроканалаи трубки согласованы: граничные эле-
менты на линии контакта сеток совпадают.

3.1. Тестирование компьютерной модели

Исследуем симметричный случай для
Np = {1, 3} синхронно работающих пьезоэле-
ментов на частоте f = 1 кГц с плотностью
расчетной сетки n = {12, 18, 24} и m = {20, 40}
временными интервалами, приходящимися на
один период сжатия–растяжения пьезоэлементов
Tf = 1/ f . На рис. 2 показаны профили скорости
для Np = 1, n = 12, m = 40 в моменты времени
t = Tf /4 и t = 3Tf /4, когда модуль скорости
|uz| максимален, а также t = 0 и t = Tf /2, когда
меняется направление сжатия пьезоэлемента.

Видно, что вблизи границы трубки на интер-
вале r = [0.8R1, R1] происходит основное измене-
ние осевой скорости uz, следовательно, для по-
вышения точности расчетов нужно использовать
неравномерную расчетную сетку с большей плот-
ностью элементов вблизи внутренней границы
трубки. Для уменьшения времени расчета сетку
вблизи оси трубки, где профиль скорости прак-
тически плоский, можно сделать более разрежен-
ной. Все расчеты проводились на модифицирован-
ной сетке, в которой размер элементов на внутрен-
ней поверхности равен `m = L/(10 · n), а на оси —
`m = L/(5 · n). На рис. 3 показаны расчетные сетки
для n = {12, 18, 24}, а в таблице 1 приведены соот-
ветствующие им числа КЭ. Расчеты проводились
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Рис. 2. Профили скорости uz на выходном отвер-
стии Γ2 в пределах периода колебания пье-
зоэлемента в моменты времени: t = 0 (1),
t = Tf /4 (2), t = Tf /2 (3), t = 3Tf /4 (4);
m = 40; Np = 1; f = 1 кГц

Рис. 3. Расчетные сетки для m = 12 (вверху), m = 18
(в середине) m = 24 (внизу) для трубки и ка-
нала. Нижняя грань сетки — ось симметрии

Таблица 1. Количество используемых КЭ в расчет-
ной сетке для трубки Ne и канала N f и
время расчета уравнений Навье–Коши Te
и Навье–Стокса Tf , время перестроения
расчетной сетки Tr и общее время расче-
та Tt для Np = 1 в зависимости от n и m.
Время указано в минутах

n m Ne N f Te Tr Tf Tt
12 20 1836 1312 7.5 16 72 112
12 40 1836 1312 15 31 141 221
18 20 3980 2631 17 31 151 230
24 20 7262 5218 33 59 363 514
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на 4-х ядерном процессоре Intel Core i7-3770 в ОС
Windows 7 в программе FreeFem++ версии 3.61.

Дополнительно было проведено профилиро-
вание кода программы для определения количе-
ства процессорного времени необходимого для ре-
шения уравнений Навье–Коши (задача линейной
упругости) Te, Навье–Стокса (гидродинамическая
задача) Tf и динамического перестроения расчет-
ной сетки Tr (таблица 1). С увеличениемколичества
конечных элементов или шагов по времени m тре-
буемое для моделирования расчетное время воз-
растает пропорционально. Гидродинамическая за-
дача использует 71% от общего времени, перестро-
ение расчетной сетки — 11 %, а задача линейной
упругости — 6 %. Таким образом, без существенно-
го увеличения времени моделирования для более
точной передачи профиля деформаций, создавае-
мых пьезоэлементами на внутреннюю стенку труб-
ки, распределение конечных элементов для стенки
трубки выбиралось равномерным с большей плот-
ностью в области контакта трубки и пьезоэлемен-
тов. Поскольку основное время занимает расчет
гидродинамической задачи, то используемая в мо-
делирование неравномерная расчетная сетка для
канала не только повышает точность расчета, но и
существенно увеличивает его скорость.

Проведем проверку компьютерной модели
по имеющей аналитическое решение тестовой
задаче для пуазейлевского течения в трубке
круглого сечения.

В симметричной задаче (синхронные колеба-
ния пьезоэлементов) при отсутствии приложен-
ного вдоль слоя градиента давления ∇p = ∆p/L
средний расход жидкости за период равен нулю.
Для определения систематической погрешности
(отличный от нуля средний расход жидкости) бы-
ли проведены расчеты для различных параметров
расчетной сетки на промежутке времени, который
соответствует характерному времени релаксации
скорости [28]:

τu = ρR2
1/µ, (9)

в рассматриваемой геометрии τu = 1 с. Отметим,
что τu может меняться в широком диапазоне, по-
скольку τu зависит от вязкости, а вязкость зависит
от температуры [29].

Для численного моделирования введем сред-
ний расход жидкости по следующей формуле

Qa = (Vn+1 −Vn)/τ, (10)

где Vn и Vn+1 — суммарный объем жидкости, про-
шедший через выходное отверстие в предыдущий
и текущий периоды колебаний соответственно.

Для проверки численной схемы уравне-
ний гидродинамики был проведен числен-
ный расчет пуазейлевского течения в труб-
ке круглого сечения и приведено сравнение
с аналитической формулой [21]

Qp =
π∆pR4

1
8µL

. (11)

Дополнительно проведено сравнение аналитиче-
ской зависимости расхода жидкостиQa от времени
с численным расчетом. Амплитуда скорости от вре-
мени в первом приближении равна [30]

u(0, t) = ∆p
4µL

R2
1g(t),

где функция от времени g(t) определяется по сле-
дующей формуле:

g(t) = 1− (1− a) exp
(
−λ2

1t/τu
)

8λ3
1 J1(λ1)

;

λ1 ≈ 2.4 — первый корень функции Бесселя ну-
левого рода J0(λ1) = 0; J1(λ1) ≈ 0.52 — функция
Бесселя первого рода; a = 0.113 — подгоночный
параметр для компенсации отброшенных членов
второго и более высоких порядков, подбираемый
из физического смысла: отсутствие течения в на-
чальный момент времени u(0, 0) = 0 (g(0) = 0,
тогда Qa(0) = 0) и выход на постоянное течение
u(0, t) = const через промежуток времени t � τu
(g(t)→ 1, тогда Qa(t)→ Qp). Расход жидкости свя-
зан с амплитудой скорости u(0, t) соотношением
Qp(t) = (π/2)R2

1u(0, t):

Qa(t) ≈ Qag(t). (12)

На рис. 4 показана зависимость среднего рас-
хода жидкости Qp, вычисленная по формуле (11),
расход жидкости, вычисленный по формуле (12),
и полученные численно зависимости Qa(t) для пе-
репада давления ∆p = 0.5 Па в отсутствии коле-
баний пьезоэлемента и при колебании с частотой
f = 1 кГц. Видно, что за характерное время релак-
сации скорости τu (9) значения Qa приближаются к
аналитическому значению Qp, причем аналитиче-
ская зависимость Qa(t) и численные зависимости
Qa(t) с колебанием и без колебаний одного пьезо-
элемента практически совпадают.

Таким образом осесимметричная математиче-
ская модель и ее компьютерная реализация явля-
ются корректными.

3.2. Анализ погрешностей и пределы
применимости модели

Определим источники погрешностей и их ве-
личину. Для этого проведем моделирование при
нулевом вдоль слоя перепаде давления.
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Таблица 2. Зависимость систематической погрешности от размерности расчетной сетки n и шагов по времени m,
количества пьезоэлементов Np и граничных условий Неймана (индекс i = N) и Дирихле (индекс i = D):
εi — систематические погрешности Qa; εi,Q — относительные погрешности расхода жидкости на входе
и выходе, вычисленные по формуле (13); ∆pi — компенсирующий перепад давления; ? — результаты
расчетов с компенсацией систематической погрешности по формуле (14). Параметры: f = 1 кГц; t = 1 с

n m Np
εN, εN,Q, εD, εD,Q, ∆pN, ε?N, εN/ε?N

∆pD, ε?D, εD/ε?Dнл % нл % мПа пл мПа пл
12 20 1 9.55 0.201 −59.7 2.04 −0.244 85.5 112 1.5227 −275 217
12 40 1 9.31 0.344 −60.0 2.27 −0.238 79.7 117 1.5297 −255 235
18 20 1 7.84 0.098 −45.0 1.34 −0.200 40.9 192 1.1468 −156 288
24 20 1 −2.50 0.039 −36.3 1.02 0.064 −15.4 162 0.9275 −99 367
12 20 3 49.3 0.175 71.3 0.165 −1.259 1.477 33 −1.819 797 89
12 40 3 49.6 0.237 71.0 0.261 −1.266 1.298 38 −1.812 743 96
18 20 3 25.3 0.119 57.2 0.130 −0.646 0.429 59 −1.460 5.26 10872
24 20 3 4.39 0.007 6.29 0.007 −1.121 0.041 108 −0.1606 −28.99 217
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Рис. 4. Зависимость среднего расхода жидкости для
пуазейлевского течения от времени для ана-
литической формулы (11) (черная линия), фор-
мулы (12) (красная линия), численного моде-
лирования (3) и (4) в отсутствии колебания
пьезоэлемента (зеленая линия) и при колеба-
нии одного пьезоэлемента (синяя линия) с ча-
стотой f = 1 кГц; ∆p = 0.5 Па

Систематическая погрешность равна устано-
вившемуся среднему расходу жидкости εi = Qa, где
i = N, D. Здесь индекс D соответствует граничным
условиям Дирихле, индекс N — граничным усло-
виям Неймана, а относительная погрешность для
расхода жидкости вычисляется по формуле

εi,Q = |1 + Qi/Qo| · 100 %, i = {N, D}, (13)

где Qi и Qo — расходы жидкости на входном и
выходном отверстиях соответственно. Отметим,
что расход жидкости положителен при течении

жидкости в положительном направленииOz и от-
рицателен для потока в обратном направлении,
например, во время сжатия трубки Qi < 0 и
Qo > 0. Результаты моделирования представлены
в таблице 2.

Поскольку трубка и жидкость в ней являют-
ся несжимаемыми, то при деформации трубки ее
объем должен соответствовать объему жидкости,
протекшей в канале. Вычислим относительную по-
грешность объемов по формуле

εV =
|(Qi+1

i + Qi+1
o )τ− (Vi

e −Vi+1
e )|

V0
e

· 100%,

где верхние индексы i и i + 1 соответствуют преды-
дущему и текущему моментам времени; Vi

e и V0
e —

объемы в деформированной и недеформирован-
ной трубках, вычисляемые по формулам

Vi
e =

∫
Ω

2πr drdz, V0
e = π(R2

2 − R2
1)L.

Здесь область интегрирования Ω ограничена по
осиOz интервалом [0, L], а по осиOr лежит между
кривыми R1 + sr(z, R1) и R2 + sr(z, R2) с радиаль-
ной компонентой деформации sr < 0 (деформа-
ция направлена в отрицательном направлении по
осиOr). В проведенных расчетах относительная по-
грешность εV не превышала 4.3 · 10−12% для гранич-
ных условий Дирихле и 6.3 · 10−12% для граничных
условий Неймана.

Отметим, что время установления ненулево-
го среднего расхода жидкости и пуазейлевского
течения близки к характерному времени τu, что
предполагает возможность снижения системати-
ческой погрешности заданием перепада давления
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в виде

∆pi = −8µεiL
πR4

1
. (14)

В зависимости от параметров моделирования
(n, m, Np) систематическая ошибка составляет от
2.5 до 72 нл/с (см. таблицу 2). С увеличением коли-
чества интервалов времени в одном периоде про-
должительность моделирования растет пропорци-
онально, а систематическая погрешность снижает-
ся незначительно (увеличение m в 2 раза с 20 до 40
снижает погрешность не более, чем на 7.3 %). Уве-
личение количества КЭ приводит к существенному
снижению погрешности (например, при четырех-
кратном увеличении количества КЭ для Np = 1
величина εN уменьшается в 3.8 раз и εD — 1.6 раз,
а для Np = 3: εN — 11.2 раз и εD — 11.3 раз). Время
расчета при этом увеличивается пропорционально
количеству КЭ расчетной сетки канала (например,
для n = 12 время расчета Tt = 112 минут, а для
n = 24 — 8.5 часов).

В работе [16] показано, что несимметричная
схема колебаний системы из Np > 2 пьезоэлемен-
тов при отсутствии перепада давления вдоль кана-
ла за время t > τu создает постоянное среднее за
период колебаний течение жидкости, т.е. устрой-
ство прокачивает жидкость как микронасос. Прове-
дем сравнение результатов вычислительных экспе-
риментов для симметричной и несимметричной
схемы колебаний системы из Np = 3 пьезоэлемен-
тов на расчетной сетке с n = 12. Для граничных
условий Неймана средний расход жидкости дости-
гает значения Qa,N = 233 нл/с. Из таблицы 2 вид-
но, что вклад систематической погрешности вQa,N
составляет 21 %. Для граничных условий Дирих-
ле средний расход жидкости Qa,D = 404 нл/с, из
которого 17.6 % приходится на систематическую
погрешность. Для повышения точности моделиро-
вания можно использовать более плотную расчет-
ную сетку за счет увеличения вычислительных и
временных ресурсов.

Можно предложить способ компенсации си-
стематической погрешности без увеличения про-
цессорного времени. Для этого зададим перепад
давления∆p согласноформуле (14). Повторный вы-
числительный эксперимент с заданнымперепадом
давления показал значительное снижение систе-
матической погрешности. В зависимости от n для
Np = 1 величина εN снижается в 112÷ 190 раз и
εD —в 217÷ 367 раз, а для Np = 3: εN — 33÷ 108 раз
и εD — 89÷ 217 раз.

Дальнейшее снижение погрешности практи-
чески недостижимо, поскольку согласно (10) изме-
нение объема за шаг по времени имеет порядок

∆Vm = Vn+1 − Vn = 4 · 10−17 м3, что находится в
области ошибок округления. Эта величина измене-
ния объема ∆Vm определяет пределы применимо-
стимодели. Например, если при снижении частоты
изменение объема будет порядка ∆Vm, то резуль-
таты моделирования будут некорректны, а если
∆V = k∆Vm, то ошибки округления в Qa будут со-
ставлять ≈ 100/k %. Расчеты показывают, что при
частоте колебаний пьезоэлементов f 6 500 Гц си-
стематические погрешности будут εi > 10 % для
Np = 1 и εi > 30 % для Np = 3.

Отметим, что при моделировании системы
пьезоэлементов систематическая погрешность εi
определяется как разность экспериментально-
го Qe и численного Qn значений установившегося
среднего расхода жидкости, то есть εi = Qe −Qn.
Компенсировать систематическую погрешность
можно дополнительным пуазейлевским течени-
ем с перепадом давления ∆p, определяемым
приближенной формулой (14).

4. Заключение

В работе представлена математическая и ком-
пьютерная модели осесимметричного пьезонасо-
са с граничными условиями Дирихле или Нейма-
на в области контакта пьезоэлементов с поверхно-
стью трубки. Тестирование компьютерной модели
проведено сравнением результатов моделирова-
ния с аналитическим решением для течения Пу-
азейля в трубке круглого сечения. Проведенный
анализ профиля скорости и профилирование ко-
да программы позволили определить параметры
расчетных сеток: для стенки трубки была выбра-
на равномерная сетка с более высокой плотностью
конечных элементов в области контакта пьезоэле-
ментов с трубкой; для канала выбрана адаптивная
динамически перестраиваемая сетка. Проведена
серия вычислительных экспериментов для различ-
ного количества пьезоэлементов и набора значе-
ний для плотности расчетной сетки и определена
величина систематической погрешности модели-
рования. Предложен способ компенсации система-
тической погрешности с помощью дополнитель-
ного приложенного к каналу перепада давления.
Данный способ позволил снизить погрешность на
два порядка. Представленный в работе подход к
снижению систематической погрешности позво-
лит повысить точность моделирования режимов
работы пьезоэлектрического микронасоса.
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Reducing the systematic error of the average fluid flow
rate in axisymmetric computer model of piezoelectric

micropump
Nasibullayev I.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Mathematical and computer models of an axisymmetric coupled problem of interaction of a fluid and an elastic body
for the solving partial differential equations by the finite element method FreeFem ++ software are proposed. In
these models, periodic vibrations of annular piezoelectric actuators placed on an elastic tube of circular cross-section
lead to radial deformations of the tube. With a synchronous oscillation of the system of piezoelectric actuators, the
average fluid flow rate is zero. An asymmetric oscillation pattern (micropump mode) results in a nonzero average flow
rate. Two types of boundary conditions are considered in the region of contact between the piezoelectric drive and
the tube — Dirichlet and Neumann. The computer model was tested for unsteady fluid flow induced by a pressure
gradient applied along the pipe with a circular cross section. With synchronous oscillation of piezoelectric actuators,
a nonzero average fluid flow is a systematic error. This value was compared with the asymmetric oscillation pattern
of piezoelectric actuators to determine the contribution of the systematic error to the pump-generated fluid flow
rate. Based on the fluid flow velocity profile and the results of profiling the program code, the optimal parameters of
the computational meshes for the channel (dense uniform) and tube walls (nonuniform, consistent with the velocity
profile and reconstructing at each time step) were determined, which reduce the magnitude of the systematic error.
The main way to reduce the error is to increase the density of the computational mesh, which leads to an increase in
the required computing resources. An alternative method is proposed for reducing the systematic error due to an
additional pressure drop applied to the channel. Depending on the type of boundary conditions and the number of
piezoelectric actuators, this method can reduce the systematic error by 1− 2 orders of magnitude without increasing
the simulation time.

Keywords: hydrodynamics, hydraulic resistance, piezoelectric actuator, linear elasticity, microchannel, finite element
method, micropump
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Влияние физических параметров на структуру
«вязких пальцев»1

Валиев А.А., Низамова А.Д., Ахметов А.Т.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Вытеснение нефти менее вязкими средами приводит к неустойчивости фронта и образованию «вязких пальцев».
Наиболее информативно динамику изменения границы раздела между нагнетаемым флюидом и вытесняемой
средой при изменении физических параметров можно изучить с помощью ячейки Хеле-Шоу. Использование
ячейки с малым зазором позволяет отследить влияние изменения поверхностного натяжения (на границе раз-
дела вытесняющая жидкость—нефть) на процесс формирования «вязких пальцев». Представлены результаты
экспериментального исследования развития «вязких пальцев» при неустойчивом вытеснении нефти водой и
водным раствором ПАВ из ячейки Хеле-Шоу. Изменялись следующие физические параметры: температура,
динамическая вязкость, поверхностное натяжение и режимы течения, влияющие на формирование «вязких
пальцев». Установлено, что увеличение расхода вытесняющей жидкости приводит к росту площади охвата и
уменьшению ширины «вязких пальцев». После прорыва наблюдается падение доли вытесненной нефти. Ис-
пользование ПАВ уменьшает поверхностное натяжение на границе двух сред, увеличивает охват и существенно
снижает число и размер остаточных целиков нефти, это приводит к увеличению эффективности вытеснения.
Увеличение температуры уменьшает отношение вязкостей вытесняемой и вытесняющей жидкостей, что приводит
к менее интенсивному развитию «языков» и более эффективному вытеснению нефти. Фрактальный анализ
размерностей «вязких пальцев» позволил установить корреляцию фрактальной размерности с эффективностью
вытеснения — увеличение фрактальной размерности соответствует росту нефтеизвлечения. Таким образом,
изменение физических параметров при неустойчивом вытеснении позволяет найти определяющие факторы для
увеличения нефтеизвлечения на различных стадиях вытеснения.

Ключевые слова: неустойчивое вытеснение, ячейка Хеле-Шоу, «вязкие пальцы», фракталы, поверхностное
натяжение, объемный расход, нефтеизвлечение

1. Введение
Вытеснение нефти менее вязкими средами

приводит к неустойчивости фронта и образованию
«вязких пальцев» (см. [1]). Наиболее информатив-
но динамику изменения границы раздела между
нагнетаемым флюидом и вытесняемой средой при
изменении физических параметров можно изу-
чить с помощью ячейки Хеле-Шоу. Использование

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФ-
ФИ в рамках научного проекта№ 20-31-80008-мол_эв_а.
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ячейки с малым зазором позволяет отследить вли-
яние изменения поверхностного натяжения σ (на
границе раздела вытесняющая жидкость—нефть)
на процесс формирования «вязких пальцев». Про-
ведение экспериментов при различных температу-
рах T дает возможность эффективно менять соот-
ношение динамических вязкостей (нефти µH/воды
µB и нефти µH/раствор ПАВ µp) изучаемых сред. Ре-
гулируя нагнетание флюидов с постоянным объем-
ным расходом Q можно изучить динамику разви-
тия фронта при различных режимах вытеснения.

На цилиндрической извивающейся границе
раздела жидкостей капиллярное давление опреде-
ляется двумя главными кривизнами поверхности
раздела. Одна соответствует кривизнам изгибаю-

http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.005
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2021. Т. 16. №1 33

щейся линии фронта; другая, при полном смачива-
нии, — половине величины зазора (10 мкм). Рост
основного «вязкого пальца» («языка») преоблада-
ет в направлении наибольшего градиента давле-
ния. Капиллярные силы выпуклой части фронта
оказывают тормозящее действие, вогнутой — уско-
ряющее, но их стабилизирующее действие намно-
го меньше гидродинамических сил, приводящих
к развитию «пальцев» [2]. Капиллярные силы, обу-
словленные взаимодействием с поверхностью при
огромной кривизне, весьма значительны, они иг-
рают основную роль в образовании остаточных це-
ликов вытесняемой жидкости.

В процессе неустойчивого вытеснения неф-
ти водой можно выделить два этапа – течение до
прорыва (подход «языка» к выходному отверстию)
и после прорыва. Образующиеся структуры «вяз-
ких пальцев» до прорыва формируют фракталь-
ные структуры, которые являются начальными для
структур, образующихся в процессе последующего
вытеснения. Для практического использования, в
частности, для оценки эффективности вытеснения,
крайне важны процессы, влияющие на расшире-
ние зоны вытеснения и происходящие после про-
рыва. Изменение температуры и концентрации
растворов ПАВ дает возможность менять соотно-
шения вязкостей между вытесняемой и вытесня-
ющей жидкостями и поверхностное натяжение на
границе раздела фаз.

2. Методика проведения экспери-
ментов
Эксперименты проводились на ячейке Хеле-

Шоу, представляющей собой плоский канал разме-
ром 3, 5 × 2 см, глубиной 20 мкм между двумя оп-
тическими пластинами толщиной 2 см с поровым
объемом V0 = 14 мкл. Расход жидкости задавался
шприцевым насосом, дополнительно контролиро-
вался весовым методом, давление измерялось ма-
нометром и датчиком давления (MPX 5100). Для
предотвращения размытости картины съемка про-
водилась с минимальной выдержкой видеокамеры.
На компьютере осуществлялся видеозахват кадров
изображения течения, а также синхронизирова-
лись и записывались измерения датчика давления
и прецизионных весов [3]. Полученные видеозапи-
си обрабатывались в программе ImageJ. Высокое
качество изображений позволило получить каче-
ственные бинарные картины и рассчитать остаточ-
ную насыщенность вытесняемой фазы. Поскольку
последовательные структуры «вязких пальцев» об-
ладают самоподобием, был проведен их фракталь-
ный анализ [4]. Расчет фрактальной размерностиD
вытесняющейфазы проводился в программеHarFa

D = 1, 72; V/V0 = 0, 16 D = 1, 67; V/V0 = 0, 12

D = 1, 81; V/V0 = 0, 35 D = 1, 79; V/V0 = 0, 29

KH = 0, 55; V/V0 = 1
а) Q = 5 мкл/мин

KH = 0, 76; V/V0 = 1
б) Q = 50 мкл/мин

Рис. 1. Кадры видеозаписи неустойчивого вытес-
нения нефти водой в бинарном виде для
двух режимов нагнетания при постоянных
объемных расходах Q = 5 мкл/мин (а),
Q = 50 мкл/мин (б), T = 25 ◦C, µH/µB = 29,
σ = 30 мН/м (штриховые линии соответствуют
контуру ячейки Хеле-Шоу; видеокадры сверху
вниз демонстрируют структуру развития «вяз-
ких пальцев» и их состояние при достижении
середины ячейки, выходного отверстия и
после прокачки одного объема ячейки)

5.5L с использованием метода «box-counting».

3. Результаты экспериментов
По данным реологических измерений, прове-

денных на прецизионном ротационном реомет-
ре HAAKE MARS III при 25 ◦C, соотношение вязко-
стей µH/µB = 29. Нагнетание дистиллированной
водыприрасходе 5мкл/мин в ячейку, заполненную
нефтью, приводит к формированию узкого «язы-
ка» (рис. 1(a)) с разветвлениями, направленными
в сторону градиента давления с охватом не боль-
ше половиныширины канала. Объем вытесненной
нефти при подходе фронта к центру ячейки состав-
ляет 0, 16V0, при достижении «вязкими пальцами»
выходного отверстия (прорыва) — 0, 35V0. После
прорыва происходит резкое оживление боковых
пальцев, сопровождаемое расширением площади
охвата с большим количеством небольших «остров-
ков» из остаточных целиков нефти. Прокачка одно-
го порового объема воды приводит к вытеснению
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D = 1, 78; V/V0 = 0, 23 D = 1, 69; V/V0 = 0, 13

D = 1, 87; V/V0 = 0, 5 D = 1, 77; V/V0 = 0, 27

KH = 0, 72; V/V0 = 1
а) Q = 5 мкл/мин

KH = 0, 85; V/V0 = 1
б) Q = 50 мкл/мин

Рис. 2. Кадры видеозаписи неустойчивого вытес-
нения нефти водой в бинарном виде для
двух режимов нагнетания при постоянных
объемных расходах Q = 5 мкл/мин (а),
Q = 50 мкл/мин (б), T = 80 ◦C, σ = 27 мН/м,
µH/µB = 9 (штриховые линии соответствуют
контуру ячейки Хеле-Шоу; видеокадры
сверху-вниз демонстрируют структуру раз-
вития «вязких пальцев» и их состояние при
достижении середины ячейки, выходного
отверстия и после прокачки одного объема
ячейки)

более половины начального объема нефти 0, 55V0 с
коэффициентом нефтеизвлечения KH = 0, 55. При
10-кратном увеличении расхода до 50мкл/мин кар-
тина вытеснения существенно изменяется: если
при 5 мкл/мин «пальцы» широкие, гладкие и отно-
сительно мало дробятся, то при 50 мкл/мин «паль-
цы» быстро растут и практически сразу начина-
ют дробиться с более широким охватом зоны вы-
теснения при достижении ими середины ячейки
KH = 0, 12. Перед моментом наступления прорыва
коэффициент нефтеизвлечения KH = 0, 29 немно-
го ниже значения, полученного при малом расходе,
но после прорыва и прокачки одного объема ячей-
ки воды V0 количество вытесненной нефти в 1, 5
раза превышает количество, полученное при за-
качке с 10-кратно меньшим расходом.

Увеличение температуры от 25 ◦C до 80 ◦C при-
водит к уменьшению вязкости нефти в 8 раз, воды
в 2, 5 раза, соответственно отношение вязкостей

становиться меньше в 3 раза — µH/µB = 9. Следует
отметить, что с изменением температуры меняет-
ся и поверхностное натяжение на границе нефти
с водой, но не столь значительно — в рассматри-
ваемом диапазоне температур изменение не пре-
вышает 7%. Существенное изменение соотноше-
ния вязкостей приводит к уменьшению неустой-
чивости течения, расширению «вязких пальцев»
и увеличению охвата почти на всю ширину ячей-
ки при расходе 5 мкл/мин (рис. 2(a)), к большему
нефтеизвлечению при достижении центра ячейки
KH = 0, 23, а к моменту прорыва KH = 0, 5 практи-
чески без образования остаточных целиков неф-
ти. Соответственно происходит увеличение объема
вытесненной нефти и рост времени до наступле-
ния прорыва, после прорыва вытеснение идет с
малым количеством остаточных целиков нефти.
Нефтеизвлечение после прохождения одного объе-
ма пор воды KH = 0, 72.

Увеличение объемного расхода воды в 10 раз
приводит к дроблению «вязких пальцев» и менее
эффективному вытеснению нефти на начальной
стадии продвижения «вязких пальцев» (рис. 2(б))
по сравнению с расходом 5 мкл/мин. Подобное по-
ведение «вязких пальцев» продолжается вплоть до
прорыва. При этом извлечение нефти KH = 0, 27
почти вдвое меньше значения при малом расходе
KH = 0, 5 (рис. 2(a)). В стадии доотмыва вытесне-
ние нефти идет бурно и ее извлечение после про-
хождения порового объема воды составляет 0, 85V0,
по сравнению смалымрасходомизвлечение нефти
возрастает почти на 20%.

Вытеснение нефти 1% водным раствором ПАВ
(додецилсульфат натрия – SDS) при более чем
10-кратном уменьшении поверхностного натяже-
ния σ = 3 мН/м облегчает дробление пальцев и
нарождение новых (рис. 3(a)). Образуется серия
параллельных «вязких пальцев» с широким охва-
том. Объем вытеснения нефти на момент проры-
ва — 0, 28V0. После прорыва все «вязкие пальцы»
развиваются в ширину и охватывают весь канал,
эффективность высока, а объем вытеснения нефти
составляет 0, 75V0. По сравнению с чистой водой
использование 1% раствора ПАВ приводит к вы-
теснению нефти на 36% больше. В основном оста-
точные целики нефти имеют продолговатую вытя-
нутую форму и, что примечательно, их движение
не останавливается, а капиллярные силы меньше
гидродинамических.

Десятикратное увеличение расхода приводит
к вытянутой форме «вязких пальцев», т.е. к уве-
личению вытеснения нефти к моменту проры-
ва практически на треть. Довытеснение нефти
происходит более активно по сравнению со все-
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D = 1, 66; V/V0 = 0, 11 D = 1, 69; V/V0 = 0, 15

D = 1, 79; V/V0 = 0, 28 D = 1, 81; V/V0 = 0, 37

KH = 0, 75; V/V0 = 1
а) Q = 5 мкл/мин

KH = 0, 85; V/V0 = 1
б) Q = 50 мкл/мин

Рис. 3. Кадры видеозаписи неустойчивого вытесне-
ния нефти раствором ПАВ в бинарном виде
для двух режимов нагнетания при постоян-
ных объемных расходах Q = 5 мкл/мин (а),
Q = 50 мкл/мин (б), σ = 3 мН/м, T = 25 ◦C,
µH/µP = 31 (штриховые линии соответствуют
контуру ячейки Хеле-Шоу; видеокадры сверху-
вниз демонстрируют структуру развития «вяз-
ких пальцев» и их состояние при достижении
середины ячейки, выходного отверстия и по-
сле прокачки одного объема ячейки)

ми рассмотренными выше случаями, оставшиеся
целики нефти продолжают движение. Довольно
странно, что при большом объемном расходе эф-
фективность раствора ПАВ почти такая же, как у
дистиллированной воды.

При движении жидкости объем вытесненной
нефти равен объему закачанной жидкости вплоть
до прорыва (рис. 4). На графике представлены за-
висимости вытесненной нефти от объема закачан-
ной жидкости, все значения объемов вытесненной
нефти лежат на одной линии до момента проры-
ва. Но, тем не менее, в зависимости от структуры
кластеров из «вязких пальцев» объемы вытеснен-
ной нефти к моменту прорыва существенно отли-
чаются. Уменьшение отношения вязкостей µH/µB
с 29 мПа·с до 9 мПа·с значительно стабилизирует
фронт и приводит к вытеснению половины объ-
ема нефти. Наибольшее нефтеизвлечение после
прокачки одного объема порV0 вытесняющей жид-
кости достигается при 10-кратном увеличении рас-

Рис. 4. Зависимость коэффициента нефтеизвлечения
KH от количества закачанного относительного
объема жидкости (V/V0)

Рис. 5. Зависимость фрактальной размерности D от
закачанного объема жидкости в ячейку Хеле-
Шоу. Размерность приведена для «вязких
пальцев» с учетом границы раздела фаз

хода со сниженным отношением вязкостей µ2/µ1
за счет температуры (рис. 2(b)) или использования
ПАВ (рис. 3(b)) (две совпадающие верхние точки на
рис. 4). В то время как до момента прорыва к наи-
более эффективному вытеснению приводит сни-
жение отношений вязкостей (рис. 2(a)).

Отличие структур «вязких пальцев» при по-
стоянных расходах сказывается и в различии их
фрактальных размерностей (рис. 5). Фрактальная
размерность в зависимости от нагнетаемого объ-
ема во всех приведенных случаях растет. С увели-
чением размеров кластеров рост их фрактальной
размерности замедляется.

Фрактальный анализ размерностей «вязких
пальцев» отражает эффективность вытеснения:
увеличениефрактальной размерности соответству-
ет росту площади охвата.
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4. Заключение
При неустойчивом вытеснении нефти в ячей-

ке Хеле-Шоу изменение физических параметров
приводит к существенному преобразованию струк-
туры фронта, большому различию характера вы-
теснения до прорыва и после — при доотмыве. Эф-
фективность нефтеизвлечения на всех стадиях вы-
теснения меняется в зависимости от физических
параметров.

Кмоменту наступления прорыва наиболее зна-
чительные изменения в эффективности вытесне-
ния происходят за счет уменьшения соотношений
вязкостей (в 9 раз) при малом объемном расходе
(5 мкл/мин) вытесняющей воды.

В стадии доотмыва наиболее эффективно ис-
пользование большого расхода на ряду с умень-
шением отношения вязкостей и поверхностного
натяжения.

Таким образом, изменение физических
параметров при неустойчивом вытеснении
позволяет найти определяющие факторы для
увеличения нефтеизвлечения на различных
стадиях вытеснения.

Список литературы
[1] Saffman P.G., Taylor G. The penetration of a fluid into a porous

medium or Hele-Shaw cell containing a more viscous liquid //
Proceedings of the Royal Society of London A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences. The Royal Society. 1958.
V. 245, No. 1242. Pp. 312–329.
DOI: 10.1098/rspa.1958.0085

[2] Homsy G.M. Viscous fingering in porousmedia // Annual review
of fluid mechanics. 1987. V. 19, No. 1. Pp. 271–311.

[3] Валиев А.А., Ахметов А.Т., Рахимов А.А. Неустойчивое вытес-
нение в плоскопараллельном микроканале // Вестник Том-
ского государственного университета. Математика имехани-
ка. 2020. № 65. С. 68–82.
DOI: 10.17223/19988621/65/5

[4] Мавлетов M.В., Валиев A.A. Эффективность неустойчивого
вытеснения нефти из ячейки Хеле-Шоу // Нефтегазовое де-
ло. 2018. № 8. С. 42–45.
DOI: 10.30713/0207-2351-2018-8-42-45

[5] Низамова А.Д., Валиев A.A. Математическая модель вытесне-
ния нефти водой в плоском канале // Многофазные системы.
2020. Т. 15, № 3–4. С. 208–211.
DOI: 10.21662/mfs2020.3.131

[6] Валиев A.A., Низамова А.Д. Комплексное исследование вы-
теснения нефти водой в плоском канале // Многофазные си-
стемы. 2020. Т. 15, № 1–2. С. 25.
DOI: 10.21662/mfs2020.1.023

https://doi.org/10.1098/rspa.1958.0085
https://doi.org/10.17223/19988621/65/5
https://doi.org/10.30713/0207-2351-2018-8-42-45
https://doi.org/10.21662/mfs2020.3.131
https://doi.org/10.21662/mfs2020.1.023


ISSN 2658–5782 16 (2021), 1, 32–37

Multiphase Systems
http://mfs.uimech.org/mfs2021.1.005 Received: 10.11.2021
DOI: 10.21662/mfs2021.1.005 Accepted: 24.12.2021

Influence of physical parameters on the “viscous fingers”
structure

Valiev A.A., Nizamova A.D., Ahmetov A.T.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Displacement of oil by less viscous media leads to instability of the front and the formation of “viscous fingers”, the
structure of which depends on various physical parameters. The most informative dynamics of the change in the
interface between the injected fluid and the displaced medium with a change in physical parameters can be studied
using the Hele-Show cell. The use of a cell with a small gap makes it possible to track the effect of changes in surface
tension (at the interface, oil displacing liquid) on the formation of “viscous fingers”.
The results of an experimental study of the development of “viscous fingers” during unstable displacement of oil
by water and an aqueous solution of surfactants from the Hele-Show cell are presented. Physical parameters were
changed: temperature, dynamic viscosity, surface tension and flow regimes influencing the formation of “viscous
fingers”. It was found that an increase in the displacement fluid flow rate leads to an increase in the area of coverage
and a decrease in the width of the “viscous fingers”. After the breakthrough, a drop in the share of oil displacement
is observed. The use of surfactants reduces the surface tension at the interface between the two media, increases
the coverage and significantly reduces the number and size of residual oil pillars, which leads to an increase in
displacement efficiency. An increase in temperature decreases the viscosity ratio of the displaced and displaced fluid,
which leads to less intensive tongue development and more efficient oil displacement.
Fractal analysis of the dimensions of «viscous fingers» made it possible to establish a correlation between fractal
dimension and displacement efficiency, an increase in fractal dimension corresponds to an increase in oil recovery.
Thus, the change in physical parameters during unstable displacement makes it possible to find the determining
factors for increasing oil recovery at various stages of displacement.

Keywords: unstable displacement, Hele-Show cell, “viscous fingers”, fractals, surface tension, volumetric flow rate, oil
recovery
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К ЮБИЛЕЮ ЕКАТЕРИНЫ ВСЕВОЛОДОВНЫ ДЕНИСОВОЙ

2 января 2021 года отметила свой юбилей
кандидат технических наук, доцент Екатерина
Всеволодовна Денисова.

Е.В. Денисова родилась в городе Свободный
Амурской области СССР. Окончила в 1973 году
Уфимский авиационный институт по специально-
сти «Электрические машины и аппараты».

С 1973 года работала на научно-
производственном предприятии «Мотор» в
должности инженера-конструктора 1 катего-
рии. Работа была связана с проектированием и
доводкой электронно-гидравлических систем
автоматического управления беспилотными
летательными аппаратами с выездами на
испытательные стенды.

В 1985 году Е.В. Денисова перевелась на кафед-
ру технической кибернетики УАИ ( в настоящее
время — УГАТУ) сначала на должность младшего,
затем старшего научного сотрудника.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН

В 1986 году поступила в заочную аспиранту-
ру Московского авиационного института, которую
закончила в 1990 году с успешной защитой канди-
датской диссертации на тему «Анализ устойчиво-
сти систем автоматического управления воздушно-
реактивными двигателями». После защиты диссер-
тации Е.В. Денисова получила должность доцента.

Под руководством Е.В. Денисовой в УГАТУ вы-
полнено 32 дипломные работы.

В 2004 году ей присвоено звание «доцент по
науке».

Начиная с 1992 года Е.В. Денисова активно
участвовала в создании и организации работ в
Институтемеханики им. Р.Р.Мавлютова УФИЦРАН
(указано современное название) в качестве Учено-
го секретаря и ведущего научного сотрудника.

Одновременно с научной работой Екатерина
Всеволодовна преподает на кафедре вычислитель-
ной техники и инженерной кибернетики УГНТУ на
0,25 ставки доцента. Е.В. Денисовой с коллегами
разработана концепция самоорганизации управле-
ния сложными техническими объектами в иерар-
хических многосвязных системах, основанная на
изменении их структуры на динамических режи-
мах с целью повышения эффективности процесса
управления в целом. Концепция самоорганизации
предусматривает также использование в динамике
свободных регулирующих органов и дополнитель-
ной информации о состоянии системы, что позво-
ляет значительно снизить динамические ошибки
на режимах управления и стабилизации.

Также установлен частотный критерий устой-
чивости гетерогенныхмногосвязных систем управ-
ления, основанный на выделении представитель-
ских характеристик для каждого класса эквива-
лентности и на суждении об устойчивости всей
системы по их расположению относительно кор-
ней уравнения связи. Критерий дает достаточные
условия устойчивости.

Установлены частотные критерии устойчи-
вости для периодических движений в гомоген-
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ных (однотипных) нелинейных многосвязных си-
стемах, в том числе с нечеткими регуляторами
в сепаратных подсистемах. Критерии позволя-
ют повысить эффективность системных исследо-
ваний, выявляя автономное влияние как дина-
мических характеристик сепаратных подсистем,
так и многомерных элементов связей на устой-
чивость периодических движений многосвязной
системы в целом.

Получены новые методики проектирования
элементов гидроавтоматики с учетом специфики
протекающих процессов и конструктивных особен-
ностей, а также синтеза специализированного ал-
горитмического обеспечения для моделирования
проектируемых устройств.

Е.В. Денисова имеет более 100 научных ра-
бот, в том числе 1 монографию (в соавторстве), 45
статей ВАК и РИНЦ, 18 авторских свидетельств и
патентов РФ.

В качестве руководителя ею велись работы по
следующим грантам Российского фонда фундамен-
тальных исследований:

• 14-08-97027 р_поволжье_а «Методики коррек-
ции динамических параметров моделей силовой
установки по результатам анализа динамических
процессов топливной автоматики».

• 08-08-12058-офи «Моделирование рабочего
процесса, проектирование и изготовление элемен-
тов топливной автоматики из наноструктурного
алюминия».

С 2001 по 2016 гг. Е.В. Денисова явля-

лась организатором региональной программы
РФФИ – Кабинет министров РБ, выполняла обя-
занности члена регионального экспертного совета
как помощник Президента Академии наук РБ по
работе с федеральными фондами.

В настоящее время выполняет обязанно-
сти Ученого секретаря Координационного со-
вета УГНТУ – Йокогава (Япония), созданного в
2016 г. с целью повышения качества подго-
товки специалистов в области автоматизации
технологических процессов.

Е.В. Денисова награждена Почетной грамо-
той Института механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ
РАН (2017 г.), Благодарностью и Почетной грамо-
той Уфимского федерального исследовательского
центра РАН (2021 г.), Благодарственным письмом
и Почетной грамотой Администрации Октябрь-
ского района городского округа город Уфа (2017,
2021 гг.), Благодарственным письмом и Почетной
грамотой Администрации городского округа го-
род Уфа (2017, 2021 гг.), Почетной грамотой Акаде-
мии наук Республики Башкортостан (2019 г.), По-
четной грамотой Российской академии наук (2021
г.), Почетной грамотой Совета городского окру-
га города Уфа Республики Башкортостан (2021 г.)
и многими другими.

Коллектив журнала «Многофазные системы»
от всей души поздравляет свою коллегу Екатерину
ВсеволодовнуДенисову сюбилеемижелает ей пре-
красного самочувствия, творческого вдохновения
и активности, новых замечательных успеховна бла-
го нашего Отечества!
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