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Снижение систематической погрешности среднего
расхода жидкости в осесимметричной компьютерной

модели пьезоэлектрического микронасоса1

Насибуллаев И.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассматриваются математическая и компьютерная модели осесимметричной связанной задачи взаимодействия
жидкости и упругого тела для программы решения дифференциальных уравнений в частных производных мето-
дом конечных элементов FreeFem++. В данных моделях периодические колебания кольцевых пьезоэлектрических
элементов, размещенных на эластичной трубке круглого сечения, приводят к радиальным деформациям трубки.
При синхронном колебании системы пьезоэлементов средний расход жидкости равен нулю. Несимметричная
схема колебаний (режим микронасоса) приводит к ненулевому среднему расходу жидкости. Рассматриваются
два вида граничных условий в области контакта пьезопривода и трубки — Дирихле и Неймана. Компьютер-
ная модель тестировалась для нестационарного течения жидкости, индуцированного приложенным вдоль слоя
градиентом давления в трубке с круглым сечением. При синхронном колебании пьезоэлементов отличное от
нуля среднее течение жидкости является систематической погрешностью. Данное значение сравнивалось с
несимметричной схемой колебаний пьезоэлементов для определения вклада систематической погрешности в
генерируемый насосом расход жидкости. По профилю скорости течения жидкости и результатам профилирования
кода программы определены оптимальные параметры расчетных сеток для канала (плотная равномерная) и
стенки трубки (неравномерная, согласованная с профилем скорости и перестраивающаяся на каждом временном
шаге), которые снижают величину систематической погрешности. Основной способ снижения погрешности —
увеличение плотности расчетной сетки — ведет к росту требуемых вычислительных ресурсов. Предлагается
альтернативный способ снижения систематической погрешности за счет приложенного к каналу дополнительного
перепада давления. В зависимости от вида граничных условий и количества пьезоэлементов данный способ
позволяет снизить систематическую погрешность на 1–2 порядка без увеличения времени моделирования.

Ключевые слова: гидродинамика, гидросопротивление, пьезоэлемент, линейная упругость, микроканал, метод
конечных элементов, микронасос

1. Введение
Развитие микрофлюидики активно продолжа-

ется последние три десятилетия [1]. Интерес к дан-
ной области связан с особенностями течения жид-
кости в микро- и наномасштабах, позволяющими
разрабатывать устройства с новыми или даже не
имеющими аналогов в традиционных макросисте-
мах свойствами. Базовые характеристики микро-
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устройств в большей мере зависят от принципа
работы и конструкции микронасосов, а также жи-
клеров (гидросопротивлений). Так, малые площа-
ди проходных сечений требуют более тщательной
изоляции жидкости от рабочих элементов и полно-
го отсутствия фактора загрязнения. Поэтому наи-
большее распространение получили перистальти-
ческие насосы, так как в них контакт с рабочей
жидкостью имеет только гибкая трубка [2], а по-
движные элементы конструкции, являющиеся ис-
точником загрязнения, от жидкости изолированы.
При расчетах производительности насоса исполь-
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зуются только эмпирическиеформулы, не учитыва-
ющие специфику применения и масштабный фак-
тор, не анализируется величина пульсаций расхода
жидкости, а значит требуется разработка более точ-
ных математических и компьютерных моделей.

С уменьшением масштаба системы числа Рей-
нольдса и Пекле, характеризующие динамические
свойства системы, становятся малыми. Малое чис-
ло Рейнольдса подразумевает ламинарный харак-
тер течения, соответствующий как большинству
техническихмикроустройств, так и биологическим
системам [3]. А малое число Пекле означает, что
при теплопереносе вклад молекулярной теплопро-
водности преобладает над конвективным пере-
носом тепла, следовательно, в микроустройствах
(микротеплообменник, система охлаждения, мик-
розахват) необходимо учитывать оба механизма
теплопереноса [4].

Интенсивный рост производства микроэлек-
тромеханических систем и широкое внедрение
микророботов и микротехнологических комплек-
сов является весомым стимулом для разработки
новых перспективных устройств, обеспечивающих
бережное манипулирование микрокомпонентами.
Автором настоящей работы разработан и исследу-
ется капиллярный микрозахват [5–7] для манипу-
ляций с плоскими микрообъектами и мембрана-
ми, обладающими достаточной площадью плоской
стороны, но недостаточной для удержания пальце-
выми захватами толщиной. Создание макета дан-
ного микрозахвата, построенного на базе мини-
атюрного варианта термоэлектрического модуля
(элемента Пельтье), предполагает использование
жидкостного охлаждения для отвода тепла от горя-
чей поверхности элемента Пельтье. Отвод тепло-
вой мощности от элемента Пельтье требует разра-
ботки конструкции комплектного миниатюрного
насоса, а обеспечение режимов работы микроза-
хвата — соответствующей математической модели,
учитывающей специфику микрофлюидики.

Существующие микронасосы применяются во
многих областях [8]: биологические системы и ме-
дицина (система доставки лекарств), системы охла-
ждения (прокачка хладагента через теплообмен-
ник), исследование космоса (высоковакуумные на-
сосы), перекачивание жидкости с высокой скоро-
стью (центробежные насосы с высоким числом Рей-
нольдса), перекачивание специальных жидкостей
(электродинамические и магнитогидродинамиче-
ские насосы). Производимые модели микронасо-
сов трудно адаптировать для системы охлаждения
микрозахвата, поскольку требуетсямикронасосма-
лого размера с гибкой системой управления расхо-
домжидкости. Кроме того, разработанные для этих

микронасосов теоретические модели также осно-
ваны на эмпирических данных, что не позволяет
провести полную геометрическую оптимизацию
конструкции и определить оптимальные режимы
работы. С другой стороны, генерация течения жид-
кости в упругом микроканале относится к области
междисциплинарной физики, а, именно, к взаимо-
действию жидкости и упругого тела (fluid-structure
interaction, FSI) [9]. Все это требует при разработ-
ке новых технических устройств построения но-
вых математических моделей, связывающих гид-
родинамику, теорию упругости, процесс теплопе-
реноса, параметрическую оптимизацию и теорию
управления устройством.

Компьютерное моделирование течения жид-
кости в микроканалах, индуцированного внеш-
ним воздействием (перепадом давления, поступа-
тельным движением границы или деформацией
канала), в последнее время активно развивается.
Например, автором настоящей работы были раз-
работаны компьютерные модели, которые могут
быть использованы в качестве элемента вычисли-
тельного стенда для одного элемента технического
устройства. Модель поршня для осциллирующего
перепада давления, учитывающая пять парамет-
ров (амплитуда и частота перепада давления, тре-
ние поршня, жесткость пружины, отношение силы
трения покоя и трения скольжения), была постро-
ена в работе [10] методами факторного вычисли-
тельного эксперимента 2-го порядка.

С развитиемматематических и компьютерных
моделей появились пакеты численного модели-
рования, использующие метод конечных элемен-
тов (КЭ), которые позволяют проводить модели-
рование устройств с практически произвольной
геометрией [11]. В работе [12] была построена осе-
симметричная компьютерная модель FSI для вза-
имодействия ньютоновской жидкости с гиперэла-
стичным несжимаемым телом и с использовани-
ем моделирования методом КЭ проведен анализ
устойчивости дифференциальных уравнений, за-
писанных в вариационной форме в пакете числен-
ного моделирования FreeFem++ [13]. Была разра-
ботана модель микронасоса, создающего течение
жидкости (с расходомдо 50мкл/с) в плоскомканале
с погруженным в него пьезоэлементом с попереч-
ным изгибом [14].

В работе [15] представлена методика построе-
ния элемента вычислительного стенда в виде ана-
литической формулы на основе трехмерного мо-
делирования течения жидкости через эластичный
микроканал, деформируемый пьезоэлементом по
гармоническому закону, с вариантами использова-
ния полученных результатов в практических при-
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ложениях. Построена компьютерная модель управ-
ления режимом течения жидкости, индуцирован-
ного приложенным вдоль канала перепадом дав-
ления с учетом величины перепада давления и ча-
стоты сжатия трубки пьезоэлементом. Модель яв-
ляется частью жидкостной системы охлаждения
микрозахвата.

В работе [16] предложена осесимметричная
компьютерная модель пьезоэлектрического мик-
ронасоса, состоящего из эластичной трубки и си-
стемы круговых пьезоэлектрических элементов, а
также проведен анализ режимов его работы. На
границе пьезоэлементов с трубкой задаются гра-
ничные условия Дирихле. При несимметричной
схеме колебаний пьезоэлементов создается гидро-
сопротивление [17–19], что позволяет генериро-
вать ненулевой средний поток жидкости. Получе-
ны зависимости среднего расхода жидкости от вре-
мени, частоты колебаний пьезоэлементов и внут-
реннего диаметра трубки. В [20] на границе пьезо-
элементов с трубкой задаются граничные условия
Дирихле или Неймана, проводится параметриче-
ский анализ работы микронасоса и определяются
режимы, при которых отсутствует обратное рас-
пространение тепла от микрозахвата к микрона-
сосу. При малых частотах колебаний пьезоэлемен-
тов (меньше 1 кГц) модели имели высокую погреш-
ность, что ограничивало область применения бо-
лее высокими частотами.

В настоящей работе рассматривается расши-
ренная осесимметричная модель пьезоэлектриче-
ского микронасоса [16,20], учитывающая как гра-
ничные условия Дирихле, так и Неймана, для ана-
лиза источников и величин погрешностей с целью
снижения систематической погрешности среднего
расхода жидкости.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
В работе рассматривается осесимметричное

течение жидкости через упругую микротрубку с
внутренним R1 и внешним R2 радиусами и дли-
ной L, центральная часть которой расположена
внутри системы кольцевых пьезоэлементов дли-
ной `. На рис. 1 представлена геометрия задачи и
введены следующие обозначения: Γ1 и Γ2 — вход-
ное и выходное отверстия микроканала соответ-
ственно; Γ3 — ось симметрии; Γ4, Γ5 и Γ6 — внут-
ренняя, боковая и внешняя стенки микротрубки
соответственно; Γp

i — контакт i-го пьезоэлемента с
внешней стенкой микротрубки. Используется осе-
симметричная цилиндрическая система коорди-
нат с началом отсчетаO, расположенным в геомет-

O z

r
R1

R2
Γ1 Γ2

Γ4

Γ3

Γ5 Γ5
Γ6 Γ6Γp

1 Γp
2 Γp

3

L

Рис. 1. Геометрия пьезонасоса

рическом центре трубки. Радиальная и осевая ко-
ординаты обозначены через r и z соответственно.

Течение жидкости описывается уравнениями
Навье–Стокса и уравнением несжимаемости в осе-
симметричной геометрии [21]:
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где ρ — плотность жидкости; u = (ur, uz) — век-
тор скорости жидкости состоящий из радиальной
и осевой компонент; t — время; p — давление; µ—
коэффициент динамической вязкости жидкости.

Деформации упругого микроканала описыва-
ются уравнениями Навье–Коши [22]:
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∂sz

∂r

)
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(2)

где s = (sr, sz) — вектор деформации, состоящий
из радиальнойи осевой компонент; λи η—коэффи-
циенты Ламе, связанные с модулем упругости Юн-
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га E и коэффициентом Пуассона ν соотношениями:

λ = νE
(1 + ν)(1− 2ν) , η = E

2(1 + ν) .

Отметим, что стационарные уравненияНавье–
Коши (2) применимы для частоты колебаний пье-
зоэлементов до fe = 100 кГц, поскольку время упру-
гой релаксации составляет τe = R1

√
ρe/E ≈ 10−7 c,

где ρe — плотность материала трубки. В реаль-
ных кольцевых пьезоэлементах максимальная ча-
стота колебаний ограничена резонансной часто-
той fr, которая обычно меньше, чем fe (для пье-
зоэлементов, выполненных на основе цирконат–
титанат свинца fr имеет порядок 20 . . . 30 кГц [23],
25 кГц [24], 50 кГц [25], 40 . . . 90 кГц [26]). Таким обра-
зом, предельная допустимая частота, для которой
применима модель, определяется как min( fe, fr).
Для большей частоты необходимо рассматривать
динамические уравнения. Относительные дефор-
мации составляют до 0.5 %, поэтому погрешность
решения линейных уравнений упругости мала.

Уравнения (1) и (2) решались численно ме-
тодом КЭ в пакете численного моделирования
FreeFem++ [13,27], где интегрирование проводится
в декартовых координатах по элементу площади
dS = dxdy. Следовательно, необходимо провести
преобразование данного элемента площади в ци-
линдрические координаты (с элементом площади
dΩ = dzdr) по правилу dS = JdΩ, где J = r — яко-
биан преобразования декартовых координат в ци-
линдрические.

Проведенный численный анализ показал, что
при использовании схемы Эйлера осесимметрич-
ная вариационная форма уравнений Навье–Стокса
быстро теряет устойчивость. Устойчивость схемы
обеспечивается с помощью метода характеристик
Галеркина для аппроксимации полной производ-
ной по времени [12]. Для этого левые части пер-
вых двух уравнений (1) преобразовывались по
следующей формуле:

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = un+1 − un ◦ Xn

τ
,

где индексы n и n + 1 относятся к предыдущему и
текущему моментам времени, τ—шаг по времени
и введено обозначение un ◦Xn(x) = un(x− un(x)τ).

Умножая уравнения гидродинамики (1)
на якобиан r получим осесимметричную

вариационную форму:
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−εp pn+1wpr

]
dΩ = 0,

(3)

где wr, wz и wp — пробные функции; малая величи-
на εp = 10−10 представляет собой искусственную
сжимаемость и введена для повышения устойчи-
вости расчетной схемы в пакете FreeFem++.

Аналогично, для уравнений упругости (2) с
помощью замены

r
∂2ui
∂r2 + ∂ui

∂r
= ∂

∂r

(
r

∂ui
∂r

)
получим:

∫
Ω

[
(λ+ 2η)

(
∂sr

∂r
∂vr

∂r
r + sr

r
vr

)
+

+(λ+ η) ∂sz

∂r
∂vz

∂r
r + η

∂sr

∂z
∂vr

∂z

]
dΩ = 0,

∫
Ω

[
(λ+ 2η) ∂sz

∂z
∂vz

∂z
r+

+(λ+ η)
(

∂sr

∂r
∂vz

∂z
− ∂sr

∂z
vz

)
+

+η∂sz

∂r
∂vz

∂r
r

]
dΩ = 0,

(4)

где vr и vz — пробные функции
Начальные условия соответствуют отсутствию

деформаций на внешней стенке s = 0 и покоящей-
ся жидкости u = 0.
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Граничные условия на скорость жидкости име-
ют следующий вид:

Γ1 : ur = 0, p = −∆p/2;
Γ2 : ur = 0, p = ∆p/2;
Γ3 : ur = 0;
Γ4 : ur = 0, uz = 0,

где ∆p — разность давлений на входном и выход-
ном отверстиях трубки.

Микротрубка закреплена на концах, то есть

Γ5 : sr = 0, sz = 0. (5)

Граничные условия Неймана для деформаций
определяются из условия равновесия σrr = −pp

i (t),
где компонента тензора напряжений σrr уравно-
вешивается давлением −pp

i (t), оказываемым на
трубку i-м пьезоэлементом на границе Γp

i :∫
Ω

[
(λ+ 2η) ∂sr

∂r
vr + λ

sr

r
+

+λ∂sz

∂z
− pi(t)p

]
r dΩ = 0.

(6)

Поскольку концымикротрубки закреплены (5),
то в условии (6) необходимо запретить осевые пе-
ремещения sz = 0, следовательно, граничные усло-
вия Неймана примут следующий вид:∫

Ω

[
(λ+ 2η) ∂sr

∂r
vr + λ

sr

r
− pi(t)p

]
r dΩ = 0. (7)

При использовании граничных условий Дири-
хле перемещения пьезоэлементов задаются на ве-
личину sp

r,i(t), то есть данные условия имеют вид:

Γp
i : sr = sp

r,i(t) (i = 1, . . . , N). (8)

Для устойчивости численной схемы вводится до-
полнительное условие на Γ3: s = 0.

Отметим физический смысл граничных усло-
вий Неймана и Дирихле. Граничные условия Ней-
мана означают «мягкий» пьезоэлемент, форма
которого при сжатии меняется (но не меняется
область контакта), а граничные условия Дирих-
ле — «жесткий» пьезоэлемент, форма которого при
сжатии не меняется.

Зависимость давленияпьезоэлемента на внеш-
нюю стенку микроканала определяется в виде
pp(t) = max(pp) fp(t), а перемещения — в виде
sp

r,i(t) = sp
r fp(t), где форма сигнала fp(t) являет-

ся нормированной в области [0, 1] гармонической
функцией с частотой колебаний f :

fp(t) = 1
2

(
1− cos(2π f t)

)
.

3. Результаты
Численное моделирование проводилось для

упругой трубки длиной L = 10 мм с круглым сече-
нием, внутренним радиусом R1 = 1 мм и внешним
радиусом R2 = 1.75 мм. Кольцевые пьезоэлемен-
ты длиной ` = 1 мм располагались симметрич-
но относительно центра трубки. Рассматривались
конфигурации с одним и тремя пьезоэлементами
(Np = 1, 3). В качестве материала трубки выбрана
силиконовая резина с модулем Юнга E = 5 МПа и
коэффициентом Пуассона σ = 0.49. В качестве ра-
бочей жидкости используется вода при температу-
ре T0 = 20◦C с объемной плотностью ρ = 998 кг/м2

и динамической вязкостью µ = 1.002 мПа·с.
Течение жидкости в канале можно создать дву-

мя способами: с помощью приложенного к каналу
перепада давления ∆p и путем периодических син-
хронных сжатий Np пьезоэлементов.

Моделирование проводится на двух двумер-
ных согласованных между собой расчетных сет-
ках в плоскостиOzr. Сначала решаются уравнения
упругости на сетке, определяющей стенку трубки.
По полученному полю деформации на каждом ша-
ге по времени расчетная сетка для канала перестра-
ивается, поскольку внутренняя поверхность труб-
ки, деформированная пьезоэлементами, определя-
ет внешнюю границу канала. Затем на расчетной
сетке канала решаются уравнения гидродинамики.

Для предотвращения появления ошибки, свя-
занной с перемещением узлов одного КЭ внутрь
другого КЭ (появления отрицательных объемов
Ve 6 0), при перестроении расчетной сетки для ка-
нала был разработан алгоритм «безопасной» пере-
стройки сетки, в котором в случае возникновения
отрицательных объемов меняется коэффициент
трансформации, а в противном случае происхо-
дит трансформация; проверка проводится до пол-
ной трансформации расчетной сетки [20]. Для ре-
ализации алгоритма использовались следующие
средства FreeFem++: проверка возможности по-
явления отрицательных объемов checkmovemesh,
трансформация сетки movemesh и адаптация сетки
adaptmesh.

В качестве параметра расчета задавалась оди-
наковая для всех пьезоэлементов амплитуда ради-
ального сжатия sp

r,i = sp = 0.5 мкм, которая непо-
средственно использовалась в граничных услови-
ях Дирихле (8). Для того, чтобы в граничных усло-
виях Неймана (7) обеспечить такую же амплиту-
ду [28], проводился предварительный расчет с од-
новременным сжатием всех пьезоэлементов с ам-
плитудой давления p0 и определялась величина
сжатия s0. Поскольку уравнения упругости линей-
ные, то величина давления pp, при которой пье-
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зоэлемент будет сжиматься на sp, определяется
как pp = p0 · sp/s0. В результате получена расчет-
ная величина pp = 395 кПа. Отношение коэффи-
циента передачи деформации от пьезоэлемента
к внутренней стенке трубки ks составило 0.81 для
граничных условий Неймана и 1 для граничных
условий Дирихле. Максимальное значение блоки-
рующей силы (сила реакции, возникающая в обла-
сти контакта пьезоэлемента и трубки) не превы-
шало значения 4.5 Н, что укладывается в техниче-
ские характеристики кольцевых пьезоэлектриче-
ских приводов (10–15 Н [26]).

Особенностью рассматриваемой задачи явля-
ется то, что деформации микроканала малы (0.5 %
от радиуса) и при высоких частотах колебаний ско-
рости течения жидкости высоки (несколько мм/с).
Следовательно, возможны большие погрешности
численного расчета, зависящие от шага по време-
ни τ и размера элементов расчетной сетки `m. Обо-
значим через m количество граничных элементов
расчетной сетки трубки, приходящихся на один
пьезоэлемент; n — число шагов по времени за каж-
дый полупериод колебания пьезоэлемента; Np —
количество пьезоэлементов. Расчетные сетки для
микроканалаи трубки согласованы: граничные эле-
менты на линии контакта сеток совпадают.

3.1. Тестирование компьютерной модели

Исследуем симметричный случай для
Np = {1, 3} синхронно работающих пьезоэле-
ментов на частоте f = 1 кГц с плотностью
расчетной сетки n = {12, 18, 24} и m = {20, 40}
временными интервалами, приходящимися на
один период сжатия–растяжения пьезоэлементов
Tf = 1/ f . На рис. 2 показаны профили скорости
для Np = 1, n = 12, m = 40 в моменты времени
t = Tf /4 и t = 3Tf /4, когда модуль скорости
|uz| максимален, а также t = 0 и t = Tf /2, когда
меняется направление сжатия пьезоэлемента.

Видно, что вблизи границы трубки на интер-
вале r = [0.8R1, R1] происходит основное измене-
ние осевой скорости uz, следовательно, для по-
вышения точности расчетов нужно использовать
неравномерную расчетную сетку с большей плот-
ностью элементов вблизи внутренней границы
трубки. Для уменьшения времени расчета сетку
вблизи оси трубки, где профиль скорости прак-
тически плоский, можно сделать более разрежен-
ной. Все расчеты проводились на модифицирован-
ной сетке, в которой размер элементов на внутрен-
ней поверхности равен `m = L/(10 · n), а на оси —
`m = L/(5 · n). На рис. 3 показаны расчетные сетки
для n = {12, 18, 24}, а в таблице 1 приведены соот-
ветствующие им числа КЭ. Расчеты проводились
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Рис. 2. Профили скорости uz на выходном отвер-
стии Γ2 в пределах периода колебания пье-
зоэлемента в моменты времени: t = 0 (1),
t = Tf /4 (2), t = Tf /2 (3), t = 3Tf /4 (4);
m = 40; Np = 1; f = 1 кГц

Рис. 3. Расчетные сетки для m = 12 (вверху), m = 18
(в середине) m = 24 (внизу) для трубки и ка-
нала. Нижняя грань сетки — ось симметрии

Таблица 1. Количество используемых КЭ в расчет-
ной сетке для трубки Ne и канала N f и
время расчета уравнений Навье–Коши Te
и Навье–Стокса Tf , время перестроения
расчетной сетки Tr и общее время расче-
та Tt для Np = 1 в зависимости от n и m.
Время указано в минутах

n m Ne N f Te Tr Tf Tt
12 20 1836 1312 7.5 16 72 112
12 40 1836 1312 15 31 141 221
18 20 3980 2631 17 31 151 230
24 20 7262 5218 33 59 363 514
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на 4-х ядерном процессоре Intel Core i7-3770 в ОС
Windows 7 в программе FreeFem++ версии 3.61.

Дополнительно было проведено профилиро-
вание кода программы для определения количе-
ства процессорного времени необходимого для ре-
шения уравнений Навье–Коши (задача линейной
упругости) Te, Навье–Стокса (гидродинамическая
задача) Tf и динамического перестроения расчет-
ной сетки Tr (таблица 1). С увеличениемколичества
конечных элементов или шагов по времени m тре-
буемое для моделирования расчетное время воз-
растает пропорционально. Гидродинамическая за-
дача использует 71% от общего времени, перестро-
ение расчетной сетки — 11 %, а задача линейной
упругости — 6 %. Таким образом, без существенно-
го увеличения времени моделирования для более
точной передачи профиля деформаций, создавае-
мых пьезоэлементами на внутреннюю стенку труб-
ки, распределение конечных элементов для стенки
трубки выбиралось равномерным с большей плот-
ностью в области контакта трубки и пьезоэлемен-
тов. Поскольку основное время занимает расчет
гидродинамической задачи, то используемая в мо-
делирование неравномерная расчетная сетка для
канала не только повышает точность расчета, но и
существенно увеличивает его скорость.

Проведем проверку компьютерной модели
по имеющей аналитическое решение тестовой
задаче для пуазейлевского течения в трубке
круглого сечения.

В симметричной задаче (синхронные колеба-
ния пьезоэлементов) при отсутствии приложен-
ного вдоль слоя градиента давления ∇p = ∆p/L
средний расход жидкости за период равен нулю.
Для определения систематической погрешности
(отличный от нуля средний расход жидкости) бы-
ли проведены расчеты для различных параметров
расчетной сетки на промежутке времени, который
соответствует характерному времени релаксации
скорости [28]:

τu = ρR2
1/µ, (9)

в рассматриваемой геометрии τu = 1 с. Отметим,
что τu может меняться в широком диапазоне, по-
скольку τu зависит от вязкости, а вязкость зависит
от температуры [29].

Для численного моделирования введем сред-
ний расход жидкости по следующей формуле

Qa = (Vn+1 −Vn)/τ, (10)

где Vn и Vn+1 — суммарный объем жидкости, про-
шедший через выходное отверстие в предыдущий
и текущий периоды колебаний соответственно.

Для проверки численной схемы уравне-
ний гидродинамики был проведен числен-
ный расчет пуазейлевского течения в труб-
ке круглого сечения и приведено сравнение
с аналитической формулой [21]

Qp =
π∆pR4

1
8µL

. (11)

Дополнительно проведено сравнение аналитиче-
ской зависимости расхода жидкостиQa от времени
с численным расчетом. Амплитуда скорости от вре-
мени в первом приближении равна [30]

u(0, t) = ∆p
4µL

R2
1g(t),

где функция от времени g(t) определяется по сле-
дующей формуле:

g(t) = 1− (1− a) exp
(
−λ2

1t/τu
)

8λ3
1 J1(λ1)

;

λ1 ≈ 2.4 — первый корень функции Бесселя ну-
левого рода J0(λ1) = 0; J1(λ1) ≈ 0.52 — функция
Бесселя первого рода; a = 0.113 — подгоночный
параметр для компенсации отброшенных членов
второго и более высоких порядков, подбираемый
из физического смысла: отсутствие течения в на-
чальный момент времени u(0, 0) = 0 (g(0) = 0,
тогда Qa(0) = 0) и выход на постоянное течение
u(0, t) = const через промежуток времени t � τu
(g(t)→ 1, тогда Qa(t)→ Qp). Расход жидкости свя-
зан с амплитудой скорости u(0, t) соотношением
Qp(t) = (π/2)R2

1u(0, t):

Qa(t) ≈ Qag(t). (12)

На рис. 4 показана зависимость среднего рас-
хода жидкости Qp, вычисленная по формуле (11),
расход жидкости, вычисленный по формуле (12),
и полученные численно зависимости Qa(t) для пе-
репада давления ∆p = 0.5 Па в отсутствии коле-
баний пьезоэлемента и при колебании с частотой
f = 1 кГц. Видно, что за характерное время релак-
сации скорости τu (9) значения Qa приближаются к
аналитическому значению Qp, причем аналитиче-
ская зависимость Qa(t) и численные зависимости
Qa(t) с колебанием и без колебаний одного пьезо-
элемента практически совпадают.

Таким образом осесимметричная математиче-
ская модель и ее компьютерная реализация явля-
ются корректными.

3.2. Анализ погрешностей и пределы
применимости модели

Определим источники погрешностей и их ве-
личину. Для этого проведем моделирование при
нулевом вдоль слоя перепаде давления.
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Таблица 2. Зависимость систематической погрешности от размерности расчетной сетки n и шагов по времени m,
количества пьезоэлементов Np и граничных условий Неймана (индекс i = N) и Дирихле (индекс i = D):
εi — систематические погрешности Qa; εi,Q — относительные погрешности расхода жидкости на входе
и выходе, вычисленные по формуле (13); ∆pi — компенсирующий перепад давления; ? — результаты
расчетов с компенсацией систематической погрешности по формуле (14). Параметры: f = 1 кГц; t = 1 с

n m Np
εN, εN,Q, εD, εD,Q, ∆pN, ε?N, εN/ε?N

∆pD, ε?D, εD/ε?Dнл % нл % мПа пл мПа пл
12 20 1 9.55 0.201 −59.7 2.04 −0.244 85.5 112 1.5227 −275 217
12 40 1 9.31 0.344 −60.0 2.27 −0.238 79.7 117 1.5297 −255 235
18 20 1 7.84 0.098 −45.0 1.34 −0.200 40.9 192 1.1468 −156 288
24 20 1 −2.50 0.039 −36.3 1.02 0.064 −15.4 162 0.9275 −99 367
12 20 3 49.3 0.175 71.3 0.165 −1.259 1.477 33 −1.819 797 89
12 40 3 49.6 0.237 71.0 0.261 −1.266 1.298 38 −1.812 743 96
18 20 3 25.3 0.119 57.2 0.130 −0.646 0.429 59 −1.460 5.26 10872
24 20 3 4.39 0.007 6.29 0.007 −1.121 0.041 108 −0.1606 −28.99 217
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Рис. 4. Зависимость среднего расхода жидкости для
пуазейлевского течения от времени для ана-
литической формулы (11) (черная линия), фор-
мулы (12) (красная линия), численного моде-
лирования (3) и (4) в отсутствии колебания
пьезоэлемента (зеленая линия) и при колеба-
нии одного пьезоэлемента (синяя линия) с ча-
стотой f = 1 кГц; ∆p = 0.5 Па

Систематическая погрешность равна устано-
вившемуся среднему расходу жидкости εi = Qa, где
i = N, D. Здесь индекс D соответствует граничным
условиям Дирихле, индекс N — граничным усло-
виям Неймана, а относительная погрешность для
расхода жидкости вычисляется по формуле

εi,Q = |1 + Qi/Qo| · 100 %, i = {N, D}, (13)

где Qi и Qo — расходы жидкости на входном и
выходном отверстиях соответственно. Отметим,
что расход жидкости положителен при течении

жидкости в положительном направленииOz и от-
рицателен для потока в обратном направлении,
например, во время сжатия трубки Qi < 0 и
Qo > 0. Результаты моделирования представлены
в таблице 2.

Поскольку трубка и жидкость в ней являют-
ся несжимаемыми, то при деформации трубки ее
объем должен соответствовать объему жидкости,
протекшей в канале. Вычислим относительную по-
грешность объемов по формуле

εV =
|(Qi+1

i + Qi+1
o )τ− (Vi

e −Vi+1
e )|

V0
e

· 100%,

где верхние индексы i и i + 1 соответствуют преды-
дущему и текущему моментам времени; Vi

e и V0
e —

объемы в деформированной и недеформирован-
ной трубках, вычисляемые по формулам

Vi
e =

∫
Ω

2πr drdz, V0
e = π(R2

2 − R2
1)L.

Здесь область интегрирования Ω ограничена по
осиOz интервалом [0, L], а по осиOr лежит между
кривыми R1 + sr(z, R1) и R2 + sr(z, R2) с радиаль-
ной компонентой деформации sr < 0 (деформа-
ция направлена в отрицательном направлении по
осиOr). В проведенных расчетах относительная по-
грешность εV не превышала 4.3 · 10−12% для гранич-
ных условий Дирихле и 6.3 · 10−12% для граничных
условий Неймана.

Отметим, что время установления ненулево-
го среднего расхода жидкости и пуазейлевского
течения близки к характерному времени τu, что
предполагает возможность снижения системати-
ческой погрешности заданием перепада давления
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в виде

∆pi = −8µεiL
πR4

1
. (14)

В зависимости от параметров моделирования
(n, m, Np) систематическая ошибка составляет от
2.5 до 72 нл/с (см. таблицу 2). С увеличением коли-
чества интервалов времени в одном периоде про-
должительность моделирования растет пропорци-
онально, а систематическая погрешность снижает-
ся незначительно (увеличение m в 2 раза с 20 до 40
снижает погрешность не более, чем на 7.3 %). Уве-
личение количества КЭ приводит к существенному
снижению погрешности (например, при четырех-
кратном увеличении количества КЭ для Np = 1
величина εN уменьшается в 3.8 раз и εD — 1.6 раз,
а для Np = 3: εN — 11.2 раз и εD — 11.3 раз). Время
расчета при этом увеличивается пропорционально
количеству КЭ расчетной сетки канала (например,
для n = 12 время расчета Tt = 112 минут, а для
n = 24 — 8.5 часов).

В работе [16] показано, что несимметричная
схема колебаний системы из Np > 2 пьезоэлемен-
тов при отсутствии перепада давления вдоль кана-
ла за время t > τu создает постоянное среднее за
период колебаний течение жидкости, т.е. устрой-
ство прокачивает жидкость как микронасос. Прове-
дем сравнение результатов вычислительных экспе-
риментов для симметричной и несимметричной
схемы колебаний системы из Np = 3 пьезоэлемен-
тов на расчетной сетке с n = 12. Для граничных
условий Неймана средний расход жидкости дости-
гает значения Qa,N = 233 нл/с. Из таблицы 2 вид-
но, что вклад систематической погрешности вQa,N
составляет 21 %. Для граничных условий Дирих-
ле средний расход жидкости Qa,D = 404 нл/с, из
которого 17.6 % приходится на систематическую
погрешность. Для повышения точности моделиро-
вания можно использовать более плотную расчет-
ную сетку за счет увеличения вычислительных и
временных ресурсов.

Можно предложить способ компенсации си-
стематической погрешности без увеличения про-
цессорного времени. Для этого зададим перепад
давления∆p согласноформуле (14). Повторный вы-
числительный эксперимент с заданнымперепадом
давления показал значительное снижение систе-
матической погрешности. В зависимости от n для
Np = 1 величина εN снижается в 112÷ 190 раз и
εD —в 217÷ 367 раз, а для Np = 3: εN — 33÷ 108 раз
и εD — 89÷ 217 раз.

Дальнейшее снижение погрешности практи-
чески недостижимо, поскольку согласно (10) изме-
нение объема за шаг по времени имеет порядок

∆Vm = Vn+1 − Vn = 4 · 10−17 м3, что находится в
области ошибок округления. Эта величина измене-
ния объема ∆Vm определяет пределы применимо-
стимодели. Например, если при снижении частоты
изменение объема будет порядка ∆Vm, то резуль-
таты моделирования будут некорректны, а если
∆V = k∆Vm, то ошибки округления в Qa будут со-
ставлять ≈ 100/k %. Расчеты показывают, что при
частоте колебаний пьезоэлементов f 6 500 Гц си-
стематические погрешности будут εi > 10 % для
Np = 1 и εi > 30 % для Np = 3.

Отметим, что при моделировании системы
пьезоэлементов систематическая погрешность εi
определяется как разность экспериментально-
го Qe и численного Qn значений установившегося
среднего расхода жидкости, то есть εi = Qe −Qn.
Компенсировать систематическую погрешность
можно дополнительным пуазейлевским течени-
ем с перепадом давления ∆p, определяемым
приближенной формулой (14).

4. Заключение

В работе представлена математическая и ком-
пьютерная модели осесимметричного пьезонасо-
са с граничными условиями Дирихле или Нейма-
на в области контакта пьезоэлементов с поверхно-
стью трубки. Тестирование компьютерной модели
проведено сравнением результатов моделирова-
ния с аналитическим решением для течения Пу-
азейля в трубке круглого сечения. Проведенный
анализ профиля скорости и профилирование ко-
да программы позволили определить параметры
расчетных сеток: для стенки трубки была выбра-
на равномерная сетка с более высокой плотностью
конечных элементов в области контакта пьезоэле-
ментов с трубкой; для канала выбрана адаптивная
динамически перестраиваемая сетка. Проведена
серия вычислительных экспериментов для различ-
ного количества пьезоэлементов и набора значе-
ний для плотности расчетной сетки и определена
величина систематической погрешности модели-
рования. Предложен способ компенсации система-
тической погрешности с помощью дополнитель-
ного приложенного к каналу перепада давления.
Данный способ позволил снизить погрешность на
два порядка. Представленный в работе подход к
снижению систематической погрешности позво-
лит повысить точность моделирования режимов
работы пьезоэлектрического микронасоса.
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Reducing the systematic error of the average fluid flow
rate in axisymmetric computer model of piezoelectric

micropump
Nasibullayev I.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

Mathematical and computer models of an axisymmetric coupled problem of interaction of a fluid and an elastic body
for the solving partial differential equations by the finite element method FreeFem ++ software are proposed. In
these models, periodic vibrations of annular piezoelectric actuators placed on an elastic tube of circular cross-section
lead to radial deformations of the tube. With a synchronous oscillation of the system of piezoelectric actuators, the
average fluid flow rate is zero. An asymmetric oscillation pattern (micropump mode) results in a nonzero average flow
rate. Two types of boundary conditions are considered in the region of contact between the piezoelectric drive and
the tube — Dirichlet and Neumann. The computer model was tested for unsteady fluid flow induced by a pressure
gradient applied along the pipe with a circular cross section. With synchronous oscillation of piezoelectric actuators,
a nonzero average fluid flow is a systematic error. This value was compared with the asymmetric oscillation pattern
of piezoelectric actuators to determine the contribution of the systematic error to the pump-generated fluid flow
rate. Based on the fluid flow velocity profile and the results of profiling the program code, the optimal parameters of
the computational meshes for the channel (dense uniform) and tube walls (nonuniform, consistent with the velocity
profile and reconstructing at each time step) were determined, which reduce the magnitude of the systematic error.
The main way to reduce the error is to increase the density of the computational mesh, which leads to an increase in
the required computing resources. An alternative method is proposed for reducing the systematic error due to an
additional pressure drop applied to the channel. Depending on the type of boundary conditions and the number of
piezoelectric actuators, this method can reduce the systematic error by 1− 2 orders of magnitude without increasing
the simulation time.

Keywords: hydrodynamics, hydraulic resistance, piezoelectric actuator, linear elasticity, microchannel, finite element
method, micropump
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