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Использование свободных программ для обработки и
визуализации результатов научных исследований1

Насибуллаев И.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

В работе представлены обзор и примеры применения свободного программного обеспечения для обработки,
анализа и визуализации результатов вычислительных и натурных экспериментов. Рассмотрена реализация двух
стандартных методов аппроксимации и анализа данных: метод наименьших квадратов и ортогональное централь-
ное композиционное планирование. Первый метод позволяет провести аппроксимацию табличных данных в виде
полинома произвольной степени. При повышении степени полинома точность аппроксимации возрастает, но,
из-за роста числа обусловленности матрицы метода, корректность аппроксимации снижается. Показано, что нор-
мировка исходных данных позволяет повысить максимальный порядок полинома, при котором не будет потери
точности из-за плохо обусловленной матрицы. Предложена реализация метода на языке программирования Scilab.
Второй метод позволяет получить аппроксимацию второго порядка для произвольного количества переменных,
оценить линейные и квадратичные вклады отдельных переменных и их парных взаимодействий. Представлено
описание метода и предложена схема построения расширенной матрицы планирования эксперимента. Метод
реализован на языке программирования C++, а для определения погрешности полученной аппроксимации
предлагается скрипт, написанный на языке Scilab. Для получения более точной аппроксимации можно подобрать
функцию, учитывающую асимптотические особенности результатов вычислительного эксперимента. Пример такой
аппроксимации реализован в программе символьных вычислений wxMaxima. Представленные программные
реализации методов аппроксимации дополнительно создают код в формате Gnuplot и Scilab, что повышает
эффективность для последующей визуализации или анализа аппроксимаций. Приведены примеры визуализации
исследования в LATEX-пакете PGFPlots и в программе Gnuplot с использованием терминала epslatex. Оба подхода
удобны при оформлении результатов исследования в настольной издательской системе LATEX.

Ключевые слова: свободное программное обеспечение, метод наименьших квадратов, ортогональный централь-
ный композиционный план, Scilab, wxMaxima, Latex, Gnuplot

1. Введение
В последние годы свободное программное

обеспечение (ПО) активно развивается и по ши-
рокому спектру задач способно заменить коммер-
ческое. Например, многие численные научные и
инженерные задачи, решаемые в проприетарном
пакете прикладных программ MATLAB [1], мож-
но реализовать в свободном ПО Scilab [2, 3], GNU
Octave [4,5] илиMaxima [6,7]. Альтернативой для
выполнения символьных и численных вычислений
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в проприетарных системах компьютерной алгебры
Mathematica [8] иMaple [9] является свободное ПО
Maxima с графическим интерфейсом wxMaxima [10].
В работе [11] приведен обзор свободного ПО для
численного моделирования инженерных задач ме-
тодом конечных элементов.

При моделировании физических процессов
(течение жидкости или газа, упругие или пласти-
ческие деформации твердого тела) необходимо
учитывать зависимость материальных параметров
(плотность, вязкость, теплоемкость и т.д.) от факто-
ров внешней среды (температура, давление и т.д.).
Обычно эти зависимости представлены в виде таб-
личных данных (результатов натурного экспери-
мента). Для решения физических уравнений зави-
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симости аппроксимируют в виде аналитических
непрерывных функций (кусочно-линейная, поли-
номиальная). Одним из методов аппроксимации
является метод наименьших квадратов [12] (МНК,
least square method, LSM, polynomial regression), ко-
торый позволяет построить аналитическую функ-
цию заданного вида с наименьшей невязкой отно-
сительно табличных данных.

На первом этапе исследования проводится
планирование эксперимента (design of experiments,
DoE) [13], натурного или вычислительного, с опре-
делением входных параметров (переменные, фак-
торы, variables), количеством уровней для каждого
из них и выбирается диапазон значений факторов.

На следующем этапе составляетсяматрица экс-
перимента (экспериментальный план), содержа-
щая упорядоченные наборы факторов [14]. По дан-
ной матрице проводится серия экспериментов и
составляется приближенная аналитическая фор-
мула для целевой функции (response function). Из
анализа аппроксимации и исходных данных опре-
деляются: значимость факторов и их взаимосвязь;
адекватность выбранного плана эксперимента и
набора факторов; наличие скрытых переменных,
влияющих на результат эксперимента; влияние на
целевую функцию отсроченных эффектов значи-
мых факторов; достаточность экспериментов для
обобщения результатов; оценка систематических и
случайных погрешностей; влияние внешних усло-
вий на повторяемость эксперимента.

На завершающем этапе проводится подготов-
ка презентации или рукописи. При подготовки пуб-
ликации результатов широко используется свобод-
ная настольная издательская система LATEX [15–17],
которая поддерживает как подготовку текста с ис-
пользованием принятого в издательстве шаблона
оформления, так и включения в него математиче-
ских формул и графических объектов. Многие из-
дательства во всем мире рассматривают издатель-
скую систему LATEX как альтернативу текстовому
процессоруMSWord [18] (в ряде журналов публика-
ции принимаются либо только в формате LATEX, ли-
бо формат LATEX является предпочтительным). Для
визуализации результатов исследования (постро-
ение графиков, схем и диаграмм) удобно исполь-
зовать стандартные LATEX-пакеты: для построения
графиков — PGFPlots [19]; для схем и диаграмм —
TikZ [20], PSTricks [21] или внешние свободные про-
граммы, например, Gnuplot [22] (альтернатива ком-
мерческому ПО Origin [23]). Пакет listings [24] поз-
воляет отображать исходный код программ и те-
стов, записанных с помощью языков разметки, ис-
пользуя форматирование и подсветку синтаксиса.
Пакет beamer [25] предоставляет свободную аль-

тернативу для коммерческой программы создания
презентацийMS PowerPoint [18].

В настоящей работе рассматриваются два спо-
соба обработки результатов научного исследова-
ния: метод наименьших квадратов с предваритель-
ной нормировкой исходных данных для повыше-
ния точности аппроксимациииортогональноецен-
тральное композиционное планирование (ОЦКП,
orthogonal central composite design, OCCD), поз-
воляющее определить вклад факторов в целевую
функциюи их взаимосвязь. Первыйметод реализо-
ван вПО Scilab, а второй написан на языке програм-
мирования С++ с улучшением точности аппрокси-
мации по асимптотическому поведению искомой
функции с реализацией в ПО wxMaxima. Исходные
коды программ приведены с использованием па-
кета listings. Для построения схем использовался
пакет TikZ. Пример построения графиков с помо-
щью пакета PGFPlots приведен в Приложении A, а
с помощью пакета Gnuplot — в тексте статьи и в
Приложении B.

2. Реализация метода наименьших
квадратов в Scilab
Рассмотрим способ построения аппроксима-

ции экспериментальных данных yi (i = (1, m), m —
количество опытов) в виде полинома n степе-
ни с помощью МНК. Аппроксимирующая функ-
ция будет нелинейной, но сам метод остает-
ся линейным — коэффициенты аппроксимации
bj (j = (0, n)) умножаются на степени xj, которые
рассматриваются как независимые переменные.
Сам полином имеет вид:

f (x, b) =
n

∑
j=0

bjxj. (1)

Сумма квадратов отклонений

S =
m

∑
i=1

(yi − f (x, b))2 =
m

∑
i=1

(
yi −

n

∑
j=0

bjx
j
i

)2

будет минимальной, если ∂S/∂bk = 0 для каждого
k = (0, n), что приводит к системе n + 1 линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ, system of linear
equations, SLE) с неизвестными переменными bj:

m

∑
i=1

n

∑
j=0

bjx
j+k
i =

m

∑
i=1

yixk
i , k = (0, n),

или в матричной форме

Ab = B, Ak,j =
m

∑
i=1

xj+k
i , Bk =

m

∑
i=1

yixk
i . (2)
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Численная реализация алгоритма имеет сле-
дующие особенности: при больших значениях xi
максимальный элемент в матрице A (2) равен x2n

i ,
а минимальный — m и отношение этих элементов
x2n

i /m будет значительным. Например, для m = 10,
n = 5 и x = 100, получим значение 1019 — матрица
A будет плохо обусловлена и результат аппрокси-
мации в виде полинома высокого порядка (n > 3)
будет некорректен. Для ограничениямаксимально-
го элемента матрицы A используем подход, пред-
ложенный в [26]: проведем нормировку диапазона
экспериментальных данных и их значений:

xi ← xi/sx, yi ← yi/sy,

sx = max(x), sy = max(y).
(3)

Для оценки качества матрицы A опреде-
ляется число обусловленности cn, а точность
аппроксимации рассчитывается по средне-
му квадратичному отклонению полинома от
экспериментальных данных σ:

σ =

√
1
n

m

∑
1
(yi − f (xi, b))2. (4)

Запишем на языке программирования Scilab
функцию определения коэффициентов аппрокси-
мации bj (1), среднего квадратичного отклонения
σ и числа обусловленности sn с нормировкой экс-
периментальных данных (3) (d 6= 0 — данные нор-
мируются, d = 0 — не нормируются):
function [b, sigma, cn] = lsrp(x,y,m,d)
if d then
sx = max(x); sy = max(y);
else
sx=1.0; sy=1.0;
end
xn = x / sx;
for i=1:m+1

B(i) = y * (xn.^(i-1))’ / sy;
for j=1:m+1

A(i,j) = sum(xn.^(i+j-2));
end;

end;
cn = cond(A);
b = inv(A)*B * sy;
for j=1:m+1
b(j) = b(j) / sx.^(j-1);
end;
ya=0;
for j=0:m

ya = ya + b(j+1) * x.^j;
end
sigma = sqrt((ya - y) * (ya - y)’/length(x));
endfunction

Для визуализации результатов напишем функ-
цию, рассчитывающую (x, f (x, b)) (1) на диапазоне
экспериментальных данных (x1, xm), но для задан-
ного числа точек p (при увеличении p график будет
более гладким):

function [xf,yf] = lsrpFine(x,b,n,p)
xf = linspace(min(x),max(x), p);
Xf = zeros(p,n+1);
for i = 1:n+1

Xf(:,i) = xf(:).^(i-1);
end
yf = (Xf*b)’;

endfunction

Проведем аппроксимацию температурной
зависимости изобарной теплоемкости воды
cp(T) [27]. В Scilab графики строятся командой plot
с парами векторов, содержащих координаты точек
x и y, где опционально можно задать формат стиля
линий. Форматный вывод в консоль значений
переменных оформляется командой printf. Запись
значений переменных в файл осуществляется
командой write. В коде программы добавим вывод
в консоль формул полиномов с рассчитанными
коэффициентам в формате Gnuplot— это позволит
сэкономить время при подготовке графика в
Gnuplot, — а также выведем в файлы с именами
f n (n — порядок полинома, path — строка, со-
держащая путь к рабочему каталогу) результаты
аппроксимации в виде столбцов (x, f (x, b)).

x=[0,10,20,30,40,50,60,70,80,90,100];
y=[4.2176,4.1921,4.1818,4.1784,4.1785,4.1806,
4.1843,4.1895,4.1963,4.2050,4.2159]*1e3;
k=5; p=101; path = "";

for n=1:k
ya = zeros(p); b = zeros(n);
[b,sigman,cn] = lsrp(x,y,n,1);
[xa,ya] = lsrpFine(x,b,n,p)
plot(x,y,"o",xa,ya);
printf("i = %2d: sigma = %10.4e,
cn =%10.4e, b = ", n, sigman, cn);
printf("%10.4e ",b);
printf("\n f%d(x)=%9.4e",n,b(1));
for i=1:n
printf("%+9.4e*x**%d", b(i+1),i);
end
printf("\n");
write("f"+string(n), [xa’ ya’]);

end
write("f0", [x’ y’]);

Запускаем Scilab, помещаем все три
фрагмента кода в SciNote (в меню выбираем
Applications→SciNotes), сохраняем (комбинация
клавиш Ctrl+s), запускаем (клавиша F5). Результа-
ты выполнения кода будут выведены в консоль
программы. Изменяя параметр p проведем расчет
с нормировкой экспериментальных данных и без
нее. В первом случае максимальное число обуслов-
ленности cn будет на 12 порядков меньше, чем во
втором, т.е. в приведенном примере нормировка
позволяет сохранить в результатах расчетов на 12
значащих цифр больше. Отметим, что на cn влияет
только нормировка диапазона данных (x1, xm).
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Используем созданный программой файл с
экспериментальными данными f 0 и выражения
полиномов, выведенных в консоль программы, для
создания более качественного графика в Gnuplot.
При построении графика из файла данных в коман-
де plot указываются имя файла и через двоеточие
номера столбцов для оси абсцисс и ординат в ви-
де 1 : 2 (в 3D добавляется аппликата, например,
1 : 2 : 3). Если данные нужно преобразовать, напри-
мер, провестимасштабирование с коэффициентом
s и смещение на величину d, то формула записыва-
ется в круглых скобках с префиксом номера столб-
ца в виде символа $, например 1 : 2 заменяется на
($1 ∗ s + d) : 2. В примере единицы из Дж переведе-
ны в кДж с соответствующим масштабированием
табличных данных и аппроксимаций на величи-
ну sy = 10−3. Формулу для полинома добавляем
командой set label.

set terminal epslatex size 10cm,6cm\
color colortext
set decimalsign ’,’
set border lw 2
set style line 1 lc rgb ’black’ ps 1.5 pt 6
set style line 2 lc rgb ’red’ lt 1 dt 3 lw 5
set style line 3 lc rgb ’orange’ lt 1 dt 2 lw 5
set style line 4 lc rgb ’cyan’ lt 1 dt 1 lw 5
set style line 5 lc rgb ’blue’ lt 1 dt 1 lw 5
set style line 6 lc rgb ’green’ lt 1 dt 1 lw 5
set key at 50,4.218 spacing 0.9 box dt 3
set output ’epslatex.tex’
f1(x)=4.1875e+3+0.10418*x
f2(x)=4.2090e+3-1.3275*x+1.4317e-2*x**2
f3(x)=4.2145e+3-2.1985*x+3.7158e-2*x**2-\
1.5227e-4*x**3
f4(x)=4.2169e+3-3.0486*x+7.9662e-2*x**2-\
8.3234e-4*x**3+3.4003e-6*x**4
f5(x)=4.2175e+3-3.4918*x+1.1618e-1*x**2-\
1.8610e-3*x**3+1.5179e-5*x**4-4.7115e-8*x**5
set xlabel ’$T$, $^\circ$С’
set ylabel ’$c_p(T), \dfrac{\text{кДж}}\
{\text{кг}\cdot\text{К}}$’
set label 1 at 53,4.212 \
’$c_p(T) = \sum\limits_{i=0}^n b_i T^i$’
sy=1.e-3
plot "f0" u 1:($2*sy) title ’data’ w p ls 1,\
f1(x)*sy title ’$n=1$’ w l ls 2,\
f2(x)*sy title ’$n=2$’ w l ls 3,\
f3(x)*sy title ’$n=3$’ w l ls 4,\
f4(x)*sy title ’$n=4$’ w l ls 5,\
f5(x)*sy title ’$n=5$’ w l ls 6

График показан на рис. 1. Видно, что каче-
ственная аппроксимация достигается при n = 4
и n = 5 с нормированием исходных данных.

3. Ортогональное центральное ком-
позиционное планирование в C++
При проведении натурных или вычислитель-

ных экспериментов при варьировании нескольких
параметров необходим инструмент, позволяющий
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Рис. 1. Результаты аппроксимации МНК в Scilab
с визуализацией в Gnuplot. Символы —
экспериментальные данные [27], линии —
аппроксимация (1)

определить вклад каждого из параметров в изме-
ряемую величину. Одним из таких инструментов
является полный факторный эксперимент (ПФЭ,
factorial design) [14,28], аппроксимирующий изме-
ряемую величину (целевую функцию) с помощью
полинома первой степени, учитывающего линей-
ный вклад параметров (факторов) и их взаимодей-
ствий друг с другом. Величина факторов берется
на двух уровнях (нижний и верхний), а целевая
функция Y определяется для всех возможных ком-
бинаций значений факторов. Для n факторов Xi,
где i = (1, n), необходимо провести n f = 2n опы-
тов. Для учета квадратичных вкладов факторов
ПФЭ проводится на трех уровнях, что требует про-
ведения 3n опытов. Метод ОЦКП [29,30] позволя-
ет учесть квадратичные факторы меньшим, чем
в ПФЭ, количеством опытов. Приведем схему па-
раметрического анализа данных методом ОЦКП с
учетом только парных взаимодействий. Для есте-
ственного значения i-го фактора Xi обозначим зна-
чение на нижнем и верхнем уровнях через Xi,−1
и Xi,+1, определим центральное значение Xi,c и
интервал Xi,`:

Xi,c =
Xi,−1 + Xi,+1

2
, Xi,` =

Xi,+1 − Xi,−1

2
. (5)

Кодированным значением i-го фактора xn являет-
ся линейное аффинное преобразование интервала
[Xi,−1, Xi,+1] в интервал [−1,+1] по формуле

xi =
Xi − Xi,c

Xi,`
. (6)

Естественное значения фактора можно восстано-
вить по кодированному используя формулу

Xi = Xi,`xi + Xi,c. (7)
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Общее количество опытов nt состоитиз n f опы-
тов ПФЭ, n? опытов в «звездных» точках и одного
опыта в центральной точке:

nt = n f + n? + 1, n f = 2n, n? = 2n. (8)

Вводится фиктивный фактор x0 = 1 и целевая
функция аппроксимируется полиномом вида:

fk(x1, . . . , xn) = b0 +
n

∑
i=1

bixi+

+
n−1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

bijxixj +
n

∑
i=1

bii(x2
i − β),

(9)

где k = (1, m), m — количество целевых функций;
параметр β =

√
n f /nt; двойная сумма содержит nc

слагаемых:
nc =

n(n− 1)
2!

. (10)

Для кодированных значений факторов стро-
ится расширенная матрица вычислительного
эксперимента содержащая следующие строки
(см. рис. 2):

• Матрица ПФЭ A1 (размер матрицы n f × n), со-
держащая все возможные комбинации нижне-
го и верхнего уровней xi = ±1.

• «Звездные» точки A2 (n? × n), в которых xi = 0
для всех i кроме i = k, для которой xk = ±α, где
α— расстояние до центральной точки плана

α =

√
1
2
(
√

n f nt − n f ).

Для n > 2 величина α > 1, что накладывает
ограничения при выборе диапазона естествен-
ных значений факторов. Диапазон не должен

противоречить физическому смыслу фактора.
Например, нижний уровень для пройденого
пути не может быть отрицательным, а верх-
ний уровень для температуры воды не должен
превышать 100◦С.

• Центральная точка A3 (1 × n), в которой все
значения xi = 0.

После этого добавляются столбцы (см. рис. 2):

• слева добавляется столбец A0 (размер матри-
цы nt × 1) с фиктивным параметром x0 = 1;

• справа A4 — кодированные значения для пар-
ных взаимодействий xixj (nt × nc);

• справа A5 — квадратичные слагаемые (nt × n);

• для удобства добавляется n столбцов A6 с
естественными значениями факторов Xi и ny
столбцов A7 для значений целевых функций;

• столбцы A8 с величиной погрешности
аппроксимации:

ε =

∣∣∣∣1−
fk(x1, . . . , xn)

Yk(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ · 100%. (11)

Коэффициенты полинома (9) определяют-
ся для каждой целевой функции Yk отдельно
по формуле:

bj =
2n+nc

∑
i=0

Yk,ixj,i/
nt

∑
i=0

xj,i, (12)

где j и i — индексы столбца и строки расширенной
матрицы эксперимента.

A0

A1

A2

A3

A4 A5 A6 A7 A8

B (a)

A1
−1 −1
−1 +1
+1 −1
+1 +1

010 = 002
110 = 012
210 = 102
310 = 112

Алгоритм
1� 1 = 102

012 & 102 = 002
002 � 1 = 0

0?1 : −1⇒ −1
112 & 102 = 102

102 � 1 = 1
1?1 : −1⇒ +1

⇒

(б)

A2
−α 0
+α 0
0 −α
0 +α

(в)

A5
1− β 1− β
1− β 1− β
1− β 1− β
1− β 1− β
α2 − β −β
α2 − β −β
−β α2 − β
−β α2 − β
−β −β
−β −β
−β −β

(г)

Рис. 2. Структура расширенной матрицы ОЦКП (а) и структура матриц A1 (б); A2 (в); A5 (г). Красные цифры —
определяемый бит для опытов под номерами 1 и 3 ; зеленые числа — кодированное значение фактора x1
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Таблица 1. Расширенная матрица вычислительного эксперимента, коэффициенты и относительные погрешности
полинома (9)

x0 x1 x2 x1x2 x2
1 − β x2

2 − β X1 X2 Y ε, %
1 −1 −1 1 0.3333 0.3333 1 0.5 12.45 1.24
1 1 −1 −1 0.3333 0.3333 5 0.5 7.438 0.631
1 −1 1 −1 0.3333 0.3333 1 2.5 9.217 0.178
1 1 1 1 0.3333 0.3333 5 2.5 2.755 4.54
1 −1 0 0 0.3333 −0.6667 1 1.5 9.545 1.45
1 1 0 0 0.3333 −0.6667 5 1.5 3.481 2.24
1 0 −1 0 −0.6667 0.3333 3 0.5 8.219 2.46
1 0 1 0 −0.6667 0.3333 3 2.5 3.744 3.77
1 0 0 0 −0.6667 −0.6667 3 1.5 4.394 1.39
b0 b1 b2 b1,2 b1,1 b2,2

6.804 −2.924 −2.066 −0.364 2.028 1.496

Приведем пример обработки результатов вы-
числительного эксперимента по данным, получен-
ным при моделировании системы жидкостного
охлаждения микрозахвата [31] для n = 2 (скорость
охлаждающей жидкости X1 = [1, 5], коэффици-
ент теплопередачи X2 = [0.5, 1.5]) с одной целе-
вой функцией Y (температура нагрева радиатора).
Порядок построения расширенной матрицы вы-
числительного эксперимента следующий:

• задаем диапазоны естественных значений
факторов Xi;

• вычисляем кодированные значения факторов
xi (матрицы A0, . . . , A5);

• по кодированным значениям факторов xi вы-
числяем матрицу A6 естественных значений
факторов Xi по формуле (7);

• для значений из матрицы A6 проводим серию
вычислительных экспериментов и заполняем
матрицу A7;

• вычисляем коэффициенты полинома (9) по
формуле (12) и определяем относительные
погрешности (11).

Для рассматриваемого набора данных расши-
ренная матрица, коэффициенты аппроксимации
и относительные погрешности целевой функции
приведены в табл. 1.

В программе сначала опишем переменные (8)
и (10), определим количество целевых функций ny,
их значения a для nt опытов и диапазон данных
естественных переменных X:

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <cmath>
using namespace std;
int main() {
int n = 2, nstar = 2*n, nf = pow(2,n), ny = 1;
int nc = (n-1)*n/2, nt = nf+nstar+1;
double alpha = sqrt(0.5*(sqrt((double)nf*nt)-
nf)), beta = sqrt((double)nf/nt);
double a[nt+1+ny][nf+nc+n+ny+1]={0};
double x[2][n] = {{1,0.5},{5,2.5}};
double y[ny][nt] = {{12.448999, 7.438013,
9.217004, 2.749994, 9.545007, 3.481012,
8.218988, 3.744012, 4.394006}};
int i1, i2, i3, i4, i5;

Здесь элементы расширенной матрицы a задаются
равными нулю, поэтому нулевые элементы «звезд-
ных» точек A2 и центральная точка A3 определены
по умолчанию (рис. 2). Определимматрицу A0 фик-
тивного фактора x0 (рис. 2(а)):

for (i1 = 0; i1 < nt; i1++) a[i1][0] = 1.0;

При построении матрицы ПФЭ представим но-
мер опыта (нумерацию будет вести с нулевого но-
мера) в двоичном представлении с количеством
разрядов равным n (рис. 2(б)). Для n f опытов по-
лучим таблицу, в которой номер столбца соответ-
ствует номеру опыта, а столбец (разряд числа) дает
значение кодированного фактора в виде «0» для
нижнего уровня и «1» — для верхнего. Текущая
позиция разряда i (номер позиции определяется
справа налево с крайним правым номером равным
0) находится левым логическим битовым сдвигом
единицы (1� i); побитовая операция «логическое
И» (&) для i и номера опыта позволяет определить
значение бита в i-м разряде; правый логический
битовый сдвиг (�) операции «И» на i разрядов пе-
ремещает бит с i-й позиции на 1-ю (результатом
будет «0» или «1»); с помощью тернарной опера-
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ции («?») заменяем «0» на «−1». После примене-
ния данного алгоритма для n f опытов получим
матрицу ПФЭ A1:

for (i1 = 0; i1 < nf; i1++)
for (i2 = 0; i2 < n; i2++)
a[i1][i2+1] = (i1 & (1 << i2)) >> i2 ? 1:-1;

Отметим, что для ПФЭ с тремя уровнями
{−1, 0,+1} предложенный алгоритм также приме-
ним, только использовать нужно не двоичную за-
пись числа, а троичную и вместо тернарной опера-
ции нужно из результата вычесть 1.

Задаем кодированные значения «звездных»
точек A2 (рис. 2(в)):

for (i1 = 0; i1 < n; i1++)
for (i2 = 0; i2 < n; i2++) {
a[2*i1+nf][i2+1] = i1 == i2 ? -alpha : 0.0;
a[2*i1+nf+1][i2+1] = i1 == i2 ? alpha : 0.0;

}

Определяем матрицу парных взаимодействий A4:

for (i1 = 0; i1 < nf; i1++) {
i4=n;
for (i2 = 1; i2 < n; i2++)
for (i3 = i2+1; i3 <= n; i3++)
a[i1][++i4] = a[i1][i2]*a[i1][i3];

}

и матрицу квадратичных факторов A5 (рис. 2(г)):

for (i1 = 0; i1 < nt; i1++)
for (i2 = 1; i2 <= n; i2++)
a[i1][n+nc+i2] = pow(a[i1][i2],2) - beta;

Матрица A6 строится по формуле (7):

for (i1 = 0; i1 < nt; i1++)
for (i2 = 0; i2 < n; i2++)
a[i1][2*n+nc+i2+1] = 0.5 * (a[i1][i2+1] *
( x[1][i2]-x[0][i2] ) + x[0][i2]+x[1][i2] );

Матрица A7 содержит результаты экспериментов:

for (i1 = 0; i1 < nt; i1++)
for (i2 = 0; i2 < ny; i2++)
a[i1][3*n+nc+1+i2] = y[i2][i1];

Определяем сумму в знаменателе
формулы (12):

for (i1 = 0; i1 <= 2*n+nc; i1++)
for (i2 = 0; i2 < nt; i2++)

a[nt][i1] += pow(a[i2][i1],2);

и находим коэффициенты полинома (12) (значе-
ния bj приведены в табл. 1):

for (i1 = 0; i1 < ny; i1++)
for (i2 = 0; i2 <= 2*n+nc; i2++)
for (i3 = 0; i3 < nt; i3++)
a[nt+1+i1][i2] +=
y[i1][i3]*a[i3][i2]/a[nt][i2];

Относительная погрешность аппроксимации A8
согласно (11):

for (i1 = 0; i1 < nt; i1++)
for (i3 = 1; i3 <= ny; i3++) {
for (i2 = 0; i2 <= 2*n+nc; i2++)
a[i1][3*n+nc+ny+i3]+=a[nt+i3][i2]*a[i1][i2];
a[i1][3*n+nc+ny+i3]=100.0*abs(1.0-
a[i1][3*n+nc+ny+i3]/a[i1][3*n+nc+i3]);

}

Выводим в консоль расширенную матрицу плани-
рования эксперимента (табл. 1):

cout.precision(4);
for (i1 = 0; i1 < nt+1+ny; i1++) {
for (i2 = 0; i2 <= 3*n + nc+ny; i2++)
cout << setw(7) << a[i1][i2] << " ";
cout << endl;

}

Выводим в консоль запись полинома (9) в формате
функции Gnuplot для p = 0 или Scilab для p = 1:

int p=0; // 0-Gnuplot, 1-Scilab
cout.precision(8);
cout << "b=" << beta <<endl << "s=1.0" <<endl;
for (i1 = 0; i1 < ny; i1++) {
i2=nt+1+i1;
cout << (p?"function f=":"")<<"f"<<i1<<"(x1";
for (i3 = 2; i3 <= n; i3++) cout << ",x"<<i3;
cout << ")"<<(p?"\n f=":"=(")<<a[i2][0];
for (i3 = 1; i3 <= n; i3++)
cout<<showpos<<a[i2][i3]<<"*x"<<noshowpos<<i3;
i5 = n;
for (i3 = 1; i3 < n; i3++)
for (i4 = i3+1; i4 <= n; i4++)
cout << showpos << a[i2][++i5]<<"*x"<<
noshowpos<<i3<<(p?".":"")<<"*x"<<i4;
for (i3 = 1; i3 <= n; i3++)
cout << showpos << a[i2][++i5] <<"*(x"
<< noshowpos<<i3<<"**2-b)";

cout << (p?"\nendfunction":")*s") << endl;
}
return 0;
}

Gnuplot скрипт для построения полученной аппрок-
симации (рис. 3):

set terminal epslatex size 10cm,12cm\
color colortext

set decimalsign ’.’
set border lw 2
set grid lw 0.1 dt 1 lc rgb "#AAAAAA"
set key off
T0=293.15
b=0.66666667
s=1.0
f0(x1,x2)=(6.804115-2.9236652*x1-2.0658317*x2-\
0.364006*x1*x2+2.0276695*(x1**2-b)+\
1.49616*(x2**2-b))*s

set output "occd.tex"
set multiplot layout 2,1 rowsfirst
set xlabel ’$X_1$’ offset 0,0.5
set ylabel ’$Y_1$’ offset 1,0
plot "um" using 1:($7-T0) w p pt 7 ps 2,\
f0((x-3)/2,0) w l lw 4 dt 1



2021. Т. 16. №2 65

set xlabel ’$X_2$’ offset 0,0.5
set ylabel ’$Y_1$’ offset 1,0
plot "alpha" using 1:($7-T0) w p pt 7 ps 2,\
f0(0,(x-1.5)/1) w l lw 4 dt 1
unset multiplot

Здесь стоит обратить внимание на то, что при вы-
зове функции f 0 естественные значения факторов
кодируются согласно (6).

Точность аппроксимации определяется по
формуле (11). Приведем пример вычисления по-
грешностей с помощью Scilab скрипта:

function f=f0(x1,x2)
f=6.804115-2.9236652*x1-2.0658317*x2-..
0.364006*x1.*x2+2.0276695*(x1^2-b)+..
1.49616*(x2^2-b)

endfunction
x1 = [1,5,1,5,1,5,3,3,3];
x2 = [0.5,0.5,2.5,2.5,1.5,1.5,0.5,2.5,1.5];
y1 = [12.45,7.438,9.217,2.75,9.545,3.481,..
8.219,3.744,4.394];
x1c=0.5*(x1(1)+x1(2));x1l=0.5*(x1(2)-x1(1));
x2c=0.5*(x2(1)+x2(3));x2l=0.5*(x2(3)-x2(1));
b = 2.0/3.0;
eps = [];
epsmax = [];
epsav = [];
eps = abs(1.0-f0((x1-x1c)/x1l,(x2-x2c)/x2l)..
./ y1)*100.0;
epsmax = max(eps);
epsav = sum(eps)/9.0;
printf(’%f %f %f %f %f %f %f %f %f\n’, eps);
printf(’%f %f\n’, epsmax, epsav);

В скрипте отметим следующее: «..» означает про-
должение выражения на следующей строке; опе-
рация «.∗» — поэлементное умножение векторов;
«^» — возведение в степень; центр интервала есте-
ственного значения фактора и его плечо определя-
ется по формуле (5), а в аппроксимации использу-
ются кодированные значения (6); переменные eps,
epsmax и epsav содержат вектор относительных по-
грешностей, максимальную и среднюю погрешно-
сти, соответственно. Матрица относительных по-
грешностей A8 приведена в табл. 1.

Проведем анализ полученных данных. Значе-
ние целевой функции Ym в центральной точки вы-
числяется по формуле

Ym = b0 − β(b1,1 + b2,2) ≈ 4.455.

Ведущими линейными и квадратичными фактора-
ми являются x1 и x2, т.к. |b1| > χ, |b2| > χ, |b1,1| > χ,
|b2,2| > χ, где χ — критерий значимости фактора.
Для определенности выберем

χ = 0.05 ∗ (|b1|+ |b2|+ |b1,2|+ |b1,1|+ |b2,2|) ≈ 0.44,

т. е. отдельное слагаемое значимо, если его вклад
превышает 5%. Парное взаимодействие не оказы-
вает значительного влияния |b1,2| < χ.
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Рис. 3. Зависимость целевой функции от факторов X1
(x2 = 0, сверху) и X2 (x1 = 0, снизу). Симво-
лы — данные вычислительного эксперимен-
та [26,31], сплошные линии — аппроксимация
ОЦКП (9); пунктирные линии — асимптотиче-
ская интерполяция (13)

При обработке данных натурных эксперимен-
тов значимость фактора определяется с помощью
распределения Стьюдента, а адекватность аппрок-
симации ОЦКП определяется по критерию Фише-
ра (подробное изложение критериев приведено
в работе [32]).

При увеличении значений x1 и x2 значение
целевой функции линейно уменьшается (b1 < 0,
b2 < 0), а для x1 > −0.5и x2 > −0.5 это уменьшение
компенсируется квадратичными слагаемыми (ко-
эффициенты при линейных и квадратичных слага-
емых имеют противоположные знаки).

Аппроксимация в точках ОЦКП (табл. 1) имеет
небольшую относительную погрешность относи-
тельно экспериментальных данных внутри задан-
ного диапазона данных. Из рис. 3 видно, что вдоль
центральных линий, проходящих через три точки
(центральная X1 = 3 и X2 = 1.5 и две «звездные»
X1 = {1, 5} и X2 = {0.5, 2.5}), погрешность в этих
точках минимальна (на рис. 4 центральные линии
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(−1,−1) (+1,−1)

(−1,+1) (+1,+1)

(0,−α)

(0,+α)

(−α, 0) (+α, 0)
(0, 0)x2 = 0

x1 = 0

Рис. 4. Положение факторов по расширенной матри-
це ОЦКП для n = 2 и центральные линии
x1 = 0 и x2 = 0

в кодированных значениях обозначены x1 = 0 и
x2 = 0). В промежуточной области погрешность
возрастает. За редким случаем (когда математи-
ческая модель исследуемого объекта полностью
совпадает с используемым полиномом) аппрокси-
мация не допускает экстраполяцию за пределы за-
данного диапазона — чем дальше находится точка
вне диапазона данных, тем выше погрешность и
аппроксимация становится неадекватной экспери-
ментальным или расчетным данным. Например,
для X1 = [0.5, 1] погрешность составляет 41%. Ши-
рина диапазона данных также имеет значение: для
X1 = [4.5, 5] и X2 = [2, 2.5] характер функции каче-
ственно меняется — вместо насыщения функция
переходит к росту. Для того чтобы получить доста-
точно точную и адекватную аппроксимацию реко-
мендуется широкий диапазон значений факторов
разбивать на несколько частей и строить ОЦКП для
каждой из них.

4. Пакет символьных вычислений
wxMaxima
Рассмотрим альтернативную, предложенной

в предыдущем разделе, аппроксимацию с помо-
щью интерполяционной функции. Используемые
данные имеют следующий физический смысл:
факторы X1 и X2 — скорость течения охлаждаю-
щей радиатор жидкости и коэффициент тепло-
передачи между жидкостью и радиатором, а це-
левая функция Y1 является температурой нагре-
ва радиатора относительно температуры окружа-
ющей среды. С учетом слабого парного взаимо-
действия b1,3, а также асимптотических особенно-
стей (Y1 → ∞ при X2 → 0 и/или X1 → 0; Y1 → const
с ростом X1 и X2) можно построить более точ-
ную формулу для аппроксимации результатов
вычислительного эксперимента:

Таблица 2. Коэффициенты ci (13)

c0 c1 c2 c3 c4
293.3 3.083 9.0 −3.314 −2.347

g(X1, X2) = c0 +
c1

X2
+

c2

X1
+

+
c3

X1 + X2
+

c4

(X1 + X2)2 ,
(13)

где α задается в [кВт/(м2·К)], um — в [см/с], а ко-
эффициенты ci (табл. 2) определяются решением
системы линейных уравнений

g(X1, X2) = yi

для пяти пар параметров (X1; X2): (0.5; 1), (0.5, 3),
(0.5, 5), (1.5; 3), (2.5, 3) с соответствующими им зна-
чениям результатов вычислительных эксперимен-
тов yi. На рис. 3 аппроксимация (13) показана пунк-
тирнымилиниями (в виде g−T0, где T0 = 293.3◦C—
реперная температура). Погрешность этой форму-
лы во всем параметрическом интервале не превы-
шает 1 %, что значительно меньше погрешностей
полученной ранее аппроксимации методом ОЦКП.

Отметим, что при построении интерполяции
выбор набора точек, через которые будет прохо-
дить искомая функция, имеет большое значение.
Если интерполяция имеет большую погрешность
или СЛАУ не имеет решения, то нужно выбрать
другие промежуточные параметры. Например, ес-
ли зависимость нелинейная, то точка выбирается
так, чтобы соответствовать не середине интерва-
ла Xi, а середине интервала Y. Для выбора набора
функций, составляющего интерполяцию g, прове-
ряются следующие условия: является зависимость
линейной или нет; имеется насыщение (например,
как показательная или степенная функции с отри-
цательным аргументом); наличие асимптот (вер-
тикальных, горизонтальных или наклонных).

Для реализации данного метода воспользуем-
ся программой символьных вычисленийMaxima [6]
с графическим интерфейсом wxMaxima [10].

Определяем функцию (13) в символьном виде

f1(x,y):=с0+с1/x+c2/y+с3/(x+y)+с4/(x+y)^2;

и задаем наборы параметров

x0 : 0.5; q0 : 301.369;
x1 : 1.5; q1 : 297.544;
x2 : 2.5; q2 : 296.894;
y0 : 1.0; r0 : 302.695;
y1 : 3.0;
y2 : 5.0; r2 : 296.631;

Для решения СЛАУ используем команду solve, а
для вывода результата в формате с плавающей точ-
ной — float:
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solve([f1(x0,y1)=q0,f1(x1,y0)=r0,f1(x1,y2)=r2,
f1(x1,y1)=q1,f1(x2,y1)=q2],[с0,с1,c2,с3,с4]);
float(%);

Более подробная информация по использова-
нию пакета Maxima для решения СЛАУ, по упро-
щению математических выражений и построению
графиков представлена в работе [7].

5. Заключение
В работе представлены примеры использова-

ния свободного ПО для обработки и анализа дан-
ных на примере двух классических методов: ап-
проксимация МНК и обработка результатов мно-
гопараметрических экспериментов с помощью
ОЦКП.Первыйметод был реализован на языке про-
граммирования Scilab. Былопоказано, что для обес-
печения корректности аппроксимации исходные
данные должны быть нормированы. Второй ме-
тод реализован на языке программирования C++.
Приведены примеры визуализации результатов ис-
следований с помощью программ LATEXи Gnuplot.

A Построение векторных графиков в
PGFPlots
PGFPlots основан на пакетах PGF/TikZ и пред-

назначен для построения двумерных и трехмер-
ных графиков в линейном или логарифмическом
масштабах с использованием различных стилей
символов, линий и поверхностей. Поддерживает
линейные и точечные графики, поверхности, изо-
линии, гистограммы, полярные координаты и мно-
гое другое.

Преимущества пакета следующие: единообра-
зие используемого в документе и графиках типа
и размера шрифта, а также стиля документа; пря-
мое использование математического режима для
описания осей; создание независимых графиков в
формате pdf или eps с помощью сторонних инстру-
ментов TikZ.

Рассмотрим пример

\begin{tikzpicture}
\begin{axis}[height=6cm,width=8cm,grid=major,
font=\small,xmin=-5,xmax=5,ymin=-3,ymax=8,
legend pos=north west,
xlabel=$\textcolor{red}{x}$,
ylabel={$\textcolor{blue}{f(x)=\left(x^2+x+
5\right)\sin(x)}$}]
\addplot[orange!80!black,smooth,samples=30,
mark=square*]{4*exp(-x^2/20)*cos(deg(x))};
\addplot[blue,mark=ball]{sin(deg(x)+90)};
\legend{$f(x)=4\exp(-x^2/20)\cos(x)$,$\cos(x)$};
\end{axis}
\end{tikzpicture}

результат которого показан на рис. 5.

−4 −2 0 2 4

0

5

x

y

4 exp(−x2/20) cos(x)
cos(x)

Рис. 5. Пример графика построенного в PGFPlots

График определяется в окружении axis окруже-
ния tikzpicture. Можно задать следующие парамет-
ры: высота height и ширина width графика; вспо-
могательная сетка grid; размер шрифта font; диа-
пазон изменения значений по осям xmin, xmax,
ymin, ymax; положение легенды legend pos; метки
осей в формате LATEXxlabel, ylabel. Графики строят-
ся командой addplot, а соответствующая графику
подпись legend.

B Построение векторных графиков в
Gnuplot
При подготовки графиков в издательской

системе LATEX оптимальным выбором является
использование Gnuplot-терминала epslatex. Дан-
ный терминал представляет собой комбинацию
двух терминалов: за графическую часть отвечает
postscript eps, а за текст и математические форму-
лы — latex. Приведем пример использования дан-
ного терминала в двух режимах работы: подготов-
ка графиков для подключения их в документ LATEX
и подготовка независимого графического файла.

Настройка параметров графика осуществляет-
ся следующими опциями: размеры изображения —
size, использование цветных линий и текста— color
и colortext; символ десятичного разделителя — set
decimalsign; интервал между строками в легенде —
set key spacing (указывается, если подписи к линиям
имеют большую высоту); количество точек на гра-
фике— set samples (для гладкого отображения быст-
ро меняющейся функции этот параметр нужно уве-
личить); подписи к осям set xlabel и set ylabel могут
содержать текст в формате LATEX (для правильной
обработки такого текста он должен быть заклю-
чен в одинарные кавычки); имя выходного файла в
формате LATEX— set output; формат отображения чи-
сел на осях — set format; интервалы по осям x и y —
set xrange и set yrange; подписи к осям — set xtics и
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set ytics. Команда построения графиков plot может
содержать несколько функций со своими парамет-
рами отображения (тип линии— linetype или lt, тип
штриховки в версии Gnuplot 5 и выше — dashtype
или dt, толщина линии — linewidth или lw, цвет ли-
нии — linecolor или lc в формате RGB в виде на-
звания цвета ’colorname’ или его шестнадцатерич-
ного кода ’#RRGGBB’; можно указать стиль линии
linestyle или ls, определенный командой set style
line), разделенными запятой. Подписи линий title
отображаются в легенде и могут содержать текст
в формате LATEX. Цвет фрагмента текста задается
командой \textcolor. Для переноса длинной строки
используется символ обратной косой черты «\».

set terminal epslatex size 10cm,6cm\
color colortext
set decimalsign ’,’
set border lw 2
set style line 1 lc rgb ’red’ lt 1 dt 1 lw 5
set style line 2 lc rgb ’blue’ lt 1 dt 3 lw 5
set key spacing 1.5
set samples 250
set xzeroaxis
set output ’epslatex.tex’
set xlabel ’Аргумент $x$’
set ylabel ’Функции $\textcolor{red}{f_1(x)}$\
и $\textcolor{blue}{f_2(x)}$’
set format ’$%g$’
set xtics (’$-3\pi$’ -3*pi,’$-2\pi$’ -2*pi,\
’$-\pi$’ -pi,0,’$\pi$’ pi,’$2\pi$’ 2*pi,\
’$3\pi$’ 3*pi)
set yrange[-1:2]
plot sin(x) title ’$\textcolor{red}{f_1(x)=\
\sin(x)}$’ w l ls 1,\
sin(x**2/(pi+abs(x))+pi/2) title\
’$\textcolor{blue}{f_2(x)=\sin\left(\
\frac{x^2}{\pi+|x|}+\
\frac{\pi}{2}\right)}$’ w l ls 2

Записываем gnuplot-скрипт в файл с именем
epslatex.gp и запускаем в консоли

gnuplot epslatex.gp

При компиляции создается файл в формате
LATEX с расширением tex и файл в формате Postscript
с расширением eps. В документе LATEX изображение
подключается внутри окружения figure командой
input с указанием tex-файла. Для корректного отоб-
ражения кириллицы кодировка gnuplot-скрипта и
документа LATEX должны совпадать. Если предпо-
лагается создание отдельного изображения в фор-
мате eps, то нумерация страниц должна быть от-
ключена, а пакеты, отвечающие за работу с тек-
стом и формулами (например, paratype, amssymb,
amsfonts), цветом color и внешними изображени-
ями graphicx, подключены. Если планируется по-
строение изолиний с метками командой splot, то
необходимо подключить пакет calc. Зададим имя
файла doepslatex.tex.

\documentclass{article}
\usepackage[T2A]{fontenc}
\usepackage[utf8x]{inputenc}
\usepackage[russian,english]{babel}
\usepackage{paratype}
\usepackage{amssymb}
\usepackage{amsfonts}
\usepackage{color}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{calc}
\begin{document}
\thispagestyle{empty}
\begin{figure}
\input{epslatex}
\end{figure}
\end{document}

Для подготовки независимого графическо-
го файла создадим файл compile (в ОС Windows
compile.bat) с командами для компиляции gnuplot-
скрипта, компиляции файла doepslatex.tex, конвер-
тации файла из формата dvi в формат ps и кон-
вертации файла из формата ps в формат eps. В ОС
GNU/Linux файл compile нужно сделать исполняе-
мым (команда chmod +x compile).

gnuplot epslatex.gp
latex doepslatex.tex
dvips doepslatex.dvi
ps2eps -f doepslatex.ps

Результатом выполнения данного командно-
го файла является график в файле doepslatex.eps,
показанный на рис. 6.

Если график нужно вставить в документ, не
поддерживающийформат eps (например,MSWord),
то его можно преобразовать в растровый формат с
помощью GhostScript [33] командой

gs -dSAFER -dBATCH -dNOPAUSE -dEPSCrop -r600
-sDEVICE=png256 -sOutputFile=f.png figname.eps

−1

−0, 5

0

0, 5

1

1, 5

2

−3π −2π −π 0 π 2π 3π

Ф
ун
кц
ии

f 1
(x
)
и
f 2
(x
)

Аргумент x

f1(x) = sin(x)

f2(x) = sin
(

x2

π+|x| +
π
2

)

Рис. 6. Графики функций, построенные в Gnuplot с по-
мощью терминала epslatex
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Здесь используются следующие опции: dEPSCrop—
обрезка полей в eps-файле; r600— разрешение 600
точек на дюйм; sDEVICE — графический формат
создаваемого файла (допустимые форматы приве-
дены на веб-сайте [33]) и его название sOutputFile.
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Application of free software for processing and
visualization of scientific research results

Nasibullayev I.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

The paper presents an overview and examples of the use of free software for processing, analyzing and visualizing the
results of computational and natural experiments. The implementation of two standard methods of approximation
and data analysis is considered: the method of least squares and orthogonal central composite design. The first
method allows the approximation of tabular data in the form of a polynomial of arbitrary degree. With an increase in
the degree of the polynomial, the accuracy of the approximation increases, but, due to the growth of the condition
number of the matrix, the correctness of the approximation decreases. It is shown that the normalization of the initial
data makes it possible to increase the maximum order of the polynomial, in which there will be no loss of accuracy
due to an ill-conditioned matrix. The implementation of the method in the Scilab programming language is proposed.
The second method makes it possible to obtain a second-order approximation for an arbitrary number of variables, to
estimate the linear and quadratic contributions of individual variables and their coupled interactions. A description
of the method is presented and a scheme for constructing an extended experiment design matrix is proposed. The
method is implemented in the C++ programming language, and a script written in the Scilab language is proposed
to determine the error of the obtained approximation. To obtain a more accurate approximation, one can choose a
function that takes into account the asymptotic features of the results of the computational experiment. An example
of such an approximation is implemented in the computer algebra software wxMaxima. The presented software
implementations of approximation methods additionally generate code in the Gnuplot and Scilab format, which
increases efficiency for subsequent visualization or analysis of approximations. Examples of research visualization in
the PGFPlots LATEX package and in the Gnuplot program using the epslatex terminal are given. Both approaches are
convenient when presenting research results in the LATEX desktop publishing system.

Keywords: free software, the method of least squares, orthogonal central composite design, Scilab, wxMaxima, Latex,
Gnuplot
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