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Рассеяние звуковых волн на сферах:
методы решения и основные характеристики

(обзор)1

Насибуллаева Э.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Исследование явления рассеяния звуковых волн на неоднородностях малых размеров имеет важное значение
как для изучения фундаментальной природы данного явления, так и с практической точки зрения, поскольку на
данном явлении основываются многие применения акустических волн, такие как гидролокация, зондирование
атмосферы и океана, приборы неразрушающего контроля, создание позиционируемого 3D звука и т.п. Во многих
исследуемых системах препятствия являются сферическими (или могут быть рассмотрены таковыми). Настоящий
обзор посвящен анализу основных работ по теоретическим методам решения задач рассеяния акустических
волн на сферах и определению основных характеристик данного явления, а также по существующим экспери-
ментальным работам. Можно выделить два теоретических подхода к решению представленной задачи. В первом
подходе предполагается, что распределение рассеивателей является случайным, и вычисляется среднее значение
рассеянного поля. Во втором подходе, которому уделено основное внимание в настоящей статье, решение
сводится к большим системам интегральных или линейных алгебраических уравнений с помощью различных
методов, таких как метод Т-матриц, теоремы сложения для сферических функций, функции Грина, интегральные
уравнения. Первый подход позволяет рассматривать системы с большим числом случайно распределенных
рассеивателей, однако, из-за осреднения звукового поля невозможно определить давление в конкретной точке
пространства. Второй подход дает возможность определять зоны повышения и понижения давления, однако, для
большого числа сфер решение требует значительных затрат вычислительных ресурсов и процессорного времени.
Анализ научных работ, в которых определяются основные характеристики явления рассеяния, такие как полное
сечение рассеяния или сечение обратного рассеяния, показал, что аналитические формулы и численные исследо-
вания ограничены случаями одиночной сферы или систем с двумя сферами. Следовательно, задача определения
выражения для данных характеристик в общем случае остается нерешенной и сохраняет свою актуальность.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, звуконепроницаемая сфера, звукопроницаемая сфера, звуковое поле,
полное сечение рассеяния, теоретические методы, эксперимент

1. Введение
При взаимодействии акустической волны с

препятствиями малых размеров, отличающихся
плотностью и (или) сжимаемостью от основной
среды, появляются дополнительные (рассеянные)
волны, распространяющиеся во все стороны от
препятствий. Данное явление называют рассеяни-
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ем (или дифракцией) звука. Когда излучение рас-
сеивается только на одном локализованном пре-
пятствии, то это называется однократным рассе-
янием. Результирующее поле может быть пред-
ставлено как сумма первичной волны, существо-
вавшей в отсутствии препятствия, и рассеянной
(вторичной) волны, возникшей в результате вза-
имодействия первичной волны с препятствием.
При наличии множества препятствий волны от
каждого из них рассеиваются повторно и много-
кратно другими препятствиями, что называется
многократным рассеянием.
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Изучение явления рассеяния звуковых волн на
неоднородностях малых размеров имеет важное
значение как для изучения фундаментальной при-
роды данного явления, так и с практической точки
зрения, прежде всего благодаря тому, что на дан-
ном явлении основываются многие применения
акустических волн, которые позволяют, например,

• в гидролокации [1, 2] определять местополо-
жение косяков рыб, отдельных крупных рыб
или других подводных объектов и невидимых
подводных препятствий;

• при зондировании атмосферы и океана [1–3]
получать информацию о поверхности Земли и
объектах на ней, атмосфере, океане и верхнем
слое земной коры;

• в приборах неразрушающего контроля [4] из-
мерять как геометрические параметры при од-
ностороннемдоступе кизделию, такифизико–
механические свойства металлов и металлоиз-
делий без их разрушения;

• в медицинских сканерах [5,6] для диагности-
ческих целей визуализировать внутренние ор-
ганы и процессы, протекающие в тканях;

• при создании позиционируемого 3D зву-
ка [7] придавать звуковой модели реализм
и усиливать ощущения при восприятии
звука слушателем.

Во многих исследуемых системах препятствия
являются сферическими или могут быть рассмот-
рены таковыми, поэтому одной из актуальных аку-
стических подзадач является исследование рас-
сеяния на множествах сфер (твердых сферах или
сферических пузырьках и каплях) при различных
внешних воздействиях.

В фундаментальных работах [8–12] представ-
лены решения классических (базовых) задач рас-
сеяния от одиночных сфер с различными гра-
ничными условиями. Целью настоящей работы
является обзор основных работ, выходящих за
пределы классических постановок, по теорети-
ческим методам решения задачи рассеяния аку-
стических волн на сферах и определения основ-
ных характеристик данного явления в рамках по-
ставленной задачи, а также по существующим
экспериментальным работам.

Можно выделить два теоретических подхода
к решению представленной задачи. В первом
подходе предполагается, что распределение
рассеивателей является случайным, вычисля-
ется среднее значение рассеянного поля (или
мощности) [1, 13, 14]. Во втором подходе (далее
будет подробно рассмотрен) решение сводится к

большим системам интегральных или линейных
алгебраических уравнений с помощью различных
методов, например, таких как: метод Т-матриц
(см. работы [15–17]), теоремы сложения для
сферических функций (см. работы [18–20]), функ-
ции Грина (см. работы [21, 22]), интегральные
уравнения (см. работы [23–25]).

2. Методы решения задачи
рассеяния акустической волны
на сферических препятствиях

2.1. Случай одиночной сферы

Случай одиночной сферы (сферическая твер-
дая частица, пузырек или капля) достаточно хоро-
шо изучен в литературе и интересен с практиче-
ской точки зрения, поскольку позволяет проводить
сравнения с существующими экспериментальны-
ми и расчетными данными других исследователей.

Впервые рассеяние акустической волны на
твердой и жидкой сферах было исследовано Рэле-
ем [26,27], который рассматривал сферу с размера-
ми малыми по сравнению с длиной волны (так на-
зываемое рэлеевское рассеяние). При рэлеевском
рассеянии на жидкой сфере в решении при разло-
жении в ряд важныкак членынулевого порядка (за-
висят от сжимаемости сферы), так и члены первого
порядка (зависят от плотности сферы). Установле-
но, что рассеивающая способность малой сферы
существенно увеличивается с ростом частоты.

Экспериментальная проверка решения Рэлея
путем определения распределения давления на по-
верхности неподвижной жесткой сферы при воз-
действии плоской поступательной звуковой волны
проведена в работе [28]. Получено достаточно хоро-
шее согласование между теорией и экспериментом
в диапазоне волновых радиусов 1/3 < ka < 10, где
k — волновое число падающей волны; a — радиус
препятствия. В частности, экспериментально было
подтверждено существование «яркого» пятна, диа-
метрально противоположного точке, ближайшей к
источнику звука.

Существует ряд работ, где задача рассеяния
от множества сферических газовых рассеивателей
сводится к рассеянию на одиночной сфере, содер-
жащей микронеоднородную среду. Так, например,
в работе [29] рассмотрено рассеяние в жидкости
низкочастотной плоской волны на облаке, имею-
щем сферическую форму, с равномерно распреде-
ленными в нем газовыми пузырьками. Показано,
что образование устойчивых гроздей из пузырь-
ков под действием звуковой волны является кол-
лективным эффектом, возникновение которого за-
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висит в основном от величины объемного газосо-
держания жидкости. А в работе [30] решалась зада-
ча рассеяния и поглощения звука на сферической
границе раздела между жидкостью и областью, со-
держащей двухфазную среду с аномальной дина-
мической сжимаемостью, имитирующей рыбные
скопления ограниченных размеров (рыбные сад-
ки). Данная задача решалась с помощью модели
микронеоднородной двухфазной среды [10], где
акустические характеристики описывались осред-
ненными величинами плотности и сжимаемости.
Проведено сопоставление с аналогичными процес-
сами, представленными в предыдущей работе ав-
торов [31], где была рассмотрена задача об отраже-
нии звука при падении плоской волны на плоскую
границу раздела между жидкостью (водой) и скоп-
лениями газовых пузырей в жидкости, имитирую-
щими промысловые косяки пузырных рыб.

В значительном числе работ изучалось рассея-
ние волны на одиночной сфере, содержащей одно-
родную среду, при этом сфера являлась либо зву-
конепроницаемой (твердая сфера), когда волна не
проходит через её границу, либо звукопроницае-
мой (жидкая капля или газовый пузырек), когда
волна проходит через границу и распространяется
в среде с физическими характеристиками, отлич-
ными от окружающей сферу среды. Представим
основные из этих работ.

В работе [32] рассматривалась задача рассея-
ния звука от сферического жидкого препятствия,
размер которого сравним с длиной волны, без уче-
та диссипации энергии. Для сравнения также пред-
ставлены предельные случаи рэлеевского рассея-
ния (когда радиус сферы много меньше длины вол-
ны) и рассеяния на неподвижной жесткой сфере.

Рассеяние плоской монохроматической звуко-
вой волны на одиночной сфере с учетом поглоще-
ния энергии, обусловленного тепловым механиз-
мом, рассмотрено в работе [33]. Показано, что дан-
ный вид поглощения энергии является существен-
ным при рассеянии звука на высоких частотах, а
также для мягких объектов, таких как пузырьки
или сферы с физическими свойствами, близкими
к свойствам жидкости.

Теоретические исследования рассеяния звука
в окрестности сферы малого радиуса, движущей-
ся в идеальной жидкости с постоянной скоростью,
много меньшей скорости звука, представлены в ра-
боте [34]. Получено, что амплитуда рассеяния зву-
ка пропорциональна числу Маха и содержит как
монопольную с дипольной, так и квадрупольную
компоненты; поля, рассеянные на неоднородно-
стях течения среды, оказываются синфазными при
рассеянии звука вперед и назад, а на поверхности

движущейся сферы — в противофазе.
В работе [35] рассматривалось рассеяние по-

ля параметрической антенны на сфере, располо-
женной в области нелинейного взаимодействия,
в случае, когда размеры данной антенны на поря-
док превышают радиус сферического рассеивателя.
Получено достаточно хорошее совпадение теоре-
тических выводов данной работы и эксперимен-
тальных результатов измерения вторичного низ-
кочастотного поля волны разностной частоты при
рассеянии на стальной и алюминиевой сферах.

Теоретические и экспериментальные результа-
ты по измерению отклика на поверхности жесткой
сферы представлены в работе [36]. Теоретическое
решение получено с помощью техники, основан-
ной на определении направленной передаточной
функции (directional transfer function), которая в
настоящее время используется для измерения пе-
редаточнойфункции головычеловека (head-related
transfer function) при разработке технологии созда-
ния позиционируемого 3D звука. Получено хоро-
шее согласование экспериментальных данных с
теоретическим решением.

Отметим книгу [8], где представлены точные
решения «базовых» задач рассеяния плоской вол-
ны на одиночных звуконепроницаемой и звуко-
проницаемой сферах путем разложения по сфери-
ческим функциям. В частности, получено, что про-
извольная звукопроницаемая сфера малого волно-
вого размера создает одновременно и монополь-
ное и дипольное рассеяния, а в случае пузырька
монопольное рассеяние оказывается существен-
но сильнее, чем дипольное, при этом амплитуда
рассеянной волны имеет резонансный характер.

В обзорной работе [37] приведены выражения
и определения для акустических поперечных сече-
ний, резонансных частот и коэффициентов затуха-
ния сферически пульсирующего газового пузырька
в бесконечной жидкой среде, а также вывод выра-
жений для «резонансной частоты».

В работе [38] предложена и эксперименталь-
но исследована модель неподвижного газового пу-
зырька в воде в виде пенопластового сферического
образца. Численное моделирование проведено на
основе модели рассеяния звуковых импульсов на
абсолютно мягкой сфере [12]. Показано, что резуль-
таты измерений находятся в хорошем согласова-
нии с теоретическими данными, полученными по
классической модели.

Исследование акустического рассеяния от оди-
ночной звуконепроницаемой сферы для двух ви-
дов внешнего воздействия (сферической волны
от монопольного источника излучения и плос-
кой волны) проведено в работе [39]. Сравнение
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численных результатов данной работы показало
хорошее соответствие результатам эксперимен-
тальной работы [36]. В последующей работе [40]
представлено обобщение на случай одиночной зву-
копроницаемой сферы; проведено сравнение с
данными экспериментов [41] и также получено
хорошее соответствие.

Теория акустического рассеяния плоской вол-
ны на сфере без асимптотического приближения
на большие расстояния представлена в работе [42]
с целью учета информации о расстоянии между це-
лью и наблюдателем. В качестве примеров рассмот-
рено акустическое рассеяние на жесткой и нежест-
кой сферах. Показано, что при длинноволновом
акустическом рассеянии необходимо учитывать
эффекты вблизи цели.

2.2. Случай пары сфер

Работы, посвященные изучению рассеяния
звуковых волн на двух сферах, интересны, посколь-
ку, с одной стороны, имеет место взаимодействие
друг с другом рассеянных от сфер полей, а, с дру-
гой стороны, данное взаимодействие является до-
статочно простым для того чтобы его можно было
подробно изучить.

Теоретическое исследование сил, действую-
щих на две твердые сферы произвольного размера,
когда их центрырасположеныпараллельно направ-
лению распространения плоского звукового поля,
проведено в работе [43]. Выражения для сил на каж-
дой сфере получены в терминах расходящихся вол-
новых функций и функций преобразования коор-
динат. Показано, что данные силы могут быть на
несколько порядков больше, чем те, которые дей-
ствовали бы на каждую из сфер, если бы они были
изолированы, что обусловлено взаимным влияни-
ем рассеянных от каждой из сфер полей.

В работе [19] решается задача рассеяния плос-
кой волны на двух акустически жестких сферах
одного и того же радиуса методом разделения
переменных в сферических координатах. Пред-
ставление коэффициентов перехода при разложе-
нии рядов производится с помощью коэффициен-
тов Клебша–Гордана. Результаты сравниваются с
предыдущей работой автора [18], где рассмотрен
случай акустически мягких сфер.

Многократное рассеяние акустических волн
двумя (или тремя) сферами было подробно изуче-
но в работе [44] с использованием трех различных
подходов: мультипольного разложения, геометри-
ческой оптики и экспериментов. В методе разложе-
ния по мультиполям применялась теорема транс-
ляционного сложения для сферических волновых
функций. Решения в замкнутой форме были по-

лучены для двух частных случаев: в приближении
Рэлея и для большого расстояния между сферами.

В работе [21] решалась задача излучения имно-
гократного рассеяния двух вибрирующих сфер с по-
мощью метода функций Грина. Получены числен-
ные результаты, демонстрирующие влияние вза-
имодействия (рассеяния) на давление в ближнем
и дальнем полях, а также зависимость импеданса
излучения одной сферы от присутствия другой.

Явные формулы для рассеяния монохромати-
ческой волны от двух рассеивателей получены в ра-
боте [15] методом Т-матриц, а также представлены
численные расчеты обратного и дифференциаль-
ного сечений рассеяния двух сфер для различных
параметров системы.

В работе [20] задача рассеяния плоской звуко-
вой волны двумя взаимодействующими звуконе-
проницаемыми сферами решалась с помощью тео-
ремы сложения для сферических волновых функ-
ций (см., например, [45, 46]), которые допускают
разложениеполя, используя символыВигнера (3-j).
Получены аналитические аппроксимации реше-
ния данной задачи для частных случаев, таких как
рассеяние в дальнем поле и большое расстояние
между сферами.

Задача рассеяния плоской гармонической вол-
ны на двух близко расположенных импедансных
сферах в работе [47] решается методом, основан-
ным на представлении решения в виде рядов по
сферическим функциям. Показано, что в области
низких частот для акустически мягких сфер име-
ет место взаимное демпфирование колебаний, а в
области высоких частот — полное или частичное
затенение одной из сфер (независимо от краевых
условий на сферах).

Теоретическое и экспериментальные исследо-
вания обратного рассеяния звука от двух пузырь-
ков, расположенных симметрично оси, проходя-
щей через источник звука (одновременно являю-
щийся приемником отраженной волны) перпенди-
кулярно оси, соединяющей центры рассеивателей,
представлено в работе [41]. Теоретические расче-
ты поля рассеяния выполнялись с использованием
точного решения в замкнутой форме, полученного
из разложения многократного рассеяния.

В работе [48] теоретически, численно и экс-
периментально исследовано акустическое рассе-
яние двумя идентичными сферами. Применяет-
ся подход теории групповых представлений, при
котором падающее и рассеянное поля расклады-
ваются по различным неприводимым представ-
лениям непрерывной группы симметрии рассеи-
вателя. Затем из граничных условий для каждо-
го неприводимого представления получается ко-
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нечная система линейных комплексных алгебра-
ических уравнений, в которой неизвестные коэф-
фициенты рассеяния не связаны, что позволяет
ускорить численные расчеты. Серия эксперимен-
тов, основанныхна ультразвуковой спектроскопии,
проведена в случае двух сфер из нержавеющей ста-
ли, погруженных в воду. Сравнение теоретических
и экспериментальных результатов дало довольно
хорошее согласование.

Задача о рассеянии двух тел, находящихся в
первичном поле плоской волны, решалась в рабо-
те [23] путем учета многократного перерассеяния
плоских волн между рассеивателями, что привело
к интегральным уравнениям, позволяющим вы-
числять возмущенные амплитуды рассеяния че-
рез невозмущенные. Утверждается, что данный
метод позволяет при наличии банка данных невоз-
мущенных амплитуд рассеяния легко конструи-
ровать решение задач множественного рассеяния
с произвольной конфигурацией рассеивателей, а
не строить решение каждый раз заново, как при
других подходах.

Рассеяние плоской звуковой волны на системе
двух акустически проницаемых (жидких или жид-
коподобных) или непроницаемых (жестких или
мягких) сфер, расположенных на расстоянии друг
от друга, когда одна из сфер имеет акустически ма-
лый радиус, изучалась в работе [49]. Задача реша-
лась методом разделения переменных с помощью
теорем трансляционного сложения для сфериче-
ских волновых функций.

В работе [50] представлено обобщение матема-
тической модели [39] и методики расчета [17] на
случай пары звуконепроницаемых сфер с произ-
вольнымакустическимимпедансомипроизвольно
расположенным в пространстве монопольным ис-
точником излучения. Проведены расчеты распре-
деления давления вокруг двух жестких сфер при
различных значениях расстояния между ними и
расположениях монопольного источника излуче-
ния. Показано, что при определенных параметрах
возможно как повышение, так и понижение давле-
ния в рассмотренной системе.

Взаимодействие двух близких пузырьков в аку-
стическом поле изучается в работе [51]. Модели-
рование осуществляется в рамках теории много-
кратного рассеяния с использованием разложений
по сферическим гармоникам и теоремы сложения.
Получено точное характеристическое уравнение,
обеспечивающее симметричный и антисиммет-
ричный резонансы двух пузырьков. Численные ре-
зультаты показывают, что для описания акустиче-
ского поля вокруг пузырьков требуется большое
количество режимов вибрации.

2.3. Случай множества (ансамбля) сфер

В данном разделе представлены работы, по-
священные исследованию рассеяния звука на си-
стемах, состоящих из множества сфер.

В работах [24, 25] показан вывод систе-
мы интегральных уравнений, которая опреде-
ляет амплитуды многократного рассеяния для
множества (двух и более) объектов в терминах
соответствующих функций для изолированных
объектов, при этом для двух малых объектов
получаются «замкнутые формы», включающие
дифференциальные операторы.

Метод связанных осцилляторов используется
в работе [52] для описания коллективного акустиче-
ского резонанса и рассеяния от множества пузырь-
ков воздуха в воде. Задача рассеяния от множества
объектов была разложена на задачу рассеяния от
отдельных нормальных мод данного множества и
проанализирована. Каждая мода обладала специ-
фическими резонансными свойствами: «симмет-
ричные» моды, в которых пузырьки колеблются в
фазе друг с другом, демонстрировали сдвиг в об-
ласть низких частот и повышение затухания; «ан-
тисимметричные» моды, в которых некоторые или
все пузырьки колеблются в противофазе, демон-
стрировали сдвиг в область высоких частоти умень-
шение затухания. В последующей работе [53] для
определения характеристик распространения пу-
зырьковой воды применяется осреднение коллек-
тивного поведения симметричноймодыпо распре-
делениям радиусов и местоположений пузырьков;
данный метод учитывает все порядки многократ-
ного рассеяния и эффекты «экранирования» в сре-
де. Получены новые теоретические выражения для
фазовой скорости и затухания, которые сравни-
ваются с экспериментальными данными [54, 55]
путем интегрирования эффектов многократного
рассеяния по так называемой области коллектив-
ного взаимодействия вокруг каждого пузырька.

Задача рассеяния акустического поля группой
рассеивателей в работе [16] формулируется с по-
мощью метода T-матриц, а полученная система
линейных уравнений решается с использовани-
ем многоуровневого быстрого мультипольного ал-
горитма (the multilevel fast multipole algorithm,
MLFMA) и метода быстрых мультиполей (the fast
multipole method, FMM). Точность методов оцени-
валась путем моделирования сферического рассеи-
вателя, состоящего из множества маленьких сфер.
Сравнение двух методов показало, что в целом
MLFMA работает лучше, чем алгоритм FMM, одна-
ко, когда рассеиватели равномерно распределены
по прямоугольной сетке, алгоритм FMM работает
так же хорошо, как и MLFMA.
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В работе [17] представлена численная техника
разложения и повторного разложения мультипо-
лей, основанная на методе Т-матриц, для реше-
ния задачи акустического рассеяния от множества
звуконепроницаемых сфер с произвольным аку-
стическим импедансом. Вычислительные экспери-
менты, проведенные с помощью данной техники и
метода граничных элементов (в пакете программ
COMET), показали, что предложенная в данной ра-
ботеметодика расчета достигает высокой точности
получаемых результатов при минимальных затра-
тах машинного времени. В частном случае, когда
центры сфер расположены на одной оси, и задача
может быть сведена к осесимметричной, получен
более эффективный (по сравнению с общим слу-
чаем) алгоритм, использующий осесимметричные
выражения для переразложения мультиполей. В
последующей работе [56] представлено ускорение
численной техники с помощью алгоритма FMM,
представленного в [16], и быстрых рекурсивных
алгоритмов и разложений для определения коэф-
фициентов разложения по мультиполям, приве-
денных, например, в работе [57]. Представлены
результаты модифицированной техники при ре-
шении тестовых задач для числа сфер ∼ 102 ÷ 104

и различных значений волнового числа.
Теоретические исследования рассеяния плос-

кой волны на множестве идеальных газовых сфе-
рических пузырьков в безграничной однородной
жидкости проведены в работе [58] с помощью раз-
ложения решения по сферическим гармоникам.
Показано, что в области низких частот данная тео-
рия сводится к монопольному приближению. Чис-
ленные сравнения между двумя представленными
теориями показали, что приближение монополя
хорошоподходит для исследованийрезонирующих
пузырьков, даже когда пузырьки находятся близко
друг к другу.

Теоретическая трактовка акустического рассе-
яния от облакапузырьковилидругихмонопольных
рассеивателей как от скопления рассеивателей сфе-
рическойформыпредставлена в работе [22]. Задача
решается в рамках теории эффективной среды для
случая скоплений сферическойформы, где рассеян-
ное поле раскладывается в ряд по функция Грина и
осредняется в соответствии с теорией [13]. Получе-
ны явные выражения для амплитудыипоперечных
сечений рассеяния, а также выражения в замкну-
той форме для резонансной частоты и спектраль-
ной формы основной коллективной моды с исполь-
зованием аналитических методов S-матрицы.

В работе [59] предлагается альтернативный
подход к теории многократного рассеяния, в ко-
торой рассеянное отдельной частицей поле имеет

монопольный, дипольный и ротационный типы
рассеяния звука, а в работе [60] того же автора пред-
ставлено решение для среднего звукового поля в
средах, содержащих сферические частицы только
с монопольным типом рассеяния. Однако, данный
подход из-за осреднения звукового поля, в отли-
чие от традиционного, не позволяет определить
давление в конкретной точке пространства, сле-
довательно, такие эффекты, как повышение или
понижение давления в некоторых зонах, не могут
быть обнаружены.

Теоретическое выражение для силы акустиче-
ского взаимодействиямеждумелкими сферически-
ми частицами, взвешенными в идеальной жидко-
сти, при воздействии внешней акустической вол-
ны, представлено в работе [61]. Под данной силой
подразумевается часть силы акустического излуче-
ния на одну частицу, включающая рассеянные вол-
ны от других частиц. В приближении Рэлея силы
акустического взаимодействия между частицами
аппроксимируются градиентами потенциалов пар-
ного взаимодействия без каких-либо ограничений
на расстояние между частицами. Данная теория
применяется для изучения силы акустического вза-
имодействия на суспензии частиц как в стоячих,
так и в бегущих плоских волнах.

Теоретическое и экспериментальное иссле-
дование генерации акустической гармоники вто-
рого порядка одним слоем пузырьков представ-
лено в работе [62] с целью изучения взаимодей-
ствие между нелинейными эффектами и много-
кратным рассеянием в данной системе. Показано,
что модель, полученная с помощью метода воз-
мущений для расчета генерации гармоник подоб-
ных структур, дает достаточно хорошее согласова-
ние с экспериментальными измерениями устой-
чивых, имеющих хорошие характеристики, образ-
цов пузырьковых экранов. Четко определена взаи-
мосвязь между многократным рассеянием и нели-
нейностью, и показано существование оптималь-
ной концентрации пузырьков, для которой умень-
шение общего давления возбуждения из-за мно-
гократного рассеяния уравновешивается количе-
ством нелинейных источников.

В работе [63] обобщена численная техника раз-
ложения потенциала поля по мультиполям [17] на
случай акустического рассеяния от множества зву-
копроницаемых сфер с центрами, расположенны-
ми на одной оси, при прохождении сферической
волны от монопольного источника излучения, а в
работе [64] — при падении плоской волны под про-
извольнымуглом к оси, соединяющейцентры сфер.
В последующей работе [65] был рассмотрен общий
случай акустического рассеяния от множества зву-
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копроницаемых сфер разных радиусов, произволь-
но расположенных в трехмерном пространстве,
при воздействии акустическим полем. Проведена
оптимизация алгоритма построения матрицы ко-
эффициентов повторного разложения по мульти-
полям с целью минимизации используемого объе-
ма оперативной памяти. Диаграммы, построенные
с помощью рассмотренного подхода к изучению
рассеяния от множества сфер, в отличие от под-
ходов, основанных на осредненных уравнениях,
позволяют наглядно продемонстрировать карти-
ну распределения давления вне и внутри системы
сфер, в том числе для определения зон повышения
и понижения давления. Так, например, диаграммы
распределения нормированного давления на рас-
стоянии от рассеивающего слоя, представленные
в работе [66] показали, что слой играет роль дву-
мерной дифракционной решетки, имеющей раз-
личную степень прохождения акустических волн,
которая зависит от соотношений физических па-
раметров внешней и внутренней сред.

2.4. Определение числа членов ряда при
усечении в методе разложения по
сферическим функциям

В методе повторного разложения по мультипо-
лям потенциалы раскладываются в ряды по специ-
альным функциям, в результате решение сводится
к бесконечномерной системе матричных уравне-
ний. При численной реализации данного решения
возникает вопрос правильного выбора числа чле-
нов ntr при усечении полученных рядов, поскольку
при малом числе ntr точность расчетов будет низ-
кой, а при большом—возрастут не только точность,
но и объемпамяти, необходимой для расчета, а так-
же машинное время. В данном подразделе пред-
ставим подходы к определению числа членов при
усечении рядов.

Анализ научной литературыподаннойпробле-
матике показал, что можно выделить два подхода
к определению числа ntr.

Подход I: усечение рядов основывается на срав-
нении двух последовательных значений суммы ис-
комого ряда (для n и n+ 1 числа членов)— как толь-
ко их абсолютная погрешность становится меньше
некоторого фиксированного значения, дальней-
шие вычислени прекращаются и принимается зна-
чение суммы ряда при ntr = n [36].

Подход II: происходит усечение всех рядов
в каждом разложении при фиксированном чис-
ле ntr, определяемом с помощью одной из эмпи-
рических формул, выражения для которых далее
будут приведены.

В работах [44,67] при решении задачи рассея-

ния от одиночной сферы применялась следующая
эмпирическая формула:

ntr ≈ [1 + ka + α(ka)1/3], (1)

где [z]—оператор, обозначающий целую часть чис-
ла z; k — волновое число; a — радиус сферы; α —
параметр, позволяющий контролировать точность
расчета (в представленных работах α = 3). Фор-
мула (1) была впервые получена в работе [68] для
двумерного случая. В работе [44] это же значение
числа ntr применяется также для случая двух сфер
одного радиуса, когда они расположены не слиш-
ком близко друг к другу или соприкасаются.

Оценки погрешности рядов при усечении для
задач с одиночной сферой, представленные в ра-
ботах [69, 70], позволили получить следующую
эмпирическую формулу:

ntr = [kd + β log10(kd + π)], (2)

где d — расстояние от центра сферы до нача-
ла координат; β — параметр, позволяющий кон-
тролировать точность расчета. Последняя форму-
ла была модифицирована в работе [16] для за-
дачи рассеяния группой сферических рассеивате-
лей, где вместо параметра d брался параметр D —
диаметр сферы, описывающей самую большую
группу рассеивателей.

В работе [71] проведено сравнение формул (1)
и (2) для различных значений параметров α и β.
Показано, что лучшую аппроксимацию дает фор-

мула (1) с параметром α = 1.8
(

log10(ε
−1)
)2/3

, где
ε — требуемая погрешность искомой суммы ря-
да вследствие усечения. Данное выражение так-
же предлагается использовать для больших значе-
ний ka в работе [56], а с подробным выводомможно
ознакомиться, например, в книге [72].

В работе [48] для задачи двух сфер была при-
менена эмпирическая формула

ntr = sup(8, [ka + 4(ka)1/3 + 1]),

полученная благодаря анализу проведенных в ра-
ботах [73,74] численных исследований. Численная
проверка данной формулы показала, что такой по-
рядок усечения обеспечивает семизначную точ-
ность вычислений для рассмотренной задачи рас-
сеяния на двух сферах.

В работе [75] в случае рассеяния от мно-
жества объектов использовалась следующая
эмпирическая формула:

ntr =

kap+

(
ln(2
√

2πkapε
−1)

2
√

2

) 2
3

(kap)
1
3 +1

 , (3)
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где ap — радиус p-го объекта. Вывод данной
формулы представлен, например, в рабо-
тах [76] (для одиночного рассеяния) и [77]
(для множественного рассеяния).

При исследовании рассеяния от множества
сфер в литературе (см., например, работы [17,78])
использовалась также формула

ntr =

{
[ekrpq], для малых krpq,

[ekrpq/2], для больших krpq,
(4)

где e — число Эйлера; rpq — расстояние между цен-
трами p-ой и q-ой сфер. В разложении помультипо-
лям используются сферические функции Ханкеля
большого порядка вида hn(krpq) (входят в матрицу
переразложения системы). Асимптотическое раз-
ложение данных функций при больших n и фик-
сированных krpq (см. справочник [79]) показывает,
что их рост начинается при n ≈ ekrpq/2, это мо-
жет привести к экспоненциальному росту части
членов в разложении и, следовательно, к перепол-
нению относительных ошибок. Поэтому данное
значение и легло в основу формулы (4). Численный
анализ, представленный в работах [64,78], показал,
что данная формула может быть использована как
оценка верхней границы для определения числа
усечения рядов ntr.

Как правило, численный анализ эмпирических
формул (3) и (4) сводится к определению искомой
функции в зависимости от числа членов ряда при
усечении только для нескольких расчетных точек.
В работе [17] подобный анализ был проведен для
обоснования формулы (4). А в работе [80] прове-
дено сравнение результатов, полученных при вы-
боре числа членов при усечении рядов по данным
формулам, на примере одной расчетной точки, на
основании чего делается вывод, что расчетная ве-
личина достигает устойчивого значения раньше
при использовании формулы (3), и эта формула
применяется в их дальнейших расчетах.

В работах [64, 78] для случая звукопроницае-
мых сфер проведено сравнение двух подходов к
усечению рядов в разложении. Численный анализ
показал, что для определения числа членовпри усе-
чении рядов, позволяющего вычислить искомую
функцию с заданной точностью, оптимальным яв-
ляется применение комбинированного подхода.
А именно, с помощью Подхода II по формулам (3) и
(4) определяется минимальное значение ntr. Затем,
начиная с этой минимальной величины, приме-
няется Подход I до достижения необходимой точ-
ности. Для предотвращения накопления ошибок,
связанных с экспоненциальным ростом сфериче-
ских функций Ханкеля большого порядка, необхо-
димо контролировать результат при превышении

значений ntr, полученных по формуле (4). В этом
случае решение определяется в момент его стаби-
лизации до начала экспоненциального роста, даже
если заданная точность не достигнута.

3. Определение основных характери-
стик явления рассеяния
Для описания явления рассеяния традицион-

но вводится характеристика σs, называемая пол-
ным сечением рассеяния, величина которой опре-
деляется как отношениемощности рассеянной вол-
ны Ps к интенсивности падающей волны I0 (см., на-
пример, [8, 9]), т.е. σs = Ps/I0. Физический смысл
величины σs — это площадь перпендикулярной по-
току площадки (круга), попадая в которую налета-
ющая частица испытывает рассеяние. В некоторых
задачах рассматриваются также такие характери-
стики, как позиционное сечение рассеяния σ(θ,ϕ)
(при рассмотрении интенсивности падающей вол-
ны в заданном направлении (θ,ϕ)) и сечение об-
ратного рассеяния σL (при рассмотрении интенсив-
ности рассеянной волны в направлении, противо-
положном падающей волне).

Впервые выражение полного сечения рассея-
ния для одиночного рассеивателя использовалось
в классической работе [13]. В работе [32] получена
формула для определения значения энергии рас-
сеянной волны на идеальной жесткой сфере, что
позволяет найти также и полное сечение рассеяния
данной сферы. Расчетыпоказали, что в области, где
диаметр сферы сравним с длиной волны, данная
величина рассеяния является сложной функцией
частоты, демонстрируя в некоторых случаях боль-
шие максимумы и минимумы.

Расчеты сечения рассеяния звука для воздуш-
ного пузырька в воде представлены в работе [81].
Показано, что помимо известного монопольного
резонанса, существует большое число резонансов
на более высоких частотах, которые меньше по ве-
личине, чем «гигантский» резонанс.

В работе [30] проведен численный анализ рас-
сеянного поля вне сферы, заполненной пузырька-
ми воздуха различных радиусов, имитирующей
промысловые косяки пузырных рыб ограниченных
размеров. Расчет сечения обратного рассеяния дан-
ной сферической (одиночной) области радиуса R в
зависимости от волнового радиуса kR показал на-
личие глобального максимума, который обуслов-
лен явлением резонанса системы вода–двухфазная
область, аналогичного явлению резонанса воздуш-
ных пузырьков в жидкости; при дальнейшем уве-
личении kR имело место осцилляционное убыва-
ние, которое связано с характером интерферен-
ции волн, отраженных непосредственно от грани-
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цы сферы и обогнувших ее, а также волн, прошед-
ших внутрь сферы и вновь вышедших во внешнюю
область; при kR → ∞ величина обратного рассе-
яния выходит на асимптоту, которая определяет-
ся также, как и в случае плоской границы раздела
вода–двухфазная среда [31]. В [30] также рассмот-
рена величина эффективного поперечного сечения
поглощения сферической волны, анализ которой
показал, что в случае реализациимаксимально воз-
можного поглощения данная величина, как и ве-
личина обратного рассеяния, обратно пропорцио-
нальна (kR)2 при 0 < kR . 1.

Выражение сечения рассеяния на движущейся
сфере малого радиуса a с постоянной скоростью,
много меньшей скорости звука, получено в рабо-
те [34] длямалых волновых радиусов (ka� 1) в при-
ближении жесткой сферы. Показано, что в случае,
когда звук распространяется по течению, интен-
сивность рассеянных полей уменьшается по срав-
нению с интенсивностью рассеянного поля на по-
коящейся сфере, а при распространении звука про-
тив течения — интенсивность увеличивается.

В работе [82] рассчитаны сечения рассеяния и
поглощения резонансным газовым пузырьком в
однородном жидком слое с учетом необратимых
потерь энергии, которые вызывают силы пропор-
циональные скорости. Численно исследована за-
висимость сечений рассеяния и поглощения от по-
терь энергии. Получено, что сечение поглощения
имеет максимум, который достигается при равен-
стве поглощенной и рассеянной мощности, а сече-
ние рассеяния монотонно убывает.

Вывод формул для полного сечения рассеяния
идеальной (звуконепроницаемой) и звукопрони-
цаемой одиночных сфер при падении плоской вол-
ны представлен в работе [8]. Для идеальной сферы
показано, что в случае малого волнового радиуса
(ka� 1) полное сечение рассеяния малой мягкой
сферы (когда рассеянное поле создается вследствие
некоторого распределения нормальной скорости
на ее поверхности) в четыре раза больше площади
сечения сферы:

σs = 4πa2,

тогда как сечение рассеяния малой жесткой сферы
(когда рассеянное поле создается вследствие неко-
торого распределения давления на ее поверхности)
во много раз меньше ее геометрического сечения
пропорционально частоте в четвертой степени:

σs =
7
9
πa2(ka)4,

что обусловливает усиление рассеяния в области
высоких частот. А при рассеянии коротких волн
(ka � 1) как для мягкой, так и для жесткой сфер,

полное сечение рассеяния равно удвоенной площа-
ди круга радиуса a:

σs = 2πa2,

при этом для мягкой сферы оно в два раза меньше,
чем на низких частотах. Для звукопроницаемой
малой сферы при ka� 1 для окружающей среды и
k1a� 1 для среды внутри сферы выражение полно-
го сечения рассеяния принимает следующий вид:

σs = 4πa2

[(
1− χ1/χ

3χ1/χ

)2
+

1
3

(
1− ρ1/ρ

1 + 2ρ1/ρ

)2
]
(ka)4,

где χ1 = ρ1c2
1 — упругость вещества сферы;

χ = ρc2 — упругость окружающей среды; ρ и ρ1 —
плотность среды вне и внутри сферы; c и c1 — ско-
рость звука вне и внутри сферы. Последняя фор-
мула показывает, что рассеяние звука обладает
следующими основными свойствами: если пре-
пятствие отличается от среды только сжимаемо-
стью, т.е. ρ1 = ρ, то рассеяние имеет монопольный
тип; если только плотностью, т.е. c1 = c, то — ди-
польный тип; сечение рассеяния пропорциональ-
но частоте в четвертой степени, что обуславлива-
ет увеличение рассеивающей способности препят-
ствия с ростом частоты, т.е. обладает свойством
рэлеевского рассеяния.

Формула для σs в случае звуконепроницаемой
сферы с произвольным акустическим импедансом
при падении сферической волны от монопольного
источника излучения получена в работе [39]. Пред-
ставлены численные расчеты зависимости данной
характеристики от основных параметров системы
(радиус и акустический импеданс сферы) для двух
видовпадающегополя (плоской волныимонополь-
ного источника излучения). В работе [40] данная
формула обобщена на случай звукопроницаемой
одиночной сферы. Проведенный численный ана-
лиз влияния на данную характеристику таких фи-
зических параметров внешней и внутренней сред,
как скорость звука c и плотность ρ при измене-
нии значения волнового радиуса ka показал, что
на рассеяние звуковой волны существенным обра-
зом влияет различие в скорости звука сред вне и
внутри сферы, в то время как различие в плотности
этих сред имеет несущественное значение.

Одной из первых работ, где исследовались ха-
рактеристики рассеяния от пары сфер, является
работа [19], в которой получено выражение сече-
ния рассеяния для двух акустически жестких (или
мягких) сфер одного и того же радиуса a при па-
дении плоской волны с помощью теорем сложе-
ния для сферических волновых функций [83]. По-
казано, что в случае далеко расположенных друг
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от друга сфер в рэлеевском приближении (при
малом значении волнового числа ka) коэффици-
ент рассеяния σs/(2πa2) ≈ 8 для акустически мяг-
ких сфер и σs/(2πa2) ≈ 2(ka)4/3 для акустически
жестких сфер.

Численные расчеты сечения обратного рассея-
ния и его аппроксимации на бесконечности при-
ведены в работе [15] при исследовании системы
двух сфер для различных краевых условий на по-
верхности сфер в зависимостиот расстояниямежду
сферами и геометрических углов.

В работе [20] представлены результаты расче-
тов поперечного сечения обратного рассеяния двух
жестких сфер при ka = 2, которые согласуются с
результатами работы [15]. Представлен также чис-
ленный анализ функции формы (form function),
определяемой как квадратный корень сечения об-
ратного рассеяния, для пары взаимодействующих
звуконепроницаемых сфер в широких частотных
диапазонах (от среднечастотной до резонансной
областей), а также в широком диапазоне расстоя-
ний между сферами (от очень близких, когда сфе-
ры соприкасались друг с другом, до достаточно
удаленных). В частности получено, что при увели-
чении расстояния между сферами одного радиуса
данная функция является удвоенной по сравнению
с аналогичной функцией, вычисленной в случае
одиночной сферы того же радиуса.

Результаты расчета интегрального сечения
рассеяния плоской акустической волны на двух
близко расположенных импедансных сферах пред-
ставлены в работе [47]. Частотный анализ асимп-
тотических случаев позволил выделить, при ка-
ких параметрах задачи необходим учет эффектов
многократного рассеяния.

Эксперименты по определению обратного рас-
сеяния звука от системы двух воздушных пузырь-
ков в воде представлены в работе [41]. Получено
хорошее согласование с результатами теоретиче-
ских расчетов данной работы. Подтверждено, что
многократное рассеяние вызывает колебательное
поведение около уровня точного когерентного рас-
сеяния с уменьшающейся амплитудой при увели-
чении расстояния между пузырьками. Для рассто-
яния d между пузырьками примерно равном поло-
вине длины волны λ (d ≈ λ/2) обратно рассеянное
излучение достигает максимума, в то время как
для d < λ/2 данное излучение существенно умень-
шается благодаря интерференции волн.

Численныерасчетыфункцииформывдальнем
поле для системы двух жестких сфер в зависимо-
сти от волнового радиуса ka представлены в рабо-
те [48] для различных расстояний между сферами.
Также проведено сравнение функций формы для

двух сфер из нержавеющей стали в воде, получен-
ных экспериментально и теоретически. Показано,
что отклонения, обусловленные явлением интер-
ференции, а также острые минимумы, соответству-
ющие упругим резонансам, которые наблюдались
в экспериментах, хорошо согласованы с теорией в
случае бокового падения волны.

Численные расчеты сечения обратного рассея-
ния для простых кластеров из двух и трех пузырь-
ков в различныхконфигурацияхидляразных углов
падения плоской волны проведены в работе [58].
Получено, что для симметричных конфигураций
взаимодействие между пузырьками приводит к по-
нижению резонансной частоты кластера; для асим-
метричных конфигураций рассеяние порождает
резкие резонансы на частотах, превышающих ре-
зонанс симметричной моды.

Аналитические выражения для сечений рассе-
яния (формфункции) системы, состоящей из двух
сфер, одна из которых имеет акустически малый
радиус, получены в работе [49]. С целью исследо-
вания влияния малой сферы на сечение рассеяния
большой сферы приводятся и анализируются ре-
зультаты расчетов по полученным формулам как
для проницаемых, так и для непроницаемых сфер.

Выражение сечения рассеяния для системы
из двух пузырьков было получено в работе [51]
в приближении, что расстояние между центрами
пузырьков меньше длины волны. Показано, что
независимо от расстояния между двумя одинако-
выми пузырьками поперечное сечение рассеяния
имеет максимальное значение на частоте симмет-
ричной моды, в то время как резонанс на частоте
антисимметричной моды не наблюдается. Однако
утверждается, что усиление рассеяния, наблюдае-
мое вблизи симметричной резонансной частоты,
связано с наличием антисимметричной моды.

Существующие работы по определению сече-
ний рассеяния от множества (более двух) сфер
ограничиваются рассмотрением предельных слу-
чаев. Так, в работе [22] представлена формула
для полного сечения рассеяния для множества
пузырьков в приближении∣∣∣∣4πn f 2

s
k

∣∣∣∣� 1,

где fs — сила рассеяния отдельного рассеивателя
(газового пузырька); n — объемная плотность рас-
сеивателей в занимаемой ими области, которая
является сферической радиуса R. Данное ограни-
чение позволяет пренебречь обратнымрассеянием
между отдельными рассеивателями. В результате
формула полного сечения рассеяния от системы пу-
зырьков сводится к формуле σs для одиночной зву-
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копроницаемой сферы радиуса R. Обоснованность
данного подхода продемонстрирована на приме-
ре идеализированного сферического косяка рыб,
имеющих плавательный пузырь.

4. Заключение
Представленный обзор научной литературы

призван ознакомить с основными теоретически-
ми методами решения задач акустического рассе-
яния волн от систем со сферическими рассеива-
телями и существующими экспериментальными
работами по данной тематике, а также с анализом
работ по теоретическому и численному определе-
нию основных характеристик явления рассеяния
в решаемых задачах.

Подход, при котором вычисляется среднее зна-
чение рассеянного поля, позволяет рассматривать
системы с большим числом случайно распределен-
ных рассеивателей. Однако, из-за осреднения зву-
кового поля при данном подходе нельзя опреде-
лить давление в конкретной точке пространства,
следовательно, такие эффекты, какповышениеили
понижение давления в некоторых зонах, не могут
быть обнаружены. Второй подход позволяет найти
решение в конкретной точке пространства, а зна-
чит и наглядно продемонстрировать полнуюкарти-
ну распределения давления вне и внутри системы
сфер, в том числе и для определения зон повыше-
ния и понижения давления. Однако, для большого
числа сфер решение сводится к большим системам
интегральных или алгебраических уравнений, что
приводит к значительным затратам вычислитель-
ных ресурсов и процессорного времени. В рамках
второго подхода предложен алгоритм построения
вычислительного эксперимента, основанный на
быстром методе мультиполей, адаптированный
к задачам акустического рассеяния от множества
сфер (см., например, [17] для звуконепроницаемых
и [65] для звукопроницаемых сфер). Данная чис-
ленная методика обеспечивает высокую точность
результатов вычислительных экспериментов при
минимальных затратах процессорного времени.

Анализ работ, в которых определяются основ-
ные характеристики явления рассеяния, такие как
полное или сечение обратного рассеяния, приме-
нительно к задачам рассеяния акустических волн
на сферах показал, что аналитические формулы
и численные исследования ограничены случаями
одиночной сферыили систем сдвумя сферами. Сле-
довательно, задача определения выражения для
данных характеристик в общем случае для систем,
состоящих из множества сфер в различных конфи-
гурациях, сохраняет свою актуальность.
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Scattering of sound waves on spheres:
methods and main characteristics

(review)
Nasibullaeva E.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

The investigation of the sound wave scattering phenomenon on small-sized inhomogeneities is important both for
studying the fundamental nature of this phenomenon and from a practical point of view, since many applications of
acoustic waves are based on scattering phenomenon, such as sonar, sounding of the atmosphere and ocean, non-
destructive testing devices, creation of a positioned 3D sound, etc. In many systems under consideration, obstacles
are spherical (or can be considered as such). Present review is devoted to the analysis of the main works on theoretical
methods for solving problems of acoustic wave scattering on spheres and determining the main characteristics of
this phenomenon, as well as on existing experimental works. Two theoretical approaches to solving the presented
problem can be distinguished. In the first approach, it is assumed that the distribution of scatterers is random, and
the average value of the scattered field is calculated. In the second approach, which is given the main attention in
this paper, the solution is reduced to large system of integral or linear algebraic equations using various methods,
such as the T-matrix method, addition theorems for spherical functions, Green’s functions, integral equations. The
first approach allows one to consider systems with a large number of randomly distributed particles, however, due to
the averaging of the sound field, it is impossible to determine the pressure at a specific point in space. The second
approach makes it possible to determine the zones of increasing and decreasing pressure, however, for a large number
of spheres, the solution requires significant computing resources and processor time. The analysis of scientific papers
that define the main characteristics of the scattering phenomenon, such as the total or back scattering cross-section,
has shown that analytical formulas and numerical studies are limited to the cases of a single sphere or systems with
two spheres. Thus the problem of determining the formulae for these characteristics in the general case remains
unsolved and is relevant.

Keywords: acoustic scattering, soundproof sphere, sound-permeable sphere, sound field, total scattering cross-section,
theoretical methods, experiment
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