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Основные задачи группового анализа
дифференциальных уравнений механики

Хабиров С.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Групповой анализ дифференциальных уравнений использует теорию Ли соответствия между непрерывными груп-
пами преобразований и алгебрами Ли операторов дифференцирования первого порядка. Дифференциальные
уравнения механики обязательно допускают обширную группу преобразований. Теория Ли изучает структуру
алгебры этой группы. Групповой анализ уравнений механики использует структуру допускаемой алгебры для
производства подмоделей и точных решений, для изучения краевых задач подмоделей и поведения механиче-
ской среды для точных решений. Формулируются основные задачи группового анализа и приведены простые
примеры их решения.
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1. Введение
Вывод уравнений механики основан на пред-

ставлении о пространстве, в котором происхо-
дит движение. Для нерелятивистских движений
пространство–время инвариантно относительно
переносов по времени, пространству и галилее-
вых переносов (движение с постоянной скоростью).
Предполагается также изотропность пространства,
т.е. инвариантность относительно вращений. Все
эти преобразования порождают 10-и параметриче-
скую группу. По теорииЛи этой группе соответству-
ет 10-мерная алгебра Ли, структура которой хоро-
шо изучена [1,2]. Законы движения сплошной сре-
ды инвариантны относительно этой группы. Зако-
ны, записанные в виде дифференциальных уравне-
ний, замыкаются уравнениями состояния. Для спе-
циальных уравнений состояния допускаемая урав-
нениями группа может расширяться. Различным
подалгебрам допускаемых групп соответствуют
подмодели — представление части решений диф-
ференциальных уравнений. Полным описанием
подмоделей занимается групповой анализ, основ-
ные задачи которого разработаны в [3]. Здесь они
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представлены в простейшем изложении на про-
стейших примерах для уравнений идеальной газо-
вой динамики и дано развитие основных идей за
прошедшее время, не претендующих на полноту.

2. Допускаемая группа и групповая
классификация

1. Первая задача группового анализа системы
дифференциальных уравнений S(~x,~u), ~x ∈
Rn, ~u ∈ Rm заключается в нахождении
группы непрерывных преобразований в про-
странстве Rn+m, не меняющих систему S. По
теории Ли однопараметрические подгруппы
разыскивают как операторы X = ~ξ∂~x +~η∂~u
из условий инвариантности [4].
Система S может содержать произвольный
элемент — функцию, зависящую от части
переменных ~x, ~u и ~u~x.

2. Вторая задача — найти преобразования экви-
валентности, сохраняющие вид системы S, но
изменяющие лишь произвольный элемент.

3. Задача групповой классификации — перечис-
лить произвольные элементы с точностью до
преобразований эквивалентности, для кото-
рых допускаемая группа расширяется.
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Приведем решение этих задач на примере
уравнений одномерной газовой динамики с плос-
кими волнами [5]:

закон сохранения массы

Vt + uVx = Vux,

закон сохранения импульса

ut + uux + Vpx = 0,

закон сохранения внутренней энергии

εt + uεx + pV∇ · ~u = 0.

Система замыкается уравнением состояния
ε = e(V, S), которое следует из термодинамиче-
ского тождества

TdS = de + pdV ⇒ T = eS, p = −eV .

Здесь u—скорость;V—удельныйобъем (ρ = V−1—
плотность); ε— удельная внутренняя энергия; p —
давление; S — энтропия; T — температура. Из тер-
модинамического тождества следуют уравнения
для всех термодинамических параметров:

St + uSx = 0,
pt + upx + VeVVux = 0,

Tt + uTx = VeSVux.

Достаточно взять два из пяти уравнений
для термодинамических параметров (мы возьмем
уравнения для V и S, px = −eVSSx − eVVVx).

Замена s̃ = h(s) с любой гладкой функцией h
является преобразованием эквивалентности. Если
eVV = 0, то линейное по V уравнение состояния
эквивалентно следующему

ε ∼
{

SV + e(S), eVS 6= 0;
EV + S, eVS = 0.

Уравнение импульсов принимает вид

ut + uux = VSx или 0.

Во втором случае система интегрируется

x = ut + h(u); S = S(u), V = g(u)(t + h′(u))

с тремя произвольными функциями.
В первом случае решим первую задачу группо-

вого анализа. Разыскиваем оператор, продолжен-
ный на производные

X = ξ
i∂xi + η

k∂uk + (Diη
k − uk

j Diξ
j)∂uk

i
,

u1 = u, u2 = V, u3 = S; x1 = t, x2 = x

из условий инвариантности. Здесь ξi, ηk —функции
xi, uk; Di = ∂xi + uk

i ∂uk .
Условие инвариантности уравнения

для энтропии

X(St + uSx) = 0,

где производные по переменной t исключены в си-
лу уравнений системы, расщепляемпо оставшимся
производным (приравниваем нулю коэффициен-
ты при степенях производных по x). В результате
получим уравнения на координаты оператора X:

ξ
x
V = uξt

V , η
S
V = 0, ξ

x
u = uξt

u, η
S
t + uηS

x = 0,

ηu = ξx
t + u(ξx

x − ξt
t)− u2ξt

x −VηS
u.

Условие инвариантности уравнения для удель-
ного объема

X(Vt + uVx −Vux) = 0

расщепляется по производным переменной x. Учи-
тывая предыдущие равенства, получим

ξ
t
V = ξ

x
V = 0, ξ

x
S = ξ

t
S = 0, η

V = VηV
V + V2

η
S
uu,

η
V
u − ηu

S + Vξt
x = 0, η

V
t + uηV

x = Vηu
x .

Условие инвариантности уравнения для им-
пульса приводит к соотношениям

ξ
t
u = ξ

x
u = 0, η

S
u = η

S
t = η

S
x = 0, ξ

t
x = 0,

η
V = V(E + ξ

x
x), η

S
S + E = ξ

x
x − 2ξt

t, η
u
t + uηu

x = 0.

Полученная переопределенная система
уравнений интегрируется

ξ
t = Bt + B0, ξ

x = x(2B + E + C) + At + A0,

η
u = A + u(B + E + C), η

V = V(2B + C + 2E),

η
S = CS + C0

с семью произвольными постоянными. Обнуляя
постоянные кроме одного, получим операторы ал-
гебры Ли L7. Базис удобно выбрать в виде:

∂x, t∂x + ∂u, t∂t + x∂x, ∂t,
x∂x + u∂u + 2V∂V , V∂V − S∂S, ∂S.

Далее считаем eVV 6= 0, eV 6= 0, eS 6= 0.

St + uSx = 0, pt + upx + VeVVux = 0,
Tt + uTx = Vesvux.

Оператор преобразований эквивалентности
разыскивается в виде продолженном на производ-
ные, входящие в уравнение [4]

Y = ξ
i∂xi + η

k∂uk + η
ε∂ε + (D̃iη

k − uk
j D̃iξ

j)∂uk
i
+ ζ

i∂exi +

+ζuk
∂euk + (DVζ

V − eVV DVη
V − eVSDVη

S)∂eVV+

+(DSζ
V − eVV DSη

V − eVSDSη
S)∂eVS ,
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где

ζ
i = Diη

ε − eV Diη
V − eSDiη

S,

ζ
uk

= Dukη
ε − eV Dukη

V − eSDukη
S,

D̃i = ∂xi + uk
i ∂uk + (eVVi + eSSi)∂ε, Di = ∂xi ,

Duk = ∂uk + euk ∂ε + εVuk ∂eV + εSuk ∂eS + ...

Координаты оператора ξi, ηk, ηε зависят от пе-
ременных xi, uk, ε. Для уравнения состояния вы-
полняются уравнения

et = ex = eu = 0,

которые вместе с уравнениями системы удовле-
творяют условиям инвариантности относительно
оператора Y [4]. Условия инвариантности получа-
ются действием оператора Y на каждое уравнение
системы в силу всех уравнений системы. Получа-
ется тождество в продолженном на производные
пространстве всех переменных. Расщепление по
независимым переменным дает уравнения для ко-
ординат оператора Y и новое уравнение на функ-
цию e. Это уравнение тоже должно быть инвари-
антным относительно оператора Y. В результате
получится классификация системы по уравнениям
состояния, для которых преобразования эквива-
лентности различны.

Действуем оператором Y на уравнение для эн-
тропии, исключаем производные по t в силу систе-
мы. Полученное тождество расщепляем по произ-
водным от переменной x:

uDVξ
t = DVξ

x, uξt
u − ξx

u = 0, DVη
S = 0, η

S
u = 0,

η
u = ξ

x
t + u(ξx

x − ξt
t)− u2

ξ
t
x,

η
S
t + uηS

x = 0 ⇒ η
S
t = η

S
x = 0.

Условия инвариантности для удельного объе-
ма приводят к равенствам

DVξ
t = 0, DVξ

x = 0, ⇒ DVη
u = 0;

DSξ
t = 0, DSξ

x = 0 ⇒ DSη
u = 0;

η
V
u = −Vξt

x, η
V
t + uηV

x = Vηu
x .

Условия инвариантности уравнения для
скорости дают

ξ
t
u = ξ

x
u = 0, η

V
u = Vξt

x ⇒ η
V
u = ξ

t
x = 0,

2eVS(ξ
x
x − ξt

t) = DSDVη
ε −V−1eV DSη

V ,

2eVV(ξ
x
x − ξt

t) = D2
Vη

ε − eV DV(V−1
η

V),

η
u
t + uηu

x = VeVVη
V
x .

Условие инвариантности уравнений для функ-
ции e имеют вид: ηεu = 0, ηεt = eVη

V
t , η

ε
x = eVη

V
x .

Изучение совместности полученной
переопределенной системы определяет
координаты оператора Y:

ξ
t = Nt2 + Bt + B0, ξ

x = Ntx + N0x + At + A0,
η

u = u(−Nt + N0 − B) + Nx + A,

η
S = η(V, S, ε), DVη = 0;

η
V = V(Nt + N0) + σ(V, S, ε), VDVσ = σ,

η
ε = VeV Nt + µ(V, S, ε),

где каждая из величин N, B, B0, N0, A, A0 удовле-
творяет равенствам DV N = 0, DSN = 0. Остаются
два равенства

2eVS(−Nt+N0−B)=DSDV(VeV Nt+µ)−V−1eV DSσ,

2eVV(−Nt + N0 − B) = D2
V(VeV Nt + µ).

Совместность этих равенств дает DS = 0.
Расщепляем по t:

NDSDV(VeV + 2e) = 0, ND2
V(VeV + 2e) = 0,

DSDV(µ−2e(N0−B)t)=0, D2
V(µ−2e(N0−B))=0.

Вместо функций h(t, x, u, ε) рассмотрим функ-
ции h̃(t, x, V, S) = h(t, x, u, e(V, S)). Тогда равенства
DVh = 0, DSh = 0 равносильны следующим h̃V = 0,
h̃S = 0 и величины N, B, B0, N0, A, A0 можно
считать постоянными, ηS = η(S), ηV = V(Nt+
+N0) + EV, ηε = VeV Nt + µ(V, S), N(VeV + 2e) = 0,
µ = 2e(N0 − B) + KV + κ(S).

Уравнение для функции e(V, S) записано с точ-
ностью до преобразования ẽ = e + K1V + κ1(S), ко-
торое не меняет систему уравнений. Если VeV +
2e 6= 0, то N = 0 и произвольным постоянным B,
B0, N0, A, A0, K и произвольным функциям κ(S),
η(S) отвечают операторы

∂t, ∂x, t∂x + ∂u, t∂t + x∂x;
x∂x + u∂u −V∂V + 2ε∂ε; V∂ε, η(S)∂S, κ(S)∂ε, V∂V .

Первые четыре оператора допускаются
системой с произвольной функцией e(V, S).
Они образуют алгебру L4 — ядро допуска-
емых групп. Остальные операторы задают
преобразование эквивалентности

Пa : ε̃ = ε+ aV, Пb : x̃ = bx, ũ = bu, Ṽ = b−1V,

ẽ(Ṽ, S) = b2e(V, S); Пn(S) : S̃ = n(S),
ẽ(V, S̃) = e(V, S); Пm(S) : ẽ = e + m(S).

Здесь a, b > 0 — постоянные; n(S), m(S) — произ-
вольные функции. Допускается также дискретное
преобразование Пb с b = −1.
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Если VeV + 2e = 0, то с точностью до преоб-
разования Пn(S) уравнение состояния принима-
ет вид e = V−2S. К ядру добавляются операторы:
V∂V + 2S∂S, t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u + tV∂V − 2tε∂ε,
x∂x + u∂u −V∂V + 2ε∂ε с преобразованиями Пb,

Пl: Ṽ = lV, S̃ = l2S и Пc: t̃ =
t

1− ct
, x̃=

x
1− ct

,

ũ=u + c(x− tu), Ṽ=
V

1− ct
, ε̃=ε(1− ct)2, которые

допускаются системой и уравнением состояния.
Перейдем к задаче групповой классификации

системы:

St + uS = 0, Vt + uVx = Vux,
ut + uux = V(eVVVx + eVSSx)

с некоторой функцией e(V, S). Разыскивается опе-
ратор X, удовлетворяющий условиям инвариант-
ности системы. Условия инвариантности уравне-
ния для энтропии S приводят к соотношениям

ξ
x
u = uξt

u, ξ
x
V = uξt

V , η
S
V = 0, η

S
u = 0, η

S
t = 0,

η
S
x = 0, η

u = ξ
x
t + u(ξx

x − ξt
t)− u2

ξ
t
x.

Условия инвариантности для удельного объе-
ма V уточняют координаты оператора X

ξ
t
V = ξ

x
V = 0 = η

u
V , ξ

t
u = ξ

x
u = 0, ξ

t
S = ξ

x
S = 0 = η

u
S;

VηV
V = η

V , η
V
u + Vξt

x = 0, η
V
t + uηV

x = Vηu
x .

Условия инвариантности для скорости дают

η
V
u = Vξt

x ⇒ η
V
u = ξ

t
x = 0; η

u
t + uηu

x = VeVVη
V
x ,

2VeVV(ξ
x
x − ξt

t) = (VeVVη
V)V + VeVVSη

S,

2VeVS(ξ
x
x − ξt

t)=VeVVη
V
S + (VeVS)Vη

V + (VeVSη
S)S.

Исследование условий совместности получен-
ной переопределенной системы определяют пред-
ставление для координат оператора X:

ξ
t = Nt2 + Bt + B0, ξ

x = Ntx + N0x + At + A0,
η

u = u(N0 − B− Nt) + Nx + A,

]ηV = V(Nt + N0 + λ(S)), η
S = η(S).

Остаются два равенства

2aVV(−Nt + N0 − B) =
= (2eVV + VeVVV)(Nt + N0 + λ(S)) + eVVSη(S),

2eVS(−Nt + N0 − B) = eVSη
′ + VeVVλ

′+

+(VeVS)V(Nt + N0 + λ) + eVDDη.

Расщепляем эти равенства по переменной t:

N(3eV + VeVV)V = N(3eV + VeVV)S = 0 ⇒
N(VeV + 2e− KV − κ(S)) = 0.

Преобразования эквивалентности обну-
ляют постоянную K и функцию κ(S). Случай
VeV + 2e = 0 уже рассмотрен. Далее считаем
VeV + e 6= 0 ⇒ N = 0. Первое равенство инте-
грируется дважды по V:

VeV(N0 + λ) + 2e(B− N0) + ηeS = ν1(S)V + ν(S).

Подстановка во второе равенство дает

ν
′ = eVλ

′ ⇒ λ
′ = ν

′
1 = 0 ⇒ λ = E, ν1 = K.

Координаты оператора X уточняются

ξ
t = Bt + B0, ξx = N0x + At + A0,

η
u =u(N0−B)+A, ηV =V(N0+E), ηS =ν(S);

VeV(N0+E)+2e(B−N0)+η(S)eS =KV+ν(S).

(1)

Если функция e(V, S) общего вида, то расщеп-
ление уравнения для e дает

N0 = B, E = −B, η = 0, K = 0, ν = 0.

Оставшимся постоянным B0, A0, A, B соответ-
ствуют операторы ядра L4: ∂t, ∂x, t∂x + ∂u, t∂t + x∂x.

Пусть функция e удовлетворяет уравнению
типа (1)

Ñ0VeV + η̃(S)eS = B̃e + K̃V + ν̃(S).

Преобразование эквивалентностиПa, Пb, Пn(S),
Пm(S) изменяют коэффициенты уравнения

Ñ0VeV + η̃(n(S))n′(S)−1eS = B̃e+

+Vb−3(K̃ + a(B̃− Ñ0)) + b−2
ν̃(n(S))+

+B̃m(S)− η̃n′−1m′.

Если η̃ 6= 0, то выбором n(S)(n′ = η̃) и m(S) уравне-
ние приводится к виду

eS + Ñ0VeV = B̃e + Vb−3(K̃ + a(B̃− Ñ0)).

Если Ñ0 6= B̃, то выбором a получим

eS + kVeV = ne, k 6= n ⇒ e == enSg(I), I = Ve−kS.

Если Ñ0 = B̃ 6= 0, то выбором b получим

eS + kVeV = ke + δV, δ = 0 или 1, k 6= 0 ⇒
e = δk−1V ln V + Vg(I).

Если Ñ0 = B̃ = 0, то

eS = V ⇒ e = VS + g(V).

Пусть η̃ = 0 ⇒ Ñ0 6= 0 (иначе eVV = 0).
Уравнение примет вид

VeV = B̃e+Vb−3 ((B̃− 1)a + K̃
)
+ b−2

ν(n(S))+ B̃m(S).
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Если B̃ 6= 0 или 1, то выбором m и a получим

VeV = ke ⇒ e = SVk (k 6= 1).

Если B̃ = 0, то выбором a, n(S) и m(S) получим

VeV = S, ⇒ e = S ln V.

Если B̃ = 1, то выбором m, n и b получим

VeV = e + V ⇒ e = V(ln V + S).

Получили 6 случаев выбора функции e(V, S),
когда допускаемая алгебра может быть шире,
чем ядро L4.

1) e = enSg(I), I = Ve−kS, n 6= k. Подстанов-
ка в (1) дает равенство, в котором надо разделить
переменные I и S:

Ig′(N0 + E− kη(S)) + g(2B− 2N0 + nη) =

= KIe(k−n)S + ν(S)e−nS (2)

Если g — произвольно, то обнуляя коэффици-
енты, получим

K = 0, ν = 0, η = C0 = const, N0 = B +
1
2

nC0,

E = C0(k−
1
2

n)− B.

Постоянным B и C0 отвечают операторы

t∂t + x∂x из ядра, n(x∂x + u∂u) + 2kV∂V + 2∂S.

Последний оператор добавляется к ядру.
Дифференцируем уравнение (2) по S и I:(
−kIg′′ + (n− k)g′

)
η
′ = K(k− n)e(k−n)S.

Здесь переменные разделились. Отсюда следует
при η′ 6= 0

−kIg′ + ng = MI + M0, Mη = Ke(k−n)S + M1,

M0η = νe−nS + M2.

Подстановка этих выражений в (1) дает
(в случае M 6= 0):

g
(n

k
(N0 + E) + 2B− 2N0

)
−

−1
k
(MI + M0) + IM1 = −M2.

Коэффициент при g, I надо обнулить (иначе
eVV = 0). Тогда получим соотношения

η = Ce(k−n)S + C0, K = MC, E = kC0 − N0,

B = N0 −
1
2

nC0.

ПроизвольнымпостояннымC0,C,N0 отвечают
операторы

t∂t + x∂x, n(x∂x + u∂u) + 2kV∂V + 2∂S, e(k−n)∂S.

Ядро расширяется на два базисных оператора.
ПриM = 0имеем B = (1− n

2k
)N0−

n
2k

E, η(S)—
любое. Дополнительные к ядру операторыт таковы

n(x∂x + u∂u) + 2kV∂V , η(S)∂S.

В случае η′ = 0 ⇒ η = C0, K = 0, ν = M0emS.
Соотношение (2) определяет уравнение для

функции g:

Ig′ = mg+m0 ⇒ g = GIm +m0

{
−m−1, m 6= 0;
ln |I|, m = 0.

Подстановка в (2) дает

g (m(N0 + E− kC0) + 2B− 2N0 + nC0) =

= M0 −m0(N0 + E− kC0).

Так как g 6= const (иначе ev = 0), то определяем M0

и B = N0(1−
1
2

m)− 1
2
+

1
2
(mk− n)C0. Свободным

постояннымN0, E,C0 отвечают операторы t∂t + x∂x
(из ядра) и два дополнительных оператора

m(x∂x + u∂u) + 2V∂V , (n−mk)(x∂x + u∂u) + 2∂S.

2) e = δk−1V ln V + Vg(I), I = Ve−kS, k 6= 0,
δ = 0 или 1. Уравнение (1) принимает вид:

Ig′ (N0 + E− kη(S)) + g(E + 2B− N0) =

= K + νI−1e−kS − δk−1(N0 + E)−
−δk−1(E + 2B− N0)(k + ln |I|).

(3)

Если g — произвольная функция, то расщепле-
ние по I дает

N0 = B +
1
2

kC0, η = C0, E = −B +
1
2

kC0,

ν = 0, K = δk−1(N0 + E).

Свободным параметрам B и C0 отвечают рас-
тяжения из ядра и дополнительный оператор

k(x∂x + u∂u) + 2kV∂V + 2∂S.

Дифференцирование по S уравнение (3) разде-
ляет переменные при η′ 6= 0

−kI2g′η′ = (νe−kS)′ ⇒
m0kη+ M0 = νe−kS, g = m0 I−1, δ = 1(иначе eV = 0).
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Подстановка в (3) и расщепление по I дает

N0 = E + 2B, K = δk−1(N0 + E),
M0 = 2m0(B + E− N0), η(S)− произвольное.

Свободные параметры задают дополнитель-
ные к ядру операторы

x∂x + u∂u + 2V∂V , η(S)∂S.

При η′ = 0 ⇒ η = C0, ν = MekS и уравне-
ние (3) принимает вид:

Ig′ = mg + m0 + m1 I−1 + m2 ln |I| ⇒

g = −m0

m
− m2

m2 +
m1

1−m
I − m2

m
ln |I|+ G0 Im

при m 6= 0, 1;

g = −m1 + I
(

m0 ln |I|+ 1
2

m2(ln I)2
)
+ G0 I

при m = 1;

g = m0 ln |I| −m1 I−1 +
1
2

m2(ln |I|)2 + G0

при m = 0.

Подстановка в (3) и расщепление опре-
деляет постоянные K и M. При m 6= 0, 1
остается соотношение(

m2

m
− δ

k

)
(E + 2B− N0) = 0.

Если km2 6= δm, то дополнительные операторы к
ядру —

x∂x + u∂u + 2V∂V , ∂S.

Если m2k = mδ, то свободные параметры опреде-
ляют дополнительные к ядру операторы

x∂x + u∂u V∂V , ∂S.

Приm = 1 расщепление приводит к соотношениям

B + E =
1
2

kC0, (km2 − δ)(N0 − E− 2B) = 0.

Если km2 6= δ, то допускаемые операторы будут
такие же, как для произвольной функции g(I). В
случае km2 = δ к ядру добавляются операторы

x∂x + u∂u + V∂V , kV∂V + 2∂S.

При m = 0 расщепление дает

m2(2B + E− N0) = 0,

(m0 + δk−1)(2B + E− N0) + m2(N0 + E− kC0)=0.

Еслиm2 6= 0 илиm2 = 0, km0 + δ 6= 0, то инвариант-
ность будет как при g произвольном. Если m2 = 0,

km0 + δ = 0, то свободные параметры задают до-
полнительные к ядру операторы:

x∂x + u∂u, V∂V , ∂S.

3) e = VS + g(V), δ = 1 (иначе eS = 0). Уравне-
ние (1) принимает вид

Vg′(N0 + E) + 2g(B− N0) =

= KV + ν(S)−Vη(S)−VS(E + 2B− N0).

Дифференцирование по S и расщепление поV дает

ν = M, η = S(N0 − E− 2B) + C0.

Уравнение (1) уточняется

Vg′(N0 + E) + 2g(B− N0) = KV + M− C0V (4)

и имеет вид

Vg′ = mg + m1V + m0

с общимрешением с точностьюдопреобразований
эквивалентности

а) g = GVm, m 6= 0, 1,
б) g = m1V ln V, m = 1; в) g = m0 ln V, m = 0.
Если функция g общего вида, то N0 = B,

E = −B, η = 0 и допускаемые операторы только
из ядра.

В случае а) из (4) получим E = −2m−1B+
+N0(2m−1 − 1), η = 2(1 − m−1)(N0 − B)S. К ядру
добавляется оператор

m(x∂x + u∂u) + 2V∂V + 2(m− 1)S∂S.

В случае б) из (4) следует N0 = B,
η = C0 − (E + B)S и к ядру добавляются два
оператора

V∂V − S∂S, ∂S.

В случае в) из (4) следует N0 = E + 2B, η = C0
и к ядру добавляются операторы

x∂x + u∂u + 2V∂V , ∂S.

4) e = SVk, k 6= 1. Уравнение (1) расщепляем
по V: K = 0, ν = 0, η = −S(2B + (k− 2)N0 + kE). К
ядру добавляются операторы

x∂x + u∂u + 2S∂S, V∂V − kS∂S.

5) e = S ln V. Уравнение (1) расщепляем по V:
K = 0, ν = S(N0 + E), η(S) = 2S(N0 − B). К ядру
добавляются операторы

x∂x + u∂u + 2S∂S, V∂V .
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6) e = V(ln V + S). Расщепление уравнения (1)
по V дает N0 = 2B + E, η = K − 2B − 2E. К ядру
добавляются операторы

x∂x + u∂u + 2V∂V − 2S∂S, ∂S.

Итак, решена задача групповой классифика-
ции одномерной газовой динамики. Результат
уточняет групповую классификацию для простран-
ственной газовой динамики из работы [1].

К задачам этого пункта относится классифика-
ция бесконечных групп преобразований, заданных
дифференциальными уравнениями [6,7].

3. Структура допускаемых групп
4. Построение оптимальной системы: перечис-
лить все подгруппы с точностью до внутрен-
них автоморфизмов.

5. Построение графа вложенных подгрупп с точ-
ностью до внутренних автоморфизмов.

Выбирается удобный базис алгебры Ли допус-
каемой группы, чтобы представить алгебру в виде
полупрямой суммы идеала J и подалгебры N. Сна-
чала перечисляются подалгебры в N с точностью
до внутренних автоморфизмов. Для каждой подал-
гебры вычисляется стационарная подгруппа авто-
морфизмов, действующая в идеале J. Неподобные
подалгебры в J записываются в удобном базисе.

Рассмотрим пример ядра допускаемых алгебр
для одномерной газовой динамики. Алгебра Ли L4
с базисом из операторов

X1 = ∂x, X2 = ∂t, X3 = t∂x + ∂u, X4 = t∂t + x∂x

имеет таблицу из трех ненулевых коммутаторов
[Xi, Xj] = XiXj − XjXi: [X1, X4] = X1, [X2, X3] = X1,
[X2, X4] = X2.

Автоморфизмы вычисляются по правилу

dX′

dai
= [X′, Xi], X′|ai=0 = X = xjXj, i = 1, 2, 3, 4.

Простые вычисления дают автоморфизмы:

A1 : x1′ = x1 − x4a1;

A2 : x1′ = x1 − x3a2, x2′ = x2 − x4a2;

A3 : x1′ = x2a3 + x1.

A4 : x1′ = bx1, x2′ = bx2, b = ea4 .

При b = −1 имеем дискретный автоморфизм, не
изменяющий таблицу коммутаторов.

Алгебра L4 раскладывается в полупрямую сум-
му абелева идеала {X1, X2} и абелевой подалгебры

{X3, X4}. Подобные подалгебры связаны автомор-
физмами. Неподобные подалгебры абелевой по-
далгебры таковы 0, X3 + αX4, X4, {X3, X4} .

К каждой подалгебре добавляем подалгеб-
ры общего вида из абелева идеала. С помо-
щью автоморфизмов приводим комбинацию
к простейшему виду.

К нулевой подалгебре для одномерных подал-
гебр добавляем x1X1 + x2X2. Если x2 6= 0, то авто-
морфизм A3 делает x1 = 0. Неподобные подалгеб-
ры таковы X2, X1, {X1, X2}.

К подалгебре X3 + αX4 для одномер-
ных подалгебр добавляем x1X1 + x2X2 и с
помощью A1 и A2 делаем x1 = x2 = 0. Для
двумерных подалгебр добавки имеют вид{

X3 + αX4 + x1X1 + x2X2, y1X1 + y2X2
}
. Если

y1 6= 0, то автоморфизмы A2, A3 и замена базиса
дают {X3 + αX4, X2}. Коммутатор этих операторов
должен быть их линейной комбинацией. Это
условие подалгебры не выполняется. Значит
y2 = 0 и подалгебра подобна {X3 + αX4, X1} при
α 6= 0 или {X3 + δX2, X1} при α = 0, δ = 0 или 1.
Трехмерные подалгебры подобны следующим
{X3 + αX4, X1, X2} при α 6= 0, {X1, X2, X3}.

Добавки линейных комбинаций к подалгебре
X4 приводят к неподобным подалгебрам

X4, {X2, X4} , {X1, X4} , {X1, X2, X4} .
Подалгебра {X3, X4} порождает одну трехмер-

ную подалгебру {X1, X3 + δX2, X4}. Построенную
оптимальную систему можно представить в виде
графа вложенных подалгебр. Удобно представить
граф в виде табл. 1 [2], в которой оператор Xj заме-
нен на j, подалгебра имеет номер (r, i), r — размер-
ность, i — порядковый номер в данной размерно-

Таблица 1

r i Базис Xj → j Подалгебры
3 1 1, 2, 3 L4

2 1, 2, 3+α4, (α 6= 0) L4
3 1, 2, 4 L4
4 1, 3+δ2, 4 (δ=0,1) L4

2 1 1, 2 3.1, 2,3
2 1, 3+α4 (α 6= 0) 3.2, 4 (δ = 0)
3 1, 4 3.3, 4
4 1, 3+δ2 (δ=0,1) 3.1, 4
5 2, 4 3.3

1 1 1 2.1, 2, 3, 4
2 2 2.1, 5
3 3+αX4 2.2 (α 6= 0), 4

(α = 0, δ = 0)
4 δ2+3 2.4
5 4 2.3, 5
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сти. В последнем столбце указаны номера подал-
гебр, в которые вкладывается подалгебра рассмат-
риваемой строки.

4. Расслоение и подмодели
Структура допускаемой группы позволяет на-

ходить классы точных решений рассматриваемой
системы дифференциальных уравнений. Для этого
надо найти инварианты подгрупп.

6. Построение базиса дифференциальных инва-
риантов и операторов инвариантного диф-
ференцирования для каждой подгруппы из
оптимальной системы.

Операторы подалгебры Xi продолжаются на
производные любого порядка X(k)

i . В каждом по-

рядке можно вычислить инварианты I(k)j : X(k)
i = 0.

Существуют операторы инвариантного дифферен-
цирования, которые производят инварианты выс-
шего порядка из инвариантов низшего порядка.
Дифференциальные инварианты образуют базис,
если из них получаются все инварианты с помо-
щью операторов инвариантного дифференциро-
вания [4]. Например, рассмотрим подалгебру 3.1
из §2. Продолженный на производные первого по-
рядка базис имеет вид:

X1 = ∂x, X2 = ∂t,
X3 = t∂x + ∂u − ux∂ut −Vx∂Vt − Sx∂St .

Уравнения для инвариантов Xi I = 0
имеют полный набор функционально
независимых решений

V, S, Vx, Sx, ux, ut + uux, Vt + uVx, St + uSx.

Отсюда определяем операторы инвариантного
дифференцирования Dx, Z = Dt + uDx. Базис со-
стоит из инвариантов

V, S, ux = U1, ut + uux = U0.

Система уравнений одномерной газовой ди-
намики записывается через дифференциальные
инварианты

U0 = VeVV DxV +VeVSDxS, ZV = VU1, YS = 0. (5)

7. Расслоение системы на классы подоб-
ных решений относительно допускае-
мой подгруппы (автоморфная система) и
уравнений для представителей классов
(разрешающая система) [8,9].

Например, для подалгебры 3.1 назначим диф-
ференциальные инварианты базиса функциями
инвариантов нулевого порядка

ux = U1(V, S), ut + uux = U0(V, S). (6)

Исследуем совместность в силу уравнений (5):

U0VVx + U0SSx = U1(VU1)V ,

eVVVx + eVSSx = V−1U0 ⇒
Vx = N(V, S), Sx = M(V, S),
Vt = VU1 − uN, St = −uM.

Условия дальнейшей совместности определя-
ют разрешающую систему для функций U0, U1.

VMV + M = 0,
VNV + N = U1 + (ln U1)V + VM(ln U1)S.

Автоморфная система состоит из уравне-
ний (5) и (6).

8. Построение подмоделей и точных решений
для подгрупп из оптимальной системы, кото-
рые вложены друг в друга согласно графа вло-
женных подалгебр. Подмодели подразделяют-
ся на три типа.

Первый тип — инвариантные подмодели на
подалгебрах малой размерности, когда из инвари-
антов нулевого порядка (точечные инварианты)
определяются все функции. Например, для подал-
гебры 1.5 оператор X4 = t∂t + x∂x имеет инвариан-
ты I =

x
t
, u, V, S. Последние 3 инварианта назнача-

ются новыми функциями переменной I: u = u(I),
V = V(I), S = S(I). Это представление решения
поставимв систему одномерной газовой динамики

S′(u− I) = 0, V′(u− I) = Vu′,
u′(u− I) = V(eVVV′ + eVSS′).

Если u = I, то V = 0, S — произвольная функция.
Решение не имеет физического смысла.

При u 6= I решение либо постоянно, либо

u = I ±V
√

eVV , eVVVVV′ = ∓2
√

eVV , S = S0

выражается квадратурами с любым уравнением
состояния.

Второй тип — частично инвариантные реше-
ния. Они бывают регулярными и нерегулярны-
ми [10], когда из точечных инвариантов не опреде-
ляются всефункции.Представлениерешения—это
назначение одних инвариантовфункциями других.
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Если другие инварианты не содержат значений ис-
комой функции, то это — регулярные частично ин-
вариантные решения.

Рассмотрим пример подалгебры 2.4. Базисные
операторы X1 = ∂x, X3 + δX2 = δ∂t + t∂x + ∂u
имеют точечные инварианты V, S, u − t (δ = 1)
или t (δ = 0).

При δ = 0 представление решения V(t), S(t),
u = u(t, x) задает регулярное частично инвариант-
ное решение ранга 1 дефекта 1. Подстановка в си-
стему уравнений определяет решение

S = S0, V = V0t, u =
x
t

с точностью до преобразований допускаемой груп-
пы. Это решение определяет движение газа из то-
чечного источника по прямым мировым линиям в
вакуум на бесконечности.

При δ = 1 представление

S(α), V(α), u = t + U(α), α(t, x), αx 6= 0

задает нерегулярное частично инвариантное ре-
шение ранга 1 дефекта 1. Подстановка в систему
определяет решение

S = S0, α = x− 1
2

t2, V′ + VU′2 = VV′eVV

с одной произвольной функцией V(α).
Третий тип — дифференциально инвариант-

ные подмодели, когда некоторые дифференци-
альные инварианты базиса назначаются новыми
функциями других [11].

Например, для подалгебры 3.1 все инварианты
базиса назначим функциями от α(t, x) 6= const:

V(α), S(α), ux = U1(α), ut + uux = U0(α).

Вместо α можно взять любую функцию от α.
Подстановка в систему дает Z = Dt + UDx, S′Zα =
0, V′Zα = VU1, U0 = V(eVVV′ + eVSS′)αx. Совмест-
ность уравнений ut = U0 − uU1, ux = U1 дает урав-
нение для α

U′1Zα = U′0αx −U2
1 .

ЕслиZα = 0, тоU1 = 0,U′0 = 0 ⇒ u = U0t+C,
αx = κ(α) = U0V−1(eVVV′ + eVSS′)−1,
αt = −(U0t + C)κ(α) ⇒ α = x− 2−1U0t2 − Ct с
точностью до функционального произвола.
Подмодель содержит одно уравнение

eVVV′ + eVSS′ = U0V−1,

функция S(α) произвольна.

Если Zα 6= 0, то S = S0,V′ 6= 0. ПриV′ = 0 име-
ем U′0 = 0, U1 = 0 первый случай. Можно считать
α = V, Vt + uVx = VU1, U0 = VVxeVV .

Совместность для V дает интегрируемые
уравнения

U0 = C0U1VeVV , U1 = C1V−1(C2
0eVV − 1).

Теперь можно интегрировать совместную пе-
реопределенную систему для функций u и V:

C0u = V + C1t,

C2
0(VeV − e)− 1

2
V2 = C1(C0x +

1
2

C1t2) + C2.

С помощью графа вложенных подалгебр мож-
нонаходить точныерешения уподмоделей, не име-
ющих симметрий. Для этого надо согласовать инва-
рианты вложенных подалгебр, чтобы инварианты
надалгебры содержались в базисе инвариантов по-
далгебры. Тогда решения подмодели надалгебры
будут решениями подмодели подалгебры для од-
ного и того же дефекта. Дефект подмодели подал-
гебры может уменьшится, а ранг увеличиться [2].

5. Другие задачи группового анализа
Сформулируем другие задачи группового ана-

лиза. Методы решения некоторых задач хоро-
шо развиты, но для некоторых возможно нет
алгоритмических подходов.

9. Законы сохранения для модели, подмо-
делей и интегралы. Определение новых
обобщенных решений (сильные и слабые
разрывы, предельные линии, коллапсы,
центрированные волны).

Есть несколько методов нахождения законов
сохранения: инвариантность лагранжиана (теоре-
ма Нетер–Ибрагимова) [12], прямой метод и с по-
мощью операторов размножения [13–15].

10. Групповой анализ подмоделей, преобразова-
ние Беклунда подмоделей, неточечные преоб-
разования Ли–Беклунда [16,17].

Пример группового анализа подмодели одно-
мерной газовой динамики приведен выше. Это ин-
вариантная подмодель на двумерной алгебре пе-
реносов для трехмерной модели. Для некоторых
подмоделей найдены интегралы и надо произво-
дить групповую классификацию по произвольным
элементам интегралов [18].

11. Физическая интерпретация точных групповых
решений, сопряжение через слабые и сильные
разрывы. Критерии инвариантности и частич-
ной инвариантности краевых задач [19–22].
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12. Приближенные симметрии для модели и под-
моделей, введениемалого параметра и обосно-
вание асимптотик (асимптотическое или стро-
гое стремление к точному решению).

Примером может служить линеаризация на
точном решении [5]. Малый параметр обычно вво-
дится из физических соображений, но можно его
ввести с помощью симметрии краевых условий,
отличных от симметрий уравнений. Тогда прибли-
жения по групповому параметру будут инвариант-
ны относительно выбранной симметрии. Если ма-
лый параметр введен, то вычисляют приближен-
ные симметрии [23]. Можно вычислить прибли-
женные симметрии по-другому. Условие инвари-
антности одного из уравнений системы записы-
вать с точностью до малой величины. Значит век-
тор из координат оператора приближенно касается
многообразия системы.

13. Построение инвариантных уравнений и инва-
риантных отображений (конкомитантов). На-
пример, для псевлогрупп можно определить
инвариантные уравнения [24]. Конкомитанты
определяют интегралы системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений по извест-
ной допускаемой группе симметрий.
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The main tasks of group analysis of differential
equations of mechanics
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Group analysis of differential equations uses the Lie theory of correspondence between continuous transformation
groups and Lie algebras of first-order differentiation operators. Differential equations of mechanics necessarily admit
an extensive group of transformations. Lie theory studies the structure of the algebra of this group. The group
analysis of the equations of mechanics uses the structure of the admissible algebra to produce submodels and exact
solutions, to study the boundary value problems of submodels and the behavior of the mechanical medium for exact
solutions. The main tasks of group analysis are formulated and simple examples of their solutions are given.
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