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Задачи группового анализа. Законы сохранения
Хабиров С.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Дифференциальные уравнения механики получены из законов сохранения массы, импульса и энергии. Другие
законы сохранения можно получить с помощью симметрий этих уравнений. Любой закон сохранения может
быть получен из одного с помощью канонических операторов, частными случаями которых являются операторы
симметрий. Вычисление канонических операторов закона сохранения равносильно прямому методу отыскания
дивергентного вида уравнений справедливых в силу уравнений механики. На примере одномерных уравнений
газовой динамики получены все законы сохранения нулевого порядка прямым методом. Для специальных
уравнений состояния получено бесконечное множество законов сохранения, многие из которых являются новыми.
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1. Введение
Уравнения механики сплошной среды допус-

кают достаточно широкую группу преобразований.
Множество решений изучают с помощью допуска-
емой группы. В работе [1] поставлены основные
задачи группового анализа, для которых извест-
ны алгоритмы решений. На примере уравнений
одномерной газовой динамики решен ряд основ-
ных задач в качестве описания работы алгоритмов.
Сформулированы другие задачи группового ана-
лиза. В настоящей работе рассмотрены алгорит-
мы получения законов сохранения [2] и на при-
мере уравнений одномерной газовой динамики
получены все законы сохранения. Законы сохране-
ния используют в прикладных задачах, например,
для нахождения выражений из физических вели-
чин, не изменяющихся со временем, для определе-
ния обобщенных решений с сильными разрывами,
для организации консервативных разностных схем
при численном решении краевых задач.

Пусть S система дифференциальных уравне-
ний для функций u⃗ = (u1, ..., um) от независи-
мых переменных y⃗ = (t, x1, ..., xn). Продолженная
система S̃ задается уравнениями S вместе с ее
дифференциальными следствиями.
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Законом сохранения системы S называют со-
отношение

D⃗ · A⃗ = 0, (1)

которое выполняется в силу S̃. Здесь
D⃗ = (Dt, D1, ..., Dn) — операторы полного диф-
ференцирования по переменным t, x1, ..., xn;
A⃗ = (A0, A1, ..., An) — вектор закона сохранения,
зависящий от t, x⃗, u⃗ и производных. Порядок зако-
на сохранения — порядок старшей производной
в векторе A⃗. Вектор A⃗ определен с точностью
до слагаемого, для которого (1) выполнено без
перехода на многообразие S̃ (тривиальный закон).

Канонический оператор

X = η⃗(⃗y, u⃗, u⃗1, ..., u⃗k)∂u⃗ + ...

для вектора закона сохранения A⃗ определяется
условием инвариантности(

XD⃗ · A⃗
) ∣∣∣

S̃
= 0.

Здесь u⃗k — производные порядка k.
Показано, что действие канонического опе-

ратора симметрии системы S на любой ее век-
тор дает вектор закона сохранения [3]. Кано-
нический оператор коммутирует с операторами
полного дифференцирования [3]:

0 =
(

XD⃗ · A⃗
) ∣∣∣

S̃
=

(
D⃗ · XA⃗

) ∣∣∣
S̃
.
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Значит XA⃗ — вектор закона сохранения для
любого канонического оператора вектора A⃗ закона
сохранения.

Пусть A⃗ — вектор закона сохранения систе-

мы S нулевого порядка с условием rank
∂A⃗
∂u⃗

= n + 1.

Для любого вектора B⃗ закона сохранения систе-
мы S найдется канонический оператор X для
вектора A⃗ такой, что XA⃗ = B⃗. Для этого на-
до решить линейную систему для координат η⃗

с матрицей Якоби
∂A⃗
∂u⃗

[4].

2. Законы сохранения одномерной
газовой динамики
Уравнения газовой динамики выводятся из за-

конов сохранения массы, импульса и энергии эле-
ментарного объема. В дивергентном виде в одно-
мерном случае уравнения таковы [5]:

ρt + (uρ)x = 0 ⇒ ρt + uρx + ρux = 0,

(ρu)t + (u2
ρ+ p)x = 0 ⇒ ut + uux + ρ

−1 px = 0,(
ρε+ 1

2
ρu2

)
t
+

(
uρε+ 1

2
ρu3 + pu

)
x

= 0 ⇒

⇒ εt + uεx + pρ−1ux = 0,

где ρ— плотность; u — скорость частицы; p — дав-
ление; ϵ — удельная внутренняя энергия. Замы-
кает систему уравнение состояния ε = ε(ρ, S), ко-
торое записывают в виде p = ρ2ερ = f (ρ, S) или
a2(ρ, p) = fρ(ρ, S) для нормального газа. Здесь S —
энтропия, которая удовлетворяет уравнению [5]

(ρS)t + (uρS)x = 0 ⇒ St + uSx = 0.

Любой закон сохранения записывают в виде

Dtη+ Dx(uη+ B) = 0,

где η— плотность, B — поток. Это равенство долж-
но выполняться в силу уравнений системы. Отыс-
кание η и B из этого равенства — прямой метод
нахождения законов сохранения.

Уравнения газовой динамики возьмем в виде
уравнений для u⃗ = (ρ, u, S). Канонический опера-
тор имеет вид:

X = η
ρ∂ρ + η

u∂u + η
S∂S + Dtη

ρ∂ρt + Dxη
ρ∂ρx +

+Dtη
u∂ut + Dxη

u∂ux + Dtη
S∂St + Dxη

S∂Sx ,

где координаты зависят от t, x, u⃗, u⃗x.
Возьмем закон сохранения для энтропии и по-

действуем на него оператором X в силу уравнений

газовой динамики:

0 = X (Dt(ρS) + Dx(ρSu)) =
= X (ρtS + ρSt + ρSux + ρuSx + uSρx) =
= S (Dtη

ρ + uDxη
ρ + uxη

ρ) + ρSDxη
u+

+(ρSx + ρxS)ηu + ρ(Dtη
S + uDxη

S) =
= Dtη+ Dx(uη+ B),

η = Sηρ + ρη
S, B = ρSηu.

(2)

Это уравнение для нахождения канонических
операторов закона сохранения для энтропии. Оно
имеет дивергентный вид и является уравнением
для нахождения плотности η и потока B. Таким
образом, нахождение канонических операторов
равносильно прямому методу нахождения зако-
нов сохранения. Далее найдем законы сохране-
ния нулевого порядка прямым методом. В урав-
нении (2) произведем дифференцирование в силу
уравнений газовой динамики. Переменные ux, ρx,
Sx свободные, так как η и B не зависят от производ-
ных. Приравнивая нулю коэффициенты при сво-
бодных переменных, получим переопределенную
систему уравнений:

Bu = ρηρ − η, ρBρ = fρηu, ρBS = fSηu,

ηt + Bx + uηx = 0.

Из условий совместности первых трех
уравнений следует:

B = B(p, u, t, x), p = f (ρ, S),

η = ρh(p, u, t, x) + η̃(p, ρ, t, x), Bp = hu,

Bu = (ρhp + η̃p)ρ fρ + ρη̃ρ − η̃,

Bx = −ρ(ht + uhx) − η̃t − uη̃x.

(3)

Отсюда получим Buu = ρa2Bpp. Если
(ρ2a2)ρ ̸= 0, то

Buu = Bpp = 0, B = b11 pu + b10u + b01 p + b00,

h = 1
2

b11u2 + b01u + h1(p, t, x), bij(t, x),

b11 p + b10 = ρ
2a2h1p + ρa2

η̃p + ρη̃ρ − η̃,

b11xup + b10xu + b01x p + b00x =

= −ρ
(

1
2

butu2 + b01tu + h1t

)
−

−ρu
(

1
2

b11xu2 + b01xu + h1x

)
− η̃t − uη̃x ⇒

⇒ b11x = 0, b11t + 2b01x = 0,

b10x + ρb01t + ρh1x + η̃x = 0,

pb01x + b00x + ρh1t + η̃t = 0.

(4)



2023. Т. 18. №2 47

Интегрированием получим:

b11(t), b01 = −1
2

b′
11x + b̃01(t),

(ρh1 + η̃)t = 1
2

b′
11 p − b00x,

(ρh1 + η̃)x = ρ

(
1
2

b′′
11x − b′

01

)
−

−b10x ⇒ b′′′
11 = 0, b̃′′

01 = 0,

b00xx = b10tx ⇒ b11 = C2t2 + C1t + C0,

b̃01 = D1t + D0, b00 = φt, b10 = φx − b̃(t),

η̃+ ρh1 = ν(ρ, p) − φx + 1
2

pt(C2t + C1)+

+ρx
(

1
2

C2x − D1

)
.

Уравнение (4) принимает вид:

p
(

C2t2 + C1t + C0

)
− b̃ = ρa2

νp + ρνρ − ν+

+1
2

t(C2t+C1)(ρa2−p) ⇒ b̃ = A2t2+A1t+A0.

Расщепляя по t, получим

(ρa2 − 3p)(C2t + C1) + 2(A2t + A1) = 0,

ρa2
νp + ρνρ = ν+ pC0 − A0 ⇒

⇒ ν = C0ρε+ A0 + ρg(S),

(5)

B = up(C0 + t(C2t + C1))+

+u(φx − A2t2 − A1t − A0)+

+p(D1t + D0 − x(C2t + 1
2

C1)) + φt,

η = 1
2
ρu2(C2t2 + C1t + C0)+

+ρu
(

−1
2

x(2C2t + C1) + D1 + D0

)
+

+Cρε+ A0 + ρg(S) − φx + 1
2

pt(C2t + C1)+

+ρx(1
2

C2x − D1).

(6)

Величинам A0, φ(t, x) соответствуют тривиаль-
ные законы сохранения. Если (ρa2 − 3p)ρ ̸= 0, то
C1 = C2 = A1 = A2 = 0. Оставшиеся произволь-
ные величины задают закон сохранения энергии
(C0); закон сохранения центра масс η = ρ(tu − x),
B = tp (D1); закон сохранения импульса (D0); за-
кон сохранения массы (g′ = 0); закон сохранения
энтропии (g(S)).

Пусть ρ fρ − 3p = −3n — постоянная
⇒ p = f (ρ, S) = n + g(S)ρ3. Такое уравнение
состояния соответствует одноатомному газу в

одномерном случае [5]. Из (5) следует A2 = 3
2

C2n,

A1 = 3
2

C1n. Постоянным C2 и C1 соответствуют по
формулам (6) дополнительные законы сохранения:

η = ρu
(

1
2

ut2 − xt
)

+ 1
2

(pt2 + ρx2),

B = upt2 − 3
2

nut2 − ptx(C2),

η = 1
2
ρu(ut − x) + 1

2
pt,

B = upt + 3
2

nut − 1
2

px(C1).

Эти формулы уточняют результат
из работы [4].

3. Законы сохранения для специаль-
ного газа
Пусть ρ2a2 =θ(p)⇒ F(p)=

∫
θ−1dp = g(S)−ρ−1.

Если справедливы неравенства F > 0,
F′ > 0, F′′ < 0, то выполняются условия
нормального газа [5].

Уравнения (3) принимают вид:

Bp = hu, Bu − θ(p)hp = ρ
−1
θ(p)η̃p + ρη̃ρ − η̃,

Bx = −ρ(ht + uhx) − η̃t − uη̃x.
(7)

Дифференцируем последнее уравнение
по ρ дважды:

η̃ρρt + uη̃ρρx = 0 ⇒ η̃ρρt = η̃ρρx = 0 ⇒
η̃ = µ(ρ, p) + ρµ1(p, t, x) + µ0(p, t, x),

ht + uhx + µ1x + uµ1x = 0,

Bx = −µ0t − uµ0x ⇒ Bxu = −µ0x ⇒
Bu = −µ0 + bu(p, u, t) ⇒

B = −uµ0 + b + c(p, t, x), cx + µ0t = 0.

(8)

Второе уравнение системы (7) принимает вид:

bu − θ(hp + µ1p) = ρ
−1
θ(µp + µ0p) + ρµρ − µ. (9)

Дифференцируем его по ρ и разделим
переменные:

ρµpρ + ρ3θ−1µρρ − µp = µ0p = ν′(p) ⇒
µ0 = ν(p) + µ̃0(t, x⃗), cxp = 0 ⇒

c = C1(p, t) + C0(t, x) ⇒ C0x + µ̃0t = 0.

Уравнение (9) запишем в разделенных
переменных:

ρ
−1
θ(µp + ν

′(p)) + ρµρ − µ = θκ′(p),

hp = θ
−1bu − µ1p − κ′(p).

(10)
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Первое уравнение системы (7) принимает вид:

hu = −uν′(p) + bp + C1p.

Из уравнения (8) дифференцированием
по u найдем

hx = −bpt − C1pt − µ1x, ht = u(bpt + C1pt) − µ1t.

Определили все производные функции h.
Перекрестное дифференцирование дает:

but = 0, bppt + C1ppt = 0, bptt + C1ptt = 0,

θ−1buu = bpp + C1pp − uν′′.

Отсюда определяем

b + C1 = Ktp + φ(p, u) + ψ(t),

θ
−1(p)φuu = φpp − uν′′(p),

h = K(tu − x) − µ1(p, t, x) − κ(p) + H(u, p),

Hu = φp − uν′, Hp = θ
−1
φu.

(11)

Резюмируя вычисления, запишем плотность и
поток:

B = −u(µ̃0 + ν) + C0 + Kpt + φ+ ψ(t),

η = Kρ(tu − x) − ρκ + ρH + µ+ ν+ µ̃0.

Функциям C0, µ̃0, ψ соответствуют три-
виальные законы сохранения. Постоянной K
соответствует закон сохранения центра масс.
Для оставшихся функций сделаем замену
µ̄ = µ+ ν, φ̄ = φ− νu, H̄ = H − κ. Учитывая
уравнения (10) и (11) получим бесконечное
множество законов сохранения:

Dt(ρH̄ + µ̄) + Dx (u(ρH̄ + µ̄) + φ̄) = 0,

H̄u = φ̄p, H̄p = θ
−1(φ̄u + ν− θκ′),

(12)

ρ
−1
θµ̄p + ρµ̄ρ = µ̄+ θκ′ − ν, θφ̄pp = φ̄uu. (13)

Теорема.Уравнения газовой динамики с урав-
нением состояния ρ2 fρ = θ( f ) с любой функцией θ
имеют законы сохранения (12) с любыми решениями
уравнений (13), где ν, κ — произвольные функции.

Замечание. Законов сохранения (12), (13)
больше тех, которые представлены в [4].

Произвольные функции и решения уравне-
ний (13) можно подобрать так, что получатся все

законы сохранения, полученные для произвольно-
го уравнения состояния.

Уравнение состояния, заданное функцией
p = f (ρ, S), где f удовлетворяет уравнению теоре-
мы, можно задать функцией ε = ε(ρ, S) = ε̄(ρ, p).
Тогда функция ε̄ удовлетворяет уравнению

ρ
2
ε̄ρ + θ(p)ε̄p = p. (14)

Закон сохранения энергии имеет плотность

ρε+ 1
2
ρu2 = ρH̄ + µ̄ и поток φ̄ = pu. Из формул (13)

определяем:

H̄ = 1
2

u2 − κ +
∫
θ

−1(p + ν)dp,

µ̄ = ρ

(
ε̄+ κ −

∫
θ

−1(p + ν)dp
)

.

Уравнение для φ̄ выполнено. Уравнение для µ̄
есть уравнение (14).

Если ν = θκ′, φ̄ = 0, то H̄ = C — постоянная.
При µ̄ = 0 получим закон сохранения массы.

В переменных ρ, S имеем µ̄(ρ, p) = µ(ρ, S),
p = f (ρ, S), ρµS = µ ⇒ µ = ρg(S). Получаем за-
кон сохранения энтропии.

Для закона сохранения импульса имеем:

ρu = ρH + µ,φ = p ⇒ Hu = 1, Hp = θ
−1
ν− κ′ ⇒

H = u − κ +
∫
νθ

−1dp, µ = ρ(κ −
∫
νθ

−1dp).

Уравнения (13) выполнены.
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Group analysis tasks. Conservation laws
Khabirov S.V.

Mavlyutov Institute of Mechanics of UFRC RAS, Ufa, Russia

Differential equations of mechanics are derived from the laws of conservation of mass, momentum and energy. Other
conservation laws can be obtained using the symmetries of these equations. Any conservation law can be derived
from one using canonical operators, special cases of which are symmetry operators. The calculation of canonical
conservation law operators is equivalent to a direct method of finding a divergent form of equations that are valid by
virtue of the equations of mechanics. Using the example of one-dimensional equations of gas dynamics, all zero-order
conservation laws are obtained by the direct method. For special equations of state, an infinite set of conservation
laws have been obtained, many of which are new.

Keywords: conservation laws, gas dynamics, equation of state, compatibility conditions
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Численный анализ полного сечения рассеяния
на множестве звукопроницаемых сфер1

Насибуллаева Э.Ш.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

При решении задачи рассеяния акустической волны на множестве сферических препятствий малых размеров
одной из важнейших подзадач является определение основной характеристики явления рассеяния — полного
сечения рассеяния. Ее решение позволит установить при каких параметрах системы взаимодействие между
частицами несущественно и им можно пренебречь (в этом случае задачу можно упростить и свести к случаю мно-
жества одиночных частиц), а при каких параметрах данным взаимодействием пренебрегать нельзя. В настоящей
работе на основе явной формулы для полного сечения рассеяния на множестве взаимодействующих звукопрони-
цаемых сфер проведен численный параметрический анализ полного сечения рассеяния на системе сфер при
воздействии сферической волны от монопольного источника излучения. С целью определения соотношений
физических параметров сферы и окружающей среды, при которых эффекты многократного рассеяния являются
существенными для заданных типов конфигурации системы, проведена серия вычислительных экспериментов
для расчетов основной характеристики рассеяния с учетом многократного рассеяния, а также сумм характеристик
для одиночных звукопроницаемых сфер. Показано, что во всех рассмотренных случаях эффектами многократного
рассеяния при определении полного сечения рассеяния пренебрегать нельзя. В случае воздушных пузырьков в
воде существенным фактором является тип конфигурации системы; для капель воды в воздухе существенными
являются как тип конфигурации, так и число сфер в ней; а для капель дихлорэтана в воде тип конфигурации и
число сфер в ней являются несущественными факторами.

Ключевые слова: акустическое рассеяние, система звукопроницаемых сфер, полное сечение рассеяния, моно-
польный источник излучения, вычислительный эксперимент, упругость жидкости

1. Введение
В рамках решения задачи рассеяния акусти-

ческой волны на множестве сферических препят-
ствий малых размеров одной из важнейших подза-
дач является определение основной характеристи-
ки явления рассеяния — полного сечения рассея-
ния. Данная величина характеризует площадь пер-
пендикулярной потоку области, попадая в которую
падающая волна испытывает рассеяние. При встре-
че с множеством звукопроницаемых препятствий
часть волн, рассеченных каждым из них, рассеи-
вается повторно и многократно на других препят-
ствиях (образуются дополнительные звуковые по-

1Работа поддержана средствами государственного задания
№ 0246-2019-0052

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Насибуллаева Э.Ш.

ля), а часть волн проходит через их границы. Иссле-
дование полного сечения рассеяния, учитывающе-
го многократное рассеяние, для систем звукопро-
ницаемых сфер при падении волны от внешнего
источника является актуальной задачей, поскольку
ее решение позволит установить при каких пара-
метрах системы взаимодействие между частицами
несущественно и имможно пренебречь (в этом слу-
чае задачу можно упростить и свести к случаюмно-
жества одиночных частиц), а при каких параметрах
данным взаимодействием пренебрегать нельзя.

Анализ научных работ, в которых определяют-
ся основные характеристики явления рассеяния по-
казал, что аналитическиеформулыи численные ис-
следования ограничены случаями одиночной сфе-
ры или системы с двумя сферами. C обзором дан-
ных исследований для рассеяния на одиночном
препятствии до 1950 г. можно ознакомиться в рабо-

http://mfs.uimech.org/mfs2023.2.008
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те [1], а после 1950 г. — в [2], где также представлен
обзор работ по рассеянию волн на паре сфер. Суще-
ствующие работы, направленные на нахождение
сечений рассеяния на системах, содержащих бо-
лее двух сфер, либо сводятся к случаю одиночной
сферы [3,4], либо ограничиваются рассмотрением
некоторых упрощенных случаев [5]. В работе [6]
выведена явная формула полного сечения рассея-
ния, учитывающая взаимодействие между звуко-
проницаемыми сферами в системе. Данная форму-
ла применима для любого числа сфер различных
радиусов, произвольным образом расположенных
в трехмерном пространстве, и при произвольном
внешнем воздействии в границах применимости
алгоритмов, используемых для общего [7] или осе-
симметричного [8] случаев.

В настоящей работе на основе явной форму-
лы для полного сечения рассеяния на множестве
взаимодействующих звукопроницаемых сфер [6]
проведен численныйпараметрический анализ дан-
ной характеристикирассеянияна системе сферпри
воздействии сферической волны от монопольного
источника излучения. Основная цель — определе-
ние соотношений физических параметров сферы и
окружающей среды для заданных типов конфигу-
рации системы, при которых эффекты многократ-
ного рассеяния являются существенными.

2. Постановка и численный метод
решения задачи
Рассматриваются N звукопроницаемых сфер

одинакового радиуса a с центрами, имеющими де-
картовые координаты r′v (v = 1, ..., N), которые рас-
положены в бесконечном трехмерном простран-
стве в двух различных конфигурациях:

• плоская («однослойная») равномерная (цен-
тры сфер расположены в узлах правильной
сетки с δly = δlz ≡ δl) конфигурация в плос-
кости Oyz, состоящая из N = Ny × Nz сфер
(рис. 1(а));

• объемная («трехслойная») равномерная кон-
фигурация с расстояниями между узлами сет-
ки δlx = δly = δlz ≡ δl, состоящая из
N = 3 × Ny × Nz сфер, где центральный слой
расположен также, как в конфигурации на
рис. 1(а), а крайние слои — симметрично отно-
сительно него (рис. 1(б)).

Внешняя среда и среда внутри сфер являются одно-
родными и характеризуются плотностями ρ0 и ρv,
а также скоростями звука c0 и cv. Предполагается,
что центры сфер неподвижны и радиальное дви-
жение сферической поверхности отсутствует. На

(а)

(б)

Рис. 1. Плоская равномерная конфигурация в плоско-
сти Oyz, состоящая из N = Ny × Nz сфер (а);
«трехслойная» равномерная конфигурация, со-
стоящая из N = 3 × Ny × Nz сфер (б): Ms —
монопольный источник излучения, δlx; δly,
δlz — расстояния между центрами соседних
сфер вдоль соответствующих осей координат

систему сфер падает сферическая волна от моно-
польного источника излучения, расположенного в
точке Ms = (−dMs , 0, 0).

Задача рассеяния звука на системе звукопро-
ницаемых сфер сводится к решению уравнений
Гельмгольца для комплексных потенциалов ψ(r)
для произвольной точки r вне сфер и ψ(v)

int внутри
v-й сферы с граничными условиями, выражающи-
ми равенства потенциала и нормальных состав-
ляющих скорости частиц на поверхности Sv v-ой
сферы, сквозь которую проходит волна [7]:

∇2
ψ+ k2

0ψ = 0, ∇2
ψ

(v)
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vψ
(v)
int = 0,
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(v = 1, ..., N), где k0 и kv — волновые числа для сред
вне и внутри сфер.

В соответствии с классическим решением по-
тенциал внешнего поля ψ(r) представляется в виде
суммы потенциалов падающего поля ψin(r) и поля
рассеяния ψscat(r):

ψ(r) = ψin(r) + ψscat(r),

где ψscat(r) удовлетворяет условию излучения Зом-
мерфельда, соответствующего затухающим на
бесконечности волнам [9].

Далее проводятся разложение всех потенциа-
лов и повторное разложение потенциала поля рас-
сеяния по мультиполям. Техника разложения по
мультиполям [10], разработанная изначально для
случая звуконепроницаемых сфер (волна не прохо-
дит через поверхность) с произвольным акустиче-
ским импедансом, была обобщена на случай зву-
копроницаемых сфер в работе [7]. В данной работе
также проведена оптимизация общего алгоритма
для сфер, произвольным образом расположенных
в трехмерном пространстве. Отметим, что выбор
методики разложения по мультиполям обусловлен
тем, что она позволяет достичь высокой точности
получаемых результатов при минимальных затра-
тах процессорного времени.

В общем случае задача сводится к решению
системы линейных уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов A(v)s

l разложения потен-
циала поля рассеяния

ψscat(r) =
N

∑
v=1

∞

∑
l=0

l

∑
s=−l

A(v)s
l Ss

l (rv)

по мультиполям Ss
l (rv) порядка l и степени s

(rv = r− r′v). Данная система имеет следующий
матричный вид:

LA = D, (1)

где элементы матриц скомпонованы определен-
ным образом и определяются по формулам [6]:

A = {Au} = {A(v)s
l },

D = {Dt} = {−BnCm
in,n(r′w)},

L = {Lut}, Lut =
{

Bl(S|R)sm
ln (r′vw) (v ̸= w),

δũt̃ (v = w),

u = (v − 1)(ntr + 1)2 + (l + 1)2 − (l − s),

t = (w − 1)(ntr + 1)2 + (n + 1)2 − (n − m),

ũ = (l + 1)2 − (l − s), t̃ = (n + 1)2 − (n − m),

l, n = 0, 1, ..., ntr; s = −l, ..., l; m = −n, ..., n;

v, w = 1, ..., N.

Здесь введено обозначение

Bl = jl(k0a)j′l(kwa) − κw j′l(k0a)jl(kwa)
hl(k0a)j′l(kwa) − κwh′

l(k0a)jl(kwa)
;

jn(z) и j′n(z) — сферические функции Бесселя 1-го
типа и их производные [11]; hn(z) и h′

n(z) — сфери-
ческие функции Ханкеля 1-го типа и их производ-
ные [11]; κw = (k0ρw)/(kwρ0) — введенный пара-
метр; Cm

in,n(r′w) — коэффициенты разложения пада-
ющего поля ψin около r = r′w; (S|R)sm

ln (r′vw) — коэф-
фициентыперехода при повторном разложении по
мультиполям; r′vw — вектор, направленный от цен-
тра v-й сферы к центру w-й сферы; δũt̃ — символ
Кронекера; ntr — число членов ряда после его усе-
чения. Отметим, что при численной реализации
решения система уравнений (1) должна быть ко-
нечной, поэтому необходимо проводить усечение
рядов при разложении по l и n. Вопрос выбора чис-
ла ntr для данного типа задач подробно рассмотрен,
например, в работах [6,7].

Явная формула для определения полного сече-
ния рассеяния системы сфер в общем случае имеет
следующий вид [6]:

σs = ωρ0

2k0 I0

(
N

∑
v=1

ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

∣∣∣A(v)m
n

∣∣∣2 +

+Re

 N

∑
v, w = 1
v ̸= w

ntr

∑
n=0

n

∑
m=−n

ntr

∑
l=0

l

∑
s=−l

in+l ×

×

√
(2n + 1)(2l + 1) (n − |m|)!(l − |s|)!

(n + |m|)!(l + |s|)!
×

×(−1)n+m A(v)m
n

(
A(w)s

l

)∗
c(m,s)ei(m−s)φvw ×

×
n+l

∑
ĩ=|n−l|

b(nmls)
ĩ

iĩ jĩ(k0rvw)Pm−s
ĩ

(cos θvw)

 .

(2)

Здесь ω = 2π f — угловая частота; f — частота
внешнего поля; I0 —интенсивность падающей вол-
ны; c(m,s) —коэффициент, выражение для которого
определено в [6]; b(nmls)

ĩ
— коэффициенты Клебша–

Гордана [12]; Pm
n (µ) — присоединенные функции

Лежандра [11]; (r′
vw, θvw,φvw) — сферические коор-

динаты вектора r′vw в системе координат, связан-
ной с v-й сферой.

Для одиночной звукопроницаемой сферы пол-
ное сечение рассеяния σs вычисляется c помощью
формулы [13]:

σs = 4πd2
∞

∑
l=0

(2l + 1)|Blhl(k0d)|2, (3)

где d — расстояние от центра сферы до монополь-
ного источника излучения.
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3. Результаты вычислительного экс-
перимента
При численной реализации техники разложе-

ния по мультиполям с применением оптимизиро-
ванного алгоритма [6] для решения системы (1)
разработан программный код на языке Fortran 90
(GCC) в среде MSYS2 (MinGW–w64) с подключени-
ем библиотеки LAPACK [14]. Специальные сфери-
ческие функции и присоединенные полиномы Ле-
жандра и их производные вычислялись с помощью
адаптированных программных кодов, написанных
на языке Fortran 77, для специальных цилиндриче-
ских функций и полиномов Лежандра [15].

Для численного анализа эффектов многократ-
ного рассеяния проведены вычислительные экс-
перименты по определению полного сечения рас-
сеяния по формуле (2) на системах сфер, распо-
ложенных в двух различных конфигурациях (см.
рис. 1), при числе сфер вдоль осейOy иOz равном
Ny = Nz = 5 или 7, расстоянием между центрами
сфер вдоль каждой из координатных осей равном
δl = 3a и расстоянием между монопольным ис-
точником излучения и геометрическим центром
системы сфер (в рассматриваемых случаях совпа-
дающим с началом декартовой системы коорди-
нат) равным dMs = 10a. Вычислительный экспери-
мент проводился для числа усечения рядов равном
ntr = 9, что дает хорошую точность расчетов при
всех рассмотренных параметрах системы. Исследо-
вались три различных случая отношений упруго-
сти жидкости внутри (χin = ρvc2

v) и вне (χout = ρ0c2
0)

сфер и плотностей внутренней и внешней сред:
– w(a) — χout/χin ≫ 1, ρ0/ρv ≫ 1. В этом слу-

чае среды можно взять с физическими параметра-
ми, соответствующими воде для внешней среды
(ρ0 = 998 кг/м3, c0 = 1484 м/с) и воздуха для среды
внутри сфер (ρv = 1.205 кг/м3, cv = 343.1 м/с), т.е.
проводить вычисления для системы воздушных
пузырьков в воде;

– a(w) — χout/χin ≪ 1, ρ0/ρv ≪ 1, что соответ-
ствует случаю системы капель воды в воздухе;

– w(d) — χout/χin ≈ 1, ρ0/ρv ≈ 1, что соответ-
ствует, например, случаю системы капель дихлор-
этана (ρv = 1252.6 кг/м3, cv = 1034 м/с) в воде.

На рис. 2 и 3 показаны результаты расчетов
для конфигураций, представленных на рис. 1(а) и
1(б) соответственно, полного сечения рассеяния σs
для всей системы (толстые линии), полученного
по формуле (2), и сумм N одиночных сфер (тонкие
линии), вычисленных по формуле (3) при фикси-
рованном d = dMs .

Отметим, что в случае воздушных пузырьков
в воде рассматривался диапазон волновых радиу-
сов k0a вне области так называемого «гигантского»

(а)

(б)

Рис. 2. Зависимость нормированного полного сече-
ние рассеяния σs/(πa2) от волнового ради-
уса k0a для конфигурации, представленной
на рис. 1(а), c числом сфер N = 5 × 5 (а)
и N = 7 × 7 (б) для σs, вычисленных по яв-
ной формуле (2) (толстые линии) и сумм значе-
ний (3): 1 — воздушные пузырьки в воде (слу-
чай w(a)); 2 — капли воды в воздухе (случай
a(w)); 3 — капли дихлорэтана в воде (случай
w(d))

резонанса для одиночных пузырьков, то есть для
k0a ≫ 0.014 [13, 16]. Однако, как было показано в
работе [16] для систем пузырьков, помимо данно-
го монопольного резонанса существует большое
число резонансов на более высоких частотах, ко-
торые меньше по величине, чем «гигантский» ре-
зонанс. Данные резонансы можно наблюдать и в
настоящей работе на рис. 2. Хотя при шаге по k0a,
который в представленных расчетах брался рав-
ным ∆h = 0.0125, величины вторичных резонансов
имеют небольшие значения, наличие данных ре-
зонансов согласуется с результатами работы [16].

Для анализа влияния эффектовмногократного
рассеяния рассмотрим максимальную относитель-
нуюпогрешность δmax для величины σs/(πa2) ≡ Σ1,
вычисленную с помощью формулы (2) с учетом
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(а)

(б)

Рис. 3. Зависимость нормированного полного сече-
ние рассеяния σs/(πa2) от волнового радиу-
са k0a для конфигурации, представленной на
рис. 1(б), c числом сфер N = 3 × 5 × 5 (а) и
N = 3 × 7 × 7 (б) для σs, вычисленных по яв-
ной формуле (2) (толстые линии) и сумм значе-
ний (3): 1 — воздушные пузырьки в воде (слу-
чай w(a)); 2 — капли воды в воздухе (случай
a(w)); 3 — капли дихлорэтана в воде (случай
w(d))

многократного рассеяния, и суммы данных вели-
чин Σ2, вычисленных по формуле (3) для одиноч-
ных сфер, выраженную в процентах:

δmax = max
∣∣∣∣Σ1 − Σ2

Σ2

∣∣∣∣ · 100%. (4)

Данные представлены в табл. 1.
Анализ результатов, представленных на

рис. 2, 3 и в табл. 1, показал следующее:

• с ростом отношений χout/χin и ρ0/ρv влияние
многократного рассеяния на величину полно-
го сечения рассеяния σs значительно увеличи-
вается. Наблюдается не только количествен-
ный рост (для случаев капель дихлорэтана в во-
де и воздушных пузырьков в воде до k0a ⩽ 3.4,

Таблица 1. Максимальная относительная погреш-
ность δmax, рассчитанная по формуле (4),
для двух типов конфигураций с разным
числом сфер и трех типов соотношений
параметров внешней и внутренней сред
(см. рис. 2 и 3)

рис. 1(а) рис. 1(б)
5 × 5 7 × 7 3 × 5 × 5 3 × 7 × 7

w(a) 112.08 128.68 383.32 419.08
a(w) 16.73 41.7 35.62 59.55
w(d) 33.21 29.38 27.27 27.09

для капель воды в воздухе — при любых рас-
смотренных k0a), но и качественный — нели-
нейный характер кривых увеличивается, по-
являются точки локальных максимумов и ми-
нимумов. При этом для каждой конфигура-
ции увеличение числа сфер приводит к увели-
чению только количественной характеристи-
ки, качественная же картина меняется несуще-
ственно;

• максимально эффект многократного рассе-
яния проявляется в случае χout/χin ≫ 1 и
ρ0/ρv ≫ 1 (воздушные пузырьки в воде): мак-
симальная погрешность во всех случая δmax =
265.58 ± 57.69%. На данный эффект конфигу-
рация системы влияет существенно, а число
частиц в конфигурации — нет;

• в «противоположном» к рассмотренному в
предыдущем пункте предельном случае, ко-
гда χout/χin ≪ 1 и ρ0/ρv ≪ 1 (капли воды в
воздухе), влияние многократного рассеяния
на расчетную величину в большинстве приме-
рах на порядок ниже. Максимальная погреш-
ность δmax = 38.14 ± 56.14%, причем на эффект
многократного рассеяния влияет как конфигу-
рация системы, так и число сфер в конфигура-
ции;

• в случае «трехслойной» конфигурации для воз-
душных пузырьков в воде имеют место ре-
зонансы достаточно большой величины при
k0a ≈ 2.7 и 3.9, в то время как для однослойной
конфигурации точка k0a ≈ 2.7 является точ-
кой максимума. Следует предположить, что
данные резонансы являются следствием мно-
гократного рассеяния в системе, имеющей объ-
емную конфигурацию;

• в случае χout/χin ≈ 1 и ρ0/ρv ≈ 1 (капли ди-
хлорэтана в воде) при k0a > 2.6 имеет место
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влияние на расчетную величину эффекта мно-
гократного рассеяния, однако данный эффект
не сильно зависит от конфигурации и числа
сфер в ней: максимальная погрешность во всех
случая составляет δmax = 30.15 ± 10.05%.

4. Заключение
В рамках исследования акустического рассея-

ния на множестве звукопроницаемых сфер, произ-
вольным образом расположенных в пространстве,
при падении сферической волны от монопольного
источникаизлучения определяется полное сечение
рассеяния системы при различных соотношения
физических параметров внешней среды и среды
внутри сфер для двух типов конфигурации систе-
мы.

Для определения параметров, при которых эф-
фекты многократного рассеяния являются суще-
ственными, проведена серия вычислительных экс-
периментов для расчета основной характеристики
рассеяния с учетом многократного рассеяния [6], и
сумм данной характеристики для одиночных зву-
копроницаемых сфер [13]. Показано, что эффек-
тами многократного рассеяния при определении
полного сечения рассеяния во всех рассмотренным
случаях пренебрегать нельзя, причем

• при χout/χin ≫ 1 и ρ0/ρv ≫ 1 существенным
является тип конфигурации системы;

• при χout/χin ≪ 1 и ρ0/ρv ≪ 1 существенны как
тип конфигурации, так и число сфер в ней;

• при χout/χin ≈ 1 и ρ0/ρv ≈ 1 тип конфигурации
и число сфер в ней являются несущественны-
ми факторами.

В случае χout/χin ≫ 1 и ρ0/ρv ≫ 1 при рас-
смотренных значениях k0a имеют место резонан-
сы, которые по величине меньше монопольного
(«гигантского») резонанса, что согласуется с дан-
ными работы [16]. Однако в случае «трехслойной»
конфигурации на рассмотренных частотах появ-
ляются резонансы достаточно большой величины.
Можно предположить, что они являются следстви-
ем многократного рассеяния в объемной конфигу-
рации. Данное утверждение требует дополнитель-
ного исследования, которое планируется провести
в дальнейшей работе.
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Numerical analysis of the total scattering cross section
on a set of sound-permeable spheres

Nasibullaeva E.Sh.

Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

One of the most important subtasks of the problem of acoustic wave scattering on a set of small spherical obstacles
is to determine the main characteristic of the scattering phenomenon, namely, the total scattering cross section. Its
solution will make it possible to establish at what system parameters the interaction between particles is insignificant
and can be neglected (in this case, the problem can be simplified and reduced to the many single particles case),
and at what parameters this interaction cannot be neglected. In present work a numerical parametric analysis of
the total scattering cross section on a spheres system under the influence of a spherical wave from a monopole
radiation source is carried out on the base on an explicit formula for the total scattering cross section on a set of
interacting sound-permeable spheres. In order to determine the ratio of the physical parameters of the sphere and
the environment, under which the effects of multiple scattering are significant for given types of system configuration,
a series of computational experiments was carried out to calculate the main scattering characteristic taking into
account multiple scattering, as well as the sums of characteristics for single sound-permeable spheres. It is shown
that in all cases considered, the effects of multiple scattering cannot be neglected when determining the total
scattering cross section. In the case of air bubbles in water, the type of configuration of the system is an essential
factor; for water droplets in the air, both the type of configuration and the number of spheres in it are essential;
and for dichloroethane droplets in water, the type of configuration and the number of spheres in it are insignificant
factors.

Keywords: acoustic scattering, sound-permeable spheres set, total scattering cross section, monopole radiation
source, computational experiment, fluid elasticity
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Дробно-интегральное обобщение
уравнения Рапопорта–Лиса

Лукащук С.Ю.

Уфимский университет науки и технологий, Уфа

Рассматривается одномерная дробно-интегральная модель двухфазной фильтрации в пористой среде со степен-
ной памятью с учетом капиллярных сил. На основе дробно-интегрального обобщения закона Дарси и класси-
ческих уравнений неразрывности для фаз, в приближении отсутствия гравитационных сил выводится дробно-
интегральный аналог уравнения Рапопорта–Лиса. Показано, что в предельном случае постоянного капиллярного
давления полученное уравнение переходит в классическое уравнение Бакли–Леверетта. Приводится пример
постановки начально-краевой задачи для полученного уравнения в случае коллектора конечной протяженности.
В отличие от классического уравнения Рапопорта–Лиса его дробно-интегральный аналог в общем случае не
обладает решением типа бегущей волны в силу неинвариантности дробного интеграла с конечным нижним
пределом относительно преобразования переноса по времени. Однако для модельной задачи вытеснения в
неограниченном коллекторе, рассматриваемой как задача распада разрыва, справедливо приближение неограни-
ченной памяти, для которого полученное уравнение обладает таким решением. В данном приближении получены
соотношения для основных характеристик скачка насыщенности. В частности показано, что скорость движения
скачка может быть найдена из уравнения, включающего дробно-интегральную характеристику функции Леве-
ретта. Также асимптотически исследовано поведение скачка вблизи его левой и правой границ при различных
уровнях насыщенности на границах. Доказано, что если начальная насыщенность превышает остаточную на-
сыщенность вытесняющей фазы, то на правой границе насыщенность на скачке экспоненциально стремится к
начальной. На левой границе асимптотика скачка также является экспоненциальной за исключением одного
особого случая, в котором она становится дробно-степенной. Для случая «слабой» неограниченной памяти, когда
порядок дробного интегрирования близок к нулю и может рассматриваться как малый параметр, для исследуемо-
го дробно-интегрального уравнения Рапопорта–Лиса аналитически построено его приближенное решение.

Ключевые слова: двухфазная фильтрация, капиллярные силы, интеграл дробного порядка, дробно-интегральный
закон Дарси, решение типа бегущей волны, малый параметр, приближенное решение

1. Введение
Развитие методов математического модели-

рования процессов многофазной фильтрации в
неоднородных средах сложной структуры являет-
ся важным разделом современной гидромеханики.
Существуют различные подходы к учету в моде-
ли сложной структуры среды [1,2]. Классический
подход приводит к моделям двойной и тройной
пористости и проницаемости, учет случайности в
распределении неоднородностей порождает сто-

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Лукащук С.Ю.

хастические модели, для описания трещиновато-
пористых сред применяют фрактальную геомет-
рию. При этом вне зависимости от подхода учет
структуры среды неизбежно ведет к усложнению
математической модели и увеличению числа ее
параметров, требующих идентификации для воз-
можности ее практического использования. В этой
связи несомненный интерес представляют моде-
ли, обладающие относительно небольшим коли-
чеством параметров, но позволяющие адекватно
описывать исследуемые процессы с требуемой для
практики точностью.

Одиниз современныхи активно развивающих-

http://mfs.uimech.org/mfs2023.2.009
http://mfs.uimech.org/mfs2023.2.009
https://doi.org/10.21662/mfs2023.2.009
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ся в последнее время подходов к построению та-
ких моделей основан на использовании аппара-
та интегро-дифференцирования дробного поряд-
ка [3]. В основе подхода лежит идея о том, что вли-
яние неоднородности и сложности среды на иссле-
дуемый процесс переноса может быть описано в
терминах памяти и пространственной нелокально-
сти [4,5]. В этом случае отпадает необходимость в
описании собственно внутренней структуры сре-
ды, которая в подавляющем большинстве случа-
ев является неизвестной. В результате неоднород-
ная среда приближается к модельной однородной,
но обладающей эффектами памяти или простран-
ственной нелокальности, которые математически
могут быть описаны интегральными операторами
с разностными ядрами. Аналогичный подход изве-
стен в линейной наследственной теории фильтра-
ции [6]. Использование в качестве ядер степенных
функций приводит к интегральными дифференци-
альным операторам дробного порядка. В рамках
феноменологического подхода такие операторы
обычно включаются в математические записи фе-
номенологических гипотез (таких, например, как
закон Дарси). Важно отметить, что при этом основ-
ные балансные уравнения, вытекающиеиз законов
сохранения, остаются неизменными. Полученные
в результате такого подхода модели математиче-
ски представляют собой так называемые дробно-
дифференциальные уравнения [7]. По сравнению с
классическими, дополнительными параметрами
таких моделей являются только дробные порядки
интегрирования или дифференцирования, число
которых в рамках одной модели обычно невелико
(как правило, один-два). При этом, однако, меня-
ется физический смысл некоторых основных коэф-
фициентов модели, так как они приобретают дроб-
ную размерность. Это неизбежно приводит к необ-
ходимости их дополнительной идентификации.

Особенностьюдробно-дифференциальныхмо-
делей переноса является аномальность описывае-
мых ими процессов [7,8]. Такие процессы при сто-
хастическом рассмотрении не подчиняются гаус-
совой статистике и имеют степенную асимптоти-
ку в функциях распределения [9]. Важно отметить,
что в этом случае аномальность является след-
ствием специального вида усреднения, приводя-
щего к неполному описанию среды [7]. Например,
в трещиновато-пористой среде с развитой структу-
рой трещин при усредненном описании в рамках
однородноймодели наблюдается ускоренная филь-
трация, протекающая по супердиффузионному ме-
ханизму. И напротив, наличие в среде различных
локальных включений и каверн, играющих роль
ловушек для фильтрующейся фазы, может приво-

дить к замедлению фильтрационного процесса по
субдиффузионному механизму. При этом при из-
мерениях в реальных пластовых системах аномаль-
ность процессов будет наблюдаться непосредствен-
но, поскольку в этом случае измеряемые парамет-
ры всегда являются усредненными. Например, при
измерении дебита скважины нет возможности из-
мерить отдельно доли флюида, приходящие по се-
ти трещин и через основную пористую матрицу.

Однойиз первых работ, в которой для учета эф-
фекта памяти в закон Дарси был включен оператор
дробного дифференцирования по времени, явля-
ется статья [10]. В дальнейшем этот подход успеш-
но применялся для моделирования трещиновато-
пористых коллекторов [11,12]. В целом, в настоя-
щее время для задач подземной гидромеханики
уже предложено и исследовано достаточно боль-
шое количество дробно-дифференциальных мате-
матических моделей (см., например, обзор [13]).
Вопросам феноменологического подхода к постро-
ению нелинейных дробно-дифференциальных мо-
делей фильтрации посвящена работа [14]. Тем не
менее многие, в том числе классические зада-
чи многофазной фильтрации в рамках дробно-
дифференциального подхода, все еще слабо изу-
чены. Настоящая статья призвана частично вос-
полнить этот пробел применительно к процессу
ускоренной двухфазной фильтрации с учетом ка-
пиллярных сил в среде со степенной памятью.

2. Дробно-интегральное обобщение
уравнения Рапопорта–Лиса
Рассмотрим процесс двухфазной фильтрации

в среде с памятью с учетомкапиллярных сил. Среда
считается однородной и недеформируемой, филь-
трующиеся фазы — несжимаемыми. Ограничим-
ся рассмотрением одномерного течения в случае
плоской симметрии. Соответствующие уравнения
неразрывности для фаз хорошо известны [15] и
имеют вид:

ϕ
∂s1

∂t
+ ∂w1

∂x
= 0,

ϕ
∂s2

∂t
+ ∂w2

∂x
= 0.

(1)

Здесь ϕ — пористость среды; t — время; wi и si —
скорость и насыщенность i-й фазы (i = 1, 2), соот-
ветственно. Насыщенности связаны соотношени-
ем s1 + s2 = 0, поэтому в дальнейшем обозначим

s1 = s, s2 = 1 − s.

Тогда из (1) следует, что суммарная скорость двух-
фазного потока w = w1 + w2 не зависит от про-
странственной координаты x: w = w(t).
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Пусть для фаз выполнены дробно-
интегральные обобщения закона Дарси (гра-
витационными силами пренебрегаем):

wi = − kkri
µiTα

t0 Iαt

(
∂pi
∂x

)
, 0 < α < 1, i = 1, 2, (2)

где k—проницаемость пористой среды; kri — отно-
сительная фазовая проницаемость i-й фазы; µi —
динамическая вязкость i-й фазы; pi —давление i-й
фазы; Tα — временной релаксационный параметр,
имеющий дробную размерность сα;

(t0 Iαt y)(t, x) = 1
Γ(α)

∫ t

t0

y(τ, x)
(t − τ)1−α dτ

— интеграл дробного порядка α [3]; Γ(α) —
гамма-функция.

Феноменологические соотношения (2) являют-
ся специальным частным случаем известной на-
следственной фильтрационной модели [6], учиты-
вающей неравновесные эффекты, и определяют
ускоренный (супердиффузионный) режим филь-
трации [14]. В предельном случае α = 0 оператор
дробного интегрирования t0 Iαt превращается в еди-
ничный и уравнения (2) переходят в классические
законы Дарси для фаз.

В дальнейшем будем предполагать, что про-
ницаемость среды и относительные фазовые про-
ницаемости в (2) не зависят от характеристик па-
мяти среды. Как и в классическом случае, также
будем полагать, что относительные фазовые про-
ницаемости являются функциями насыщенности:
kri = kri(s) (i = 1, 2). Таким образом, влияние памя-
ти в рассматриваемой модели будет определяться
двумя постоянными параметрами: порядком α и
коэффициентом Tα. Будем рассматривать простей-
ший случай k = const, µi = const (i = 1, 2), который
позволит относительно просто выявить основные
качественные отличия рассматриваемой дробно-
интегральной модели от классической.

Для сокращения записи введем дробные ана-
логи подвижностей фаз:

λαi(s) = kkri(s)
µiTα

, i = 1, 2.

Рассмотрим процесс фильтрации с учетом ка-
пиллярных сил. Тогда давления фаз связанымежду
собой через капиллярное давление pc:

p2 − p1 = pc. (3)

Капиллярное давление является функцией насы-
щенности и по аналогии с классической пористой
средой может быть записано в виде [15]

pc(s) = p̄c J(s),

где J(s) — функция Леверетта; p̄c — характерное
капиллярное давление, соответствующеенасыщен-
ности s = ŝ такой, что J(ŝ) = 1. Для обычной по-
ристой среды p̄c зависит от проницаемости k и по-
ристости ϕ, в случае среды с памятью p̄c может до-
полнительно зависеть от α и Tα.

С учетом (2) и (3), в силу линейности опера-
торов дифференцирования и дробного интегри-
рования, соотношение для суммарной скорости
двухфазного потока w может быть записано в виде

−w(t) = [λα1(s) + λα2(s)]t0 Iαt

(
∂p1

∂x

)
+

+ p̄cλα2(s) t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)
.

Выражая отсюда слагаемое с p1 и подставляя его
в обобщенный закон Дарси для скорости первой
фазы, находим

w1 = f (s)
[

w(t) + p̄cλα2(s) t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)]
, (4)

где

f (s) = λα1(s)
λα1(s) + λα2(s) = kr1(s)

kr1(s) + µ1
µ2

kr2(s)

— функция Бакли–Леверетта. Заметим, что по-
скольку относительные фазовые проницаемости
предполагаются независящими от α, функция f (s)
также не зависит от α.

Подстановка (4) в первое уравнение систе-
мы (1) приводит к дробно-интегральному обобще-
нию уравнения Рапопорта–Лиса:

ϕ
∂s
∂t

+ w(t) f ′(s) ∂s
∂x

+

+ ∂

∂x

[
gα(s)t0 Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)]
= 0,

(5)

где
gα(s) = p̄c f (s)λα2(s).

В предельном случае α = 0 это уравнение пере-
ходит в классическое уравнение Рапопорта–Лиса.
Заметим также, что в случае pc = const нелокаль-
ное слагаемое в (5) обращается в нуль и в резуль-
тате получается уравнение Бакли–Леверетта [15].
Таким образом, в рассматриваемой модели память
среды будет проявляться только при переменном
капиллярном давлении.

Для нахождения однозначного решения урав-
нения (5) необходимо поставить соответствующую
начально-краевую задачу. Поскольку это уравне-
ние содержит только оператор дробного интегри-
рования, но не дробного дифференцирования, мо-
гут быть использованы обычные начальные и гра-
ничные условия. Например, если в ограниченной
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области 0 ⩽ x ⩽ L рассматривается задача вы-
теснения, в которой первая фаза является вытес-
няющей, то начальные и граничные условия для
уравнения (5) могут быть записаны в виде:

s(t0, x) = s0, 0 ⩽ x ⩽ L, (6)

s(t, 0) = s1,
∂s
∂x

∣∣∣
x=L

= 0, t > t0, (7)

где s0 —некоторая начальная насыщенность, а s1 —
насыщенность на границе закачки вытесняющей
фазы. Если закачивается «чистая» первая фаза, то
можно положить s1 = 1, в этом случае f (s1) = 1.

В силу переменности коэффициентов уравне-
ния (5) в общем случае решение задачи (5)–(7) воз-
можно только численно. Однако ряд качественных
характеристик процесса вытеснения в среде с па-
мятью может быть получен аналитически из рас-
смотрения специальной модельной задачи.

3. Влияние памяти среды на
структуру скачка насыщенности
Хорошо известно [15], что в случае постоянной

скорости w(t) = w0 = const классическое урав-
нение Рапопорта–Лиса допускает решение типа
бегущей волны. Это обусловлено его инвариантно-
стью относительно преобразований переноса как
по пространственной, так и по временной пере-
менным. Именно это решение имеет основное зна-
чение в задаче одномерного вытеснения несмеши-
вающихся жидкостей с учетом капиллярных сил.

Оператор дробного интегрирования t0 Iαt не ин-
вариантен относительно преобразования переноса
по t при конечном пределе интегрирования t0 [16].
Поэтому, в отличие от классического случая, урав-
нение (5) при t0 > −∞ решения типа бегущей
волны не допускает.

Темнеменее, ситуацияменяется при t0 → −∞.
Этот случай соответствует так называемой полной
памяти среды [7]. Тогда оператор −∞ Iαt уже инва-
риантен относительно преобразования переноса
по t и в этом случае уравнение (5) будет обладать
решением типа бегущей волны вида

s(t, x) = φ(ξ), ξ = x − ct, (8)

где c — скорость движения волны.
Рассмотрим модельную задачу вытеснения в

неограниченном коллекторе как задачу распада
разрыва. В этом случае x ∈ (−∞, ∞), а начальные
и граничные условия имеют следующий вид:

s(t0, x) =
{

s1, x < 0,

s0, x > 0;
(9)

lim
x→−∞

∂s(t, x)
∂x

= lim
x→∞

∂s(t, x)
∂x

= 0, t ⩾ t0. (10)

Поскольку s = const является решением уравне-
ния (5), то, не ограничивая общности, можно пола-
гать, что условия (9) и (10) выполнены и при всех
временах t < t0. Тогда в уравнении (5) можно по-
ложить t0 = −∞ и рассматривать процесс вытесне-
ния в среде с полной памятью. В этом случае при
t > t0 будет справедливо решение типа бегущей
волны (8), в котором в качестве c будет выступать
скорость движения скачка насыщенности.

Рассмотрим, как в этом случае преобразует-
ся дробный интеграл, входящий в уравнение (5).
Имеем

−∞ Iαt

(
J′(s) ∂s

∂x

)
=

= 1
Γ(α)

∫ t

−∞

1
(t − τ)1−α

∂J(s(τ, x))
∂x

dτ =

= 1
Γ(α)

∫ t

−∞

1
(t − τ)1−α

∂J(φ(x − cτ))
∂x

dτ =

= c−α

Γ(α)

∫ ∞

ξ

1
(η− ξ)1−α

dJ(φ(η))
dη

dη =

= c−α
ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
.

В результате дробно-интегральное уравнение
Рапопорта–Лиса (5) редуцируется к обыкновенно-
му дробно-дифференциальному уравнению:

−cϕ
dφ
dξ

+ w0
d fα(φ)

dξ
−

−c−α d
dξ

[
gα(φ)ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)]
= 0.

Нетрудно заметить, что, как и в классиче-
ском случае, полученное уравнение один раз
легко интегрируется:

cϕφ− w0 f (φ) + c−αgα(φ)ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= C, (11)

где C — постоянная интегрирования, которая мо-
жет быть найдена из граничных условий.

Поскольку при pc = 0 уравнение (5) перехо-
дит в классическое уравнение Бакли–Леверетта,
остаются справедливы все ключевые соотношения,
полученные в классической теории двухфазной
фильтрации при отсутствии капиллярных эффек-
тов [15]. Тогда, как и в случае классического уравне-
ния Рапопорта–Лиса, решение уравнения (11) при
ξ → ±∞ должно сопрягаться с решением уравне-
ния Бакли–Леверетта. В результате получаем, что
решение уравнения (5) должно удовлетворять сле-
дующим предельным соотношениям:

lim
ξ→−∞

φ(ξ) = sc, lim
ξ→+∞

φ(ξ) = s0, (12)
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где s0 — начальная насыщенность из (9), а sc —
так называемая насыщенность на скачке. В задаче
Бакли–Леверетта выделяется случай стационарно-
го скачка, когда насыщенности по обе стороны от
него остаются постоянными [15]. В этом случае sc
определяется как решение уравнения

f ′(sc) = f (sc) − f (s0)
sc − s0

. (13)

Очевидно, что физический смысл будут иметь
только те решения уравнения (11), на которых вхо-
дящий в это уравнение дробный интеграл прини-
мает конечные значения при ξ → ±∞. Учитывая,
что интегральное уравнение

(ξ Iα∞y)(ξ) = a, aconst,

имеет только тривиальное решение y = 0, при ко-
тором a = 0, получаем

lim
ξ→∞

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= 0.

Тогда переходя в уравнении (11) к пределу при
ξ → ∞, с учетом второго условия из (12) находим
значение постоянной C:

C = cϕs0 − w0 f (s0).

В результате (11) сводится к дробно-
дифференциальному уравнению

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= Fα(φ), 0 < α < 1, (14)

где

Fα(φ) = w0( f (φ) − f (s0)) − cϕ(φ− s0)
c−αgα(φ) .

Решение этого уравнения должно удовлетворять
первому из условий в (12).

Определим теперь характер распределения на-
сыщенности вблизи условных границ скачка. Рас-
смотрим уравнение (14) при значениях φ близких
к s0, то есть при достаточных больших значени-
ях координаты ξ. Пусть s0 > s∗, где s∗ — остаточ-
ная насыщенность первой фазы. Тогда f (s0) > 0
и, следовательно, gα(s0) > 0. В этом случае с
использованием разложения

f (φ) ≈ f (s0) + f ′(s0)(φ− s0), φ → s0,

уравнение (14) линеаризуется и приводится к виду

ξ Iα∞

(
dφ
dξ

)
= A(φ− s0), ξ → ∞,

где постоянная

A0 = w0 f ′(s0) − cϕ
c−αgα(s0)J′(s0) .

Заменой переменных ψ = φ − s0 это уравнение
приводится к однородному:

ξ Iα∞

(
dψ
dξ

)
= A0ψ.

Учитывая известное [3] соотношение

ξ Iα∞e−λξ = λ
−αe−λξ, λ > 0,

находим его решение в виде

ψ(ξ) = C0e−λ0ξ, λ0 = (−A0)
1

1−α ,

где C0 — постоянная интегрирования. Решение
имеет смысл при A0 < 0. Таким образом, в рас-
сматриваемом случае на правой границе скачок
насыщенности экспоненциально убывает и стре-
мится к s = s0.

Пусть теперь s0 = s∗. Найдем асимптотику
функции Fα(φ) при φ → s∗. Имеем f (s∗) = 0, поэто-
му gα(s∗) = 0. На практике относительные фазо-
вые проницаемости часто аппроксимируются сте-
пенными зависимостями. Пусть kr1(s) ∼ (s − s∗)n,
n > 1. Тогда f (s) ∼ (s − s∗)n и gα(s) ∼ (s − s∗)n,
поэтому Fα(φ) ∼ (φ− s∗)1−n. Таким образом, в точ-
ке φ = s∗ правая часть уравнения (14) становится
сингулярной. Это означает, что дробный интеграл
в левой части должен расходиться, что противо-
речит физике процесса. Отсюда следует, что, как
и в классическом случае α = 0, значение s = s∗
достигается не асимптотически, а при конечном
значении координаты ξ, то есть имеется выражен-
ный фронт вытеснения [15].

Теперь рассмотрим асимптотику на левой гра-
нице. Переходя в (14) к пределу при ξ → −∞ и
учитывая первое соотношение из (12), получаем

lim
ξ→−∞

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
= S,

где

S = w0[ f (sc) − f (s0)] − cϕ(sc − s0)
c−αgα(sc)

.

Отметим, что в классическом случае S = 0 в си-
лу условия φ′(−∞) = 0. В среде с памятью всегда
S ̸= 0, поскольку функция Леверетта является од-
нозначной [15], и подынтегральное выражение в
приведенном выше дробном интеграле не меняет
знак при ξ ∈ (−∞, ∞). Для стационарного скачка с
учетом выражения (13) получаем

S = Ss(sc − s0), Ss = w0 f ′(sc) − cϕ
c−αgα(sc)

. (15)
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Это уравнение служит для нахождения скорости
c, однако выписать его решение в явном виде не
представляется возможным.

Далее заметим, что

ξ Iα∞y ≡ 1
Γ(α)

∫ ∞

ξ

y(η)dη
(η− ξ)1−α =

= 1
Γ(α)

∫ ∞

−∞

y(η)dη
|η− ξ|1−α − 1

Γ(α)

∫ ξ

−∞

y(η)dη
(ξ− η)1−α .

Принимая во внимание условие φ′(−∞) = 0, полу-
чаем, что второй интеграл в этом случае обращает-
ся в нуль, поэтому

lim
ξ→−∞

1
Γ(α)

∫ ∞

−∞

J′(φ)
|η− ξ|1−α

dφ
dη

dη = S.

Тогда, с учетом обозначения для левостороннего
дробного интеграла

−∞ Iαξ y = 1
Γ(α)

∫ ξ

−∞

y(η)dη
(ξ− η)1−α ,

для достаточно больших отрицательных значений
ξ находим

ξ Iα∞

(
J′(φ) dφ

dξ

)
≈ S − −∞ Iαξ

(
J′(φ) dφ

dξ

)
.

Подставляя данное представление в уравне-
ние (14) и учитывая конечность значения J′(sc)
получаем, что асимптотическое поведение скач-
ка насыщенности при ξ → −∞ описывается
линейным уравнением

−∞ Iαξ

(
dφ
dξ

)
= Ac(sc − φ) + Bc(sc − φ)2, (16)

где

Ac = Ssgα(sc) − Sg′
α(sc)

gα(sc)J′(sc)
, Bc = Ssg′

α(sc)
gα(sc)J′(sc)

.

Для обычной пористой среды (α = 0) имеем
S = 0, а в случае стационарного скачка и Ss = 0.
Тогда Ac = 0 и правая часть асимптотического
уравнения (16) является квадратичной. В теории
двухфазной фильтрации этот случай хорошо изве-
стен [15]. В случае среды с памятью S ̸= 0 и для
стационарного скачка выполнено (15), при этом
Ss ̸= 0. Тогда Ac = 0 только при условии

gα(sc) = g′
α(sc)(sc − s0).

В результате существует единственная пара (sc, s0),
определяющая стационарный скачок и являющая-
ся решением системы уравнений (13), (16).

Для нестационарного скачка условие (13) уже
не выполнено. Тогда при заданном sc значение s0
будет определяться уравнением

Ssgα(sc) = Sg′
α(sc).

Таким образом, в среде с памятью квадратич-
ная правая часть в уравнении (16) возможна только
при определенных значениях начальной насыщен-
ности s0, однозначно связанных с насыщенностью
на скачке sc. Во всех остальных случаях Ac ̸= 0 и
правая часть асимптотического уравнения (16) бу-
дет в главном приближении линейной.

Найдем теперь левую асимптотику скачка в
линейном случае. Подстановкой ψ = sc − φ уравне-
ние (16) приводится к виду

−∞ Iαξ

(
dψ
dξ

)
= −Acψ,

решением которого является функция

ψ(ξ) = Cceλcξ, λc = (−Ac)
1

1−α .

Здесь Cc — постоянная интегрирования, определя-
емая по условной границе скачка. Решение имеет
смысл при Ac < 0. В этом случае при ξ → −∞
скачок насыщенности асимптотически экспонен-
циально стремится к s = sc.

Теперь рассмотрим уравнение (16) при усло-
вии Ac = 0. Выполняя, как и ранее, подстановку
ψ = sc − φ, приводим это уравнение к виду

−∞ Iαξ

(
dψ
dξ

)
= −Bcψ

2.

Используя известную [3] формулу дробного инте-
грирования степенной функции

−∞ Iα
ξ
(b − aξ)γ−1 = 1

aα
Γ(1 − α− γ)

Γ(1 − γ) (b − aξ)α+γ−1,

a > 0, aξ < b, α+ γ < 1,

приходим к следующему степенному решению
рассматриваемого уравнения:

ψ(ξ) = − 1
Bc

Γ(2 − 2α)
Γ(1 − α)

1
(Cc − ξ)1−α , 0 < α < 1.

Здесь, как и ранее, Cc — постоянная интегриро-
вания, задающая условную границу асимптотиче-
ской области скачка. Таким образом, в этом случае
на левой границе скачок имеет степенную асимп-
тотику — так называемый «тяжелый хвост».
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4. Приближенное решение дробно-
интегрального уравнения
Рапопорта–Лиса
В предельном случае α = 0 уравнение (14) яв-

ляется обыкновенным дифференциальным урав-
нением первого порядка и легко интегрируется.
Это решение хорошо известно (см., например, [15]).
При 0 < α < 1 задача построения решения
дробно-дифференциального уравнения (14) стано-
вится нетривиальной. Методов нахождения точ-
ного решения этого уравнения для случая про-
извольной функции Fα(φ) не существует. Поэто-
му в настоящей работе построим его прибли-
женное аналитическое решение при некоторых
дополнительных ограничениях.

Прежде всего заметим, что функция Леверетта
J(φ) является однозначной [15]. Тогда уравнение
J(φ) = u может быть однозначно разрешено отно-
сительно φ: φ = J−1(u). В результате (14) может
быть переписано в виде

ξ Iα∞

(
du
dξ

)
= F̃α(u), 0 < α < 1,

где F̃α(u) = Fα(J−1(u)). В данном случае u = u(ξ)—
новая зависимая переменная.

Далее рассмотрим случай, когда параметр α
в уравнении (14) близок к нулю, то есть может
рассматриваться как малый параметр. Обозначим
α = ε, 0 < ε ≪ 1. Тогда используя известную [3]
формулу разложения дробного интеграла по по-
рядку дробного интегрирования

(ξ Iε∞y)(ξ) = y(ξ)+

+ε
[
γy(ξ) + d

dξ

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)y(η)dη
]

+ o(ε),

где γ ≈ 0, 57721566 — постоянная Эйлера, уравне-
ние (14) с точностью o(ε) можно приблизить следу-
ющим нелинейным интегро-дифференциальным
уравнением с малым параметром

(1 + εγ) du
dξ

+ ε
d2

dξ2

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)u(η)dη = F̃α(u). (17)

Будем искать решение уравнения (17) в виде
u(ξ) = u0(ξ) + εu1(ξ) + o(ε). Послеподстановки это-
го решения в уравнение (17) и расщепления его по
ε, приходим к системе:

du0

dξ
= F̃α(u0),

du1

dξ
− F̃′

α(u0)u1 = −γF̃α(u0) − dL
dξ

,
(18)

где
L(ξ) =

∫ ∞

ξ

ln(η− ξ)F̃α(u0(η))dη.

Первое уравнение в (18) легко интегрируется
в квадратурах: ∫ du0

F̃α(u0)
= ξ+ C0, (19)

где C0 — произвольная постоянная.
Второе уравнение системы (18) является ли-

нейным неоднородным обыкновенным дифферен-
циальным уравнением первого порядка и решает-
ся в явном виде:

u1(ξ) = (C1 − γξ)F̃α(u0) − L(ξ)−

−
∫ F̃′

α(u0)
F̃α(u0)

L(ξ)dξ.
(20)

Таким образом, в неявном виде приближенное
решение уравнения (14) имеет вид:

φ(ξ) ≈ J−1(u0(ξ) + εu1(ξ))

или

φ(ξ) ≈ J−1(u0(ξ)) + εu1(ξ)(J−1)′(u0(ξ)),

в которомфункции u0 и u1 определяются соотноше-
ниями (19) и (20). Тем самым, для насыщенности
построено приближенное решение типа бегущей
волны s(t, x) = φ(x − ct).

5. Заключение
Полученные в работе результаты исследова-

ния процесса двухфазной фильтрации в среде со
степенной памятью носят преимущественно ка-
чественный характер. Более детальное исследо-
вание может быть выполнено методами компью-
терного моделирования. При этом интерес будет
представлять сравнение численного решения с
построенным в работе приближенным аналити-
ческим решением типа бегущей волны с точки
зрения границ применимости последнего. Также
остается открытым вопрос о характере поведе-
ния решения полученного дробно-интегрального
уравнения Рапопорта–Лиса в случае конечности
коллектора и степени его отличия от решения
типа бегущей волны. Приведенные задачи опре-
деляют направления ближайших исследований
по данной тематике.
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Fractional-order integral generalization
of the Rapoport–Leas equation

Lukashchuk S.Yu.

Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

A one-dimensional time-fractional integral model for a two-phase flow through a porous medium with power-law
memory in the presence of capillary forces is considered. Based on the time-fractional integral generalization
of Darcy’s law and the classical mass balance equations for phases, neglecting gravity forces, a time-fractional
integral generalization of the Rapoport–Leas equation is derived. It is shown that in the limiting case of constant
capillary pressure, the obtained equation coincides with the classical Buckley–Leverett equation. An example of
initial boundary value problem for the derived fractional integral equation is given for the case of a finite reservoir.
Unlike the classical Rapoport–Leas equation, its time-fractional integral analogue does not have a traveling wave
solution in general case. It is due to the fact that the fractional integral with a finite lower limit is not invariant with
respect to translations in time. However, for the model problem of two-phase displacement in an unbounded reservoir,
considered as a discontinuity breakup problem, the full memory approximation is valid. In this case the obtained
equation has a traveling wave solution. In this approximation, relations for the main characteristics of the saturation
jump on the shock are obtained. In particular, it is shown that the speed of the shock can be found from an equation
that includes the time-fractional integral characteristic of the Leverett function. The behavior of the shock near its
left and right boundaries is also asymptotically studied for different saturation levels at the boundaries. It has been
proven that if the initial saturation exceeds the residual saturation of the displacing phase, then on the right boundary
the saturation at the jump exponentially tends to the initial one. On the left boundary, the asymptotic behavior of the
jump is also exponential, with the exception of one special case in which it becomes a fractional power law. For the
equation in question, an approximate solution has been analytically constructed for the case of «weak» full memory,
when the order of fractional integration is close to zero and can be considered as a small parameter.

Keywords: two-phase flow in porous media, capillary forces, fractional integral, fractional-order integral Darcy’s law,
transient wave solution, small parameter, approximate solution
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Исследование собственных функций возмущения
радиальной составляющей скорости потока1

Низамова А.Д.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

Рассмотрено течение термовязкой модельной жидкости в кольцевом канале с заданным температурным полем.
Задача об устойчивости течения термовязкой жидкости решается на основе обобщенного уравнения спектраль-
ным методом разложения по полиномам Чебышева первого рода. Исследуется влияние учета экспоненциальной
зависимости вязкости жидкости от температуры и геометрии канала на спектральные характеристики уравнения
гидродинамической устойчивости течения несжимаемой жидкости в кольцевом канале. Численно получены
спектры собственных значений. Спектральные характеристики определяют структуру собственных функций и кри-
тические параметры течения термовязкой жидкости. При этом собственные функции демонстрируют поведение
возмущений поперечной скорости, их возможный рост или затухание с течением времени. Построены графики
собственных функций обобщенного уравнения устойчивости течения в кольцевом канале. Показано, что структура
спектров в значительной степени зависит как от свойств жидкости, определяемых показателем функциональной
зависимости вязкости, так и от геометрии канала. Устойчивость течения термовязкой жидкости зависит от наличия
собственного значения с положительной мнимой частью среди всего множества найденных собственных значений
при фиксированных параметрах числа Рейнольдса и волнового числа. Установлено, что при малых значениях
параметра термовязкости спектр сопоставим спектру для изотермического течения жидкости в плоском канале,
однако при его увеличении число собственных значений и их плотность возрастают, то есть существует большее
количество точек, при которых задача имеет ненулевые амплитуды возмущений поперечной скорости. Стоит
отметить, что разнообразию спектров собственных значений соответствует разнообразие собственных функций,
имеющих нетривиальный характер распределения амплитуды осцилляций по сечению в каждом случае. Гладкие
кривые получаются для узкого канала, как и для случая плоского канала. Однако при увеличении отношения
радиусов канала наблюдается появление «скачков». Также заметим, что собственные функции не обладают
признаком симметрии, это следует из того, что профиль скорости в невозмущенном состоянии также не обладает
симметрией. Максимальные значения собственных функций смещены вправо от центра канала, что соответствует
тому, что возмущения возникают и интенсивно растут вблизи горячей стенки.

Ключевые слова: термовязкая жидкость, гидродинамическая устойчивость, собственные функции,
кольцевой канал

1. Введение
В исследованиях устойчивости течений жидко-

стей в плоских каналах в настоящее время накоп-
лен достаточный задел, однако при изучении этой
задачи часто пренебрегают воздействием темпе-
ратурного фактора на смену режима течений. На-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект№ 22-21-00915).

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Низамова А.Д.

пример, в работах [1–5] численно получено крити-
ческое число Рейнольдса равное 5772, при котором
течение становится неустойчивым. Однако, в рабо-
те [6] выполнен учет температурной зависимости
вязкости жидкости. Проведено численное исследо-
вание течения водного раствора пропиленглико-
ля 45 %, имеющего широкое применение в систе-
мах отопленияпромышленныхпомещений, в плос-
ком канале, и установлено, что критическое число
Рейнольдса снижается до 1563 и зависит от функ-
ционального вида зависимости вязкости жидкости
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от температуры. Так как течения жидкостей возни-
кают в различных отраслях промышленности при
эксплуатации технических устройств, то в этих слу-
чаях важной проблемой является выявление осо-
бенностей течений при различных режимах, от-
носительно энергетической эффективности важен
ламинарный режим, однако при учете эффектив-
ности тепломассопереноса — турбулентный.

2. Постановка задачи
Рассмотрим задачу об устойчивости течения

термовязкой жидкости в кольцевом канале с задан-
ным профилем температуры.

Задача гидродинамической устойчивости те-
чения термовязкой жидкости в плоскопарал-
лельном канале с неоднородным температур-
ным полем сводится к обобщенному уравнению
Орра–Зоммерфельда [6–8].

Аналогично плоскому случаю рассмотрим те-
чение несжимаемой термовязкой жидкости в коль-
цевом канале под действием перепада давления с
фиксированными внешним и внутренним радиуса-
ми канала и нагреваемым внутренним стержнем.

Аналогичными к задаче о гидродинамической
устойчивости термовязкой жидкости в плоском
канале преобразованиями получим обобщенное
уравнение об устойчивости течения жидкости в
кольцевом канале:
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с граничными условиями:

φ(r1) = φ(r2) = 0, φ
′(r1) = φ′(r2) = 0,

где r2 и r1 — внешний и внутренний радиусы кана-
ла; µ = exp(−αT) — вязкость жидкости; φ(y) — ам-
плитуда возмущения радиальной компоненты ско-
рости; u0 = u0(y) — профиль скорости в невозму-
щенномсостоянии; i—мнимая единица; c = w/k—
фазовая скорость волны вдоль оси канала (соб-
ственное значение); w — частота; k — проекция
волнового вектора на ось канала (волновое число);
Re— число Рейнольдса. Все параметры представ-
лены в безразмерном виде; s = r2

r1
− 1.

Следует отметить, что вывод представленно-
го выше уравнения осуществлялся при задании

возмущений только на давление и компоненты
вектора скорости.

Для решения задачи об устойчивости тече-
ния жидкости необходимо найти все собственные
значения c, которым соответствуют нетривиаль-
ные собственные функции φ(y). Тогда критерием
неустойчивости, очевидно, будет условие ci > 0:
если существует хотя бы одно собственное значе-
ние c положительной мнимой частью, то течение
является неустойчивым при заданных числе Рей-
нольдса и волновомчисле. Еслиже все собственные
значения имеют неположительную мнимую часть,
то течение устойчивое при заданных параметрах.

Условие ci = 0 дает нейтральную кривую, на
которой возмущения не растут и не затухают. Ми-
нимальное значение числа Рейнольдса на ней-
тральной кривой называется критическим числом
Рейнольдса Recr.

Согласно теории [5] рассматривается устойчи-
вость течений жидкостей относительно возмуще-
ний поперечной скорости, так как они являются
самыми «опасными» для турбулизации течения.

3. Результаты численного исследова-
ния

Численное исследование выполнялось с помо-
щью спектрального метода разложения по полино-
мам Чебышева первого рода [6].

Построены собственные функции для соб-
ственных значений, которые располагаются на
левой ветви, объединяющей моды Эйри (A),
включающей единственную неустойчивую моду
с положительной мнимой частью собственного
значения, и на правой ветви, объединяющей
моды Пекериса (P).

Разнообразию спектров собственных значе-
ний [9, 10] соответствует разнообразие собствен-
ных функций, имеющих нетривиальный характер
распределения амплитуды осцилляцийпо сечению
в каждом случае (рис. 1 и 2). Гладкие кривые полу-
чаются для узкого канала, как и для случая плос-
кого канала. Однако при увеличении отношения
радиусов канала наблюдается появление «скачков».
Стоит отметить, что собственные функции не об-
ладают признаком симметрии, это следует из того,
что профиль скорости вневозмущенном состоянии
такжене обладает симметрией.Максимальные зна-
чения собственных функций смещены вправо от
центра канала, что соответствует тому, что воз-
мущения возникают и интенсивно растут вблизи
горячей стенки.
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Рис. 1. Собственные функции для Re = 104, k = 1, α = 0.001, s = 0.001 и ветвей A (а) и P (б)
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Рис. 2. Собственные функции для Re = 104, k = 1, α = 2, s = 2 и ветвей A (а) и P (б)
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4. Заключение
Установлено, что учет зависимости вязкости

от температуры значительно влияет на выводы
относительно гидродинамической устойчивости,
что, безусловно, важно при анализе режимов тече-
ния в каналах теплообменников. При одних и тех
же значениях чисел Рейнольдса и волновых чисел,
описывающих устойчивые режимы течения, увели-
чение параметра термовязкости и изменение гео-
метрических параметров канала может привести
к возникновению как устойчивых, так и неустой-
чивых режимов. Следует отметить, что при этом
происходит и качественное изменение структуры
собственных функций.
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Investigation of eigenfunctions of perturbation of the
radial component of flow velocity

Nizamova A.D.

Mavlyutov Institute of Mechanics, UFRC RAS, Ufa, Russia

The flow of a thermoviscous model fluid in an annular channel with a given temperature field is considered. The
problem of the stability of the flow of a thermoviscous fluid is solved on the basis of a generalized equation by the
spectral method of expansion in Chebyshev polynomials of the first kind. The influence of taking into account the
exponential dependence of fluid viscosity on temperature and channel geometry on the spectral characteristics of the
equation of hydrodynamic stability of incompressible fluid flow in an annular channel is investigated. The eigenvalue
spectra were obtained numerically. The spectral characteristics determine the structure of the eigenfunctions and the
critical parameters of the flow of a thermoviscous fluid. In this case, the eigenfunctions demonstrate the behavior
of transverse velocity disturbances, their possible growth or decay over time. Graphs of the eigenfunctions of the
generalized flow stability equation in an annular channel have been constructed. It is shown that the structure of the
spectra largely depends on both the properties of the liquid, determined by the functional dependence of viscosity,
and on the geometry of the channel. The stability of the flow of a thermoviscous fluid depends on the presence of
an eigenvalue with a positive imaginary part among the entire set of found eigenvalues for fixed parameters of the
Reynolds number and wave number. It has been established that at small values of the thermoviscosity parameter
the spectrum is comparable to the spectrum for isothermal fluid flow in a flat channel, however, as it increases, the
number of eigenvalues and their density increase, that is, there are a greater number of points at which the problem
has non-zero amplitudes of transverse velocity disturbances. It is worth noting that the diversity of eigenvalue spectra
corresponds to the diversity of eigenfunctions, which have a nontrivial distribution of the oscillation amplitude over
the cross section in each case. Smooth curves are obtained for a narrow channel, as for the case of a flat channel.
However, as the ratio of the channel radii increases, “jumps” appear. Also, note that the eigenfunctions do not have
the property of symmetry; this follows from the fact that the velocity profile in the unperturbed state also does not
have symmetry. The maximum values of the eigenfunctions are shifted to the right from the center of the channel,
which corresponds to the fact that disturbances arise and grow intensively near the hot wall.

Keywords: thermoviscous liquid, hydrodynamics instability, eigenfunctions, annular channel
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Исследование влияния температурной зависимости
вязкости на течение жидкости в кольцевых каналах1

Мухутдинова А.А.

Уфимский университет науки и технологий, Уфа

Для всех жидкостей характерно изменение вязкости в зависимости от температуры. В большинстве случаев
данной зависимостью принято пренебрегать, однако при исследовании течения жидкостей в условиях интен-
сивного теплообмена температурная зависимость вязкости может оказать значительное влияние на процессы
переноса массы и тепла. Следует отметить, что для некоторых жидкостей, таких как полимерные растворы
или биологические жидкости, температурная зависимость вязкости может быть крайне сложной и нелинейной.
В таких случаях игнорирование данной зависимости может привести к получению неточных результатов и
ошибкам. Кольцевые каналы находят широкое применение в различных технических системах, включая теп-
лообменники и гидравлические устройства. Понимание факторов, влияющих на процесс течения жидкости и
расход в таких каналах, является ключевым аспектом оптимизации их проектирования и эксплуатации. Одним
из основных факторов, оказывающих влияние на процесс течения и расход жидкости в кольцевых каналах,
является температурная зависимость вязкости жидкости. В настоящей работе исследовано влияние термовязкого
параметра монотонной и немонотонной температурных зависимостей вязкости и геометрического параметра
кольцевого канала на процесс течения и расход жидкости. Математическая модель включает в себя уравнение
неразрывности, уравнения Навье–Стокса и уравнение для температуры. Для численного решения этих урав-
нений применялись метод контрольного объема и алгоритм SIMPLE, который был модифицирован для учета
переменного коэффициента вязкости. Показано, что при течении жидкости в кольцевом канале с монотонной
зависимостью вязкости от температуры установившееся значение расхода близко к расходу при максимальной
вязкости. Однако в случае жидкости с немонотонной зависимостью вязкости от температуры расход существенно
зависит от параметра термовязкости.

Ключевые слова: кольцевой канал, термовязкая жидкость, расход жидкости

1. Введение
Вязкость жидкости — это ключевой параметр,

влияющий на эффективность технологических
процессов, таких как перекачивание нефти, про-
изводство полимеров и металлургические опера-
ции. Поэтому изучение температурной зависимо-
сти вязкости при течении жидкости в кольцевых
каналах является актуальной задачей для научных
и инженерных областей. Обычно с ростом темпе-
ратуры вязкость жидкостей уменьшается и опи-

1Работа выполнена при поддержке Российского научного
фонда в рамках проекта№ 22-21-00915.
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сывается экспоненциально убывающей функцией.
Однако некоторые вещества имеют аномальную
температурную зависимость вязкости, связанную
с процессами полимеризации и деполимеризации,
например, жидкой серы, растворов полимеров, рас-
плавов металлов и особенно вязкой нефти.

Изучение течения жидкостей в кольцевых ка-
налах, вязкость которых зависит от температуры,
имеет важнейшее значение для различных инже-
нерных приложений, таких как теплообменники,
трубопроводы и реакторы [1–3]. Это сложное яв-
ление зависит от множества факторов, включая
геометрию канала, скорость течения, температуру
и вязкость жидкости.

http://mfs.uimech.org/mfs2023.2.011
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2. Постановка задачи
Рассматривается ламинарное течение несжи-

маемой жидкости с переменной вязкостью (т.е.
жидкость, вязкость которой зависит от темпера-
туры) в кольцевом канале, образованном двумя со-
осными круговыми цилиндрами разных радиусов.
Течение происходит под действием фиксированно-
го перепада давления ∆P. Длину канала обозначим
через L, а егоширину— h (h = R − r0, где R—внеш-
ний радиус; r0 — внутренний радиус кольцевого
канала). Температура стенок канала — T0, втекаю-
щей жидкости — Tw. На рис. 1 показаны геометрия
кольцевого канала и выбранная осесимметричная
цилиндрическая система координат.

Математическая модель, которая включает в
себя уравнение неразрывности, уравнения Навье–
Стокса [4] и уравнение для температуры, представ-
лена в цилиндрических координатах с учетом осе-
вой симметрии и записана в безразмерной форме
следующим образом:
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где ur и uz — радиальная и осевая компоненты ско-
рости; P — давление в канале; µ — коэффициент
динамической вязкости жидкости; T — температу-
ра; Re — число Рейнольдса; Pe — число Пекле.

Во входном (z = 0) и выходном (z = L/R) сече-
ниях кольцевого канала задаются фиксированные
значения давления, а на стенках (r = r0/R, r = 1)—
условия прилипания для скорости, так что гранич-
ные условия для давления и компонент вектора
скорости имеют вид:

p(0) = 1, p(1) = 0,

ur(r0/R, z) = ur(R, z) = uz(r0/R, z) = ur(R, z).

Температура на входе в канал задается посто-
янной (T(r, 0) = 1), на выходе — ∂T/∂z = 0, а

Рис. 1. Геометрия канала

на стенках канала задаются граничные условия
первого рода:

T(r0/R, z) = T(1, z) = 0.

В начальный момент времени жидкость в ка-
нале покоится и имеет постоянную температуру:

ur(r, z) = uz(r, z) = 0,

p(r, z) = 0, T(r, z) = 0.

Функция µ = µ(T), включенная в уравнение,
описывает зависимость вязкости жидкости от тем-
пературы. В настоящей работе рассматриваются
два типа такой зависимости:

– монотонная зависимость вязкости от
температуры (рис. 2)

µ(T) = exp(−αT),

которая характерна для большинства жидкостей,
таких как вода, масло, пропиленгликоль и другие;

– немонотонная (аномальная) зависимость
вязкости от температуры (рис. 3)

µ(T) = exp
(

−β (T − 0.5)2
)

,

где α > 0 и β > 0 — параметры, описывающие ха-
рактер изменения вязкости. К аномально вязким
жидкостям относятся сера, жидкий фосфор, рас-
творы и расплавы полимеров и т.д.

3. Результаты и их обсуждение
Уравнения математической модели решались

численно с использованием метода контрольного
объема и алгоритма SIMPLE [5], модифицирован-
ных для учета переменного коэффициента вязко-
сти. Оригинальный компьютерный код реализован
на языке программирования C++ в кроссплатфор-
менной среде разработки Qt Creator.

Рассматриваются каналы с разным соотно-
шением h/r0, внешний радиус канал R при этом
остается постоянным. Будем считать канал сильно
удлиненным (L >> h). Расчеты проводились при
следующих значениях безразмерных параметров.
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Рис. 2. Монотонная зависимость вязкости от
температуры
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Рис. 3. Немонотонная зависимость вязкости от
температуры

Рассматриваются кольцевые каналы с отношени-
ем высоты канала к внутреннему радиусу h/r0 от
0.2 до 4, число Re = 104 и число Pe = 940.5, темпе-
ратура втекающей жидкости T0 = 1, температура
стенок канала Tw = 0. Размер R внешнего цилин-
дра кольцевого канала выбран в качестве харак-
терной величины. Следовательно, поиск решения
системы уравнений осуществляется внутри прямо-
угольной области, показанной на рис. 1. Для более
удобного представления результатов введены но-
вые переменные r и z, принимающие значения от
0 до 1. Они связаны с исходными пространствен-
ными переменными следующими соотношениями:
r = (Rr − r0)/(R − r0), z = Rz/L.

Рассмотрим случай течения термовязкой жид-
кости в кольцевом канале. На рис. 4 представлено
установившееся распределение монотонной зави-

Рис. 4. Распределение вязкости в кольцевом канале
при α = 1, α = 3, α = 5

симости вязкости для трех различных значений
параметра термовязкости α при установленном
геометрическом соотношении h/r0 = 4. Из рисун-
ка видно, что увеличение значения параметра α
существенно влияет на распределение вязкости
внутри канала. Этот эффект становится особенно
выраженным при α = 5, что указывает на значи-
тельную чувствительность течения к изменению
данного параметра.

Далее рассмотрим влияние термовязкого па-
раметра на течение жидкости с немонотонной за-
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Рис. 5. Распределение вязкости в кольцевом канале
при β = 4, β = 8, β = 20

висимостью вязкости от температуры. На рис. 5
представлено установившееся распределение вяз-
кости для трех различных значений параметра β
в кольцевом канале при фиксированном соотно-
шении h/r0 = 4. В результате такой зависимости
образуется высоковязкая зона, которую мы можем
назвать «вязким барьером» [6]. Из рисунка вид-
но, что варьирование параметра β приводит к об-
разованию вязкого барьера разной формы и его
различному расположению внутри канала. Напри-

мер, при значениях β = 4 и 8 вязкий барьер пол-
ностью располагается в расчетной области кана-
ла. Однако, при β = 20 наблюдается эффект «раз-
рыва» вязкого барьера, при котором он локали-
зуется в пристеночной области канала, а в обла-
сти с минимальной вязкостью скорость достигает
максимального значения.

Слабо выраженная асимметрия в форме рас-
пределения вязкости (как в случае с монотонной,
так и с немонотонной зависимостью) связана с
разницей между внутренним и внешним радиу-
сами кольцевого канала. Эта разница в радиусах
может оказать значительное влияние на размер и
форму распределения вязкости, что подтвержда-
ется результатами исследований [7]. Разное рас-
пределение вязкости в рассмотренных случаях сви-
детельствует о различном распределении темпе-
ратуры и компонент скоростей внутри кольцево-
го канала [8], которые в свою очередь влияют на
расход жидкости.

Зависимость безразмерного расхода жидкости
от параметров α и h/r0 в случае монотонной зави-
симости вязкости представлена на рис. 6. Также
на графике приведены результаты расчетов при
постоянных значениях вязкости µmin и µmax. Из ри-
сунка видно, что значения расхода жидкости, по-
лученные при минимальном значении вязкости
µminи обозначенные кривой черного цвета, лежат
значительно выше, это обусловлено тем, что в дан-
ном случае распределение температуры не влияет
на вязкость жидкости, и расход зависит только от
геометрических параметров, как и при µmax.

Также заметно, что значения расхода жидко-
сти в интервале отношения h/r0 от 0.2 до 1 зависят
исключительно от геометрических параметров и
не зависят от температурной зависимости вязко-
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Рис. 6. Зависимость расхода жидкости от геометрии
канала и параметра термовязкости α
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Рис. 7. Зависимость расхода жидкости от геометрии
канала и параметра термовязкости β

сти жидкости. Это объясняется тем, что жидкость
начинает охлаждаться в начале канала, и весь ка-
нал заполняется жидкостью с постоянной макси-
мальной вязкостью. В диапазоне отношения h/r0
от 1 до 4 начинает проявляться влияние термо-
вязкого параметра на расход жидкости в кольце-
вом канале, и при увеличении параметра α расход
жидкости увеличивается.

На рис. 7 представлена зависимость расхода,
выраженного в безразмерных единицах, от геомет-
рии кольцевого канала и параметра β при течении
аномально термовязкой жидкости. График показы-
вает, что с увеличением параметра β расход жид-
кости также увеличивается. Это связано с тем, что
при увеличении параметра термовязкости умень-
шается минимальное значение вязкости (как пока-
зано на рис. 3), что влияет на форму и расположе-
ние вязкого барьера и, соответственно, на расход
жидкости. Из графика видно, что значения расхо-
да в канале при h/r0 = 0.2 и β = 20 практически
совпадают, так как вязкий барьер формируется и
покидает расчетную область, не влияя на после-
дующее течение. В остальных случаях вязкий ба-
рьер частично или полностью остается в расчет-
ной области и оказывает влияние на характери-
стики течения, такие как температура, скорость,
давление и расход.

4. Заключение
В работе было исследовано течение термовяз-

кой жидкости в кольцевом канале и показано, что
гидродинамические особенности течения связаны
с видом зависимости вязкости от температуры и
определяются размером и формой высоковязкой
области, образующейся в канале. При фиксирован-
ном перепаде давления расход жидкости нелиней-
но возрастает с увеличением относительной шири-
ны кольцевого канала.

Более того, получено, что при течении жидко-
сти смонотонной зависимостью вязкости от темпе-
ратуры установившееся значение расхода близко к
расходу с максимальной вязкостью, в то время как
расход жидкости с немонотонной зависимостью
вязкости от температуры существенно зависит от
параметра термовязкости. Эти результаты подчер-
кивают важность учета как геометрических, так и
реологических параметров при анализе течения
жидкости в кольцевых каналах.
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Study of the influence of temperature dependent
viscosity on fluid flow in annular channels

Mukhutdinova A.A.

Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

For all liquids, a change in viscosity depending on temperature is characteristic. In most cases, this dependency is
commonly overlooked; however, when studying the flow of liquids under conditions of intense heat exchange, the
temperature-dependent viscosity can have a significant impact on mass and heat transfer processes. It should be
noted that for some liquids, such as polymer solutions or biological fluids, the temperature dependence of viscosity
can be extremely complex and nonlinear. In such cases, ignoring this dependence can lead to inaccurate results
and errors. Annular channels find wide applications in various technical systems, including heat exchangers and
hydraulic devices. Understanding the factors influencing the fluid flow and discharge in such channels is a key aspect
of optimizing their design and operation. One of the main factors influencing the flow process and fluid discharge
in annular channels is the temperature-dependent viscosity of the fluid. This work investigates the influence of
the thermo-viscous parameter with monotonic and non-monotonic temperature-dependent viscosity, as well as
the geometric parameter of the annular channel on the fluid flow process and discharge. The mathematical model
includes the continuity equation, Navier-Stokes equations, and the temperature equation. The method of control
volume and the SIMPLE algorithm, modified to account for the variable viscosity coefficient, were applied for the
numerical solution of these equations. It is shown that in the case of liquid flow in an annular channel with a
monotonic dependence of viscosity on temperature, the steady-state discharge closely approaches the discharge at
maximum viscosity. However, in the case of a liquid with non-monotonic viscosity dependence on temperature, the
discharge significantly depends on the thermo-viscous parameter.

Keywords: annular channel, thermoviscous fluid, fluid flow
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В работе описывается важность изучения те-
чения термовязких жидкостей в кольцевых кана-
лах. Представлена математическая модель, кото-
рая позволяет определить влияние температурной
зависимости вязкости на характер течения жид-
кости в условиях теплообмена с окружающей сре-
дой. Результаты численного исследования пока-
зали, что интенсивность теплообмена влияет на
структуру высоковязких зон, определяющих харак-
тер течения жидкости и ее расход.
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В работе рассматривается течение термовяз-
кой жидкости в цилиндрическом канале для раз-
личных типов функций вязкости при совместном
решении задачи сопряженного теплообмена кана-
ла с окружающим материалом. Рассмотрена мо-
дель цилиндрического канала с протекающей внут-
ри термовязкой жидкостью с заданными скоро-
стью и вязкостью. Методология процесса заключа-
ется в применении системымодельных уравнений,
описывающей динамику процессов течения термо-
вязкой жидкости и основанной на законах сохране-
ния энергии фаз, уравнении неразрывности, урав-
нении сохранения количества движения в форме
Навье–Стокса с учетом сопряженного теплообмена
и уравнении теплообмена для твердого тела. Чис-
ленная реализация модельных представлений реа-
лизована с применением цифрового пакета Comsol
Multiphysics. Получены профили скорости и тем-
пературы в поперечном сечении канала. Показано
влияние функции вязкости на профиль течения,
а также на количественные характеристики пото-
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ка и теплообмена. Проведен анализ зависимости
характера профилей скорости и температуры от
вязкости жидкости и типа зависимости вязкости
от температуры. Результатом проделанной работы
являются найденные особенности и закономерно-
сти, возникающие в процессе сопряженного тепло-
обмена термовязкой жидкости в цилиндрическом
канале при сравнении линейной и экспоненциаль-
ной зависимостей вязкости от температуры. Про-
веден анализ полученных зависимостей вязкости
и температуры в профиле потока, значения мак-
симальной скорости потока. Показано, что вязкое
трение вызывает локальное повышение темпера-
туры вблизи стенок трубы с последующим увеличе-
нием скорости жидкости из-за уменьшения вязко-
сти. Полученные результаты являются базовыми
для дальнейшего развития данной темы и будут
использованы для решения новых задач в области
моделирования потока термовязкой жидкости и
сопряженного теплообмена.
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В работе рассмотрен процесс сепарации сфери-
ческих частиц, последовательно покидающих ка-
нал вихревой трубы. Исследована зависимость вре-
мени, начиная с которого частицыпокидают канал,
от их плотности. Оценена возможность использо-
вания стохастической поправки для моделирова-
ния турбулентности уточнения поведения частиц
и различных моделей взаимодействия частиц.
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волны на границе раздела «вода –
песок, насыщенный водой или
газогидратом»
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Рассмотрена задача об отражении и прелом-
лении акустической волны при косом падении на
границу раздела «вода – песок, насыщенный водой
или газогидратом». Математическая модель вклю-
чает в себя уравнения для потенциалов скорости
падающей и отраженной волн, а также прошедших
в песок продольной и поперечной волн. Записа-
ны компоненты вектора смещения частиц среды,

волновые числа волн, дополненные граничными
условиями. Аналитически получены коэффициен-
ты отражения падающей волны от границы разде-
ла, а также коэффициенты прохождения продоль-
ной и поперечной волн в песок. Проведен анализ
влияния углов падения звуковой волны на моду-
ли коэффициентов отражения и прохождения при
разной насыщенности песка водой или газогидра-
том. Построена динамика сигнала вблизи грани-
цы раздела с использованием алгоритма быстрого
преобразования Фурье.

5. Гидравлическая задача потокорас-
пределения на графах
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Руководитель — с.н.с., к.ф.-м.н. К.И. Михайленко
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Предложен алгоритм моделирования неуста-
новившегося течения в разветвленной гидравли-
ческой системе, предназначенный для решения
нестационарной модификации интеграла Бернул-
ли, использующий в своей основе графы. Реали-
зована программа для проверки алгоритма. Про-
анализированы устойчивость и сходимость систе-
мы. Предложены дальнейшие пути развития и ре-
шения вопросов сходимости и вырождения при
определенных условиях.

6. Динамика волн давления в
жидкости, содержащей несколько
пузырьковых зон

Юсупова Рушана Усмановна, аспирант ИМех
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Рассматривается динамика нелинейных дву-
мерных волн давления в жидкости, содержащей
несколько пузырьковых зон конечных размеров.
Представлены результаты воздействия волновых
импульсов на твердую стенку, частично покрытую
пузырьковой завесой.

7. Течение термовязкой жидкости в
канале с каверной

Бадретдинова Рузиля Рустамовна, аспирант
ИМех УФИЦ РАН
Руководитель — г.н.с., д.ф.-м.н. С.Ф. Урманчеев

В настоящей работе рассматривается течение
жидкости в канале с каверной при наличии за-
висимости вязкости от температуры, что пред-
ставляет значительный практический интерес,
так как каналы являются основным элементом в
теплообменных устройствах.
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