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В данном выпуске Журнала представлены материалы конференции по следующим
разделам: «Конвекция, вихри, сдвиговые течения и стратифицированные среды», «Мо-
делирование технологических процессов», «Океанология, геофизика, астрофизика».
Названия разделов довольно точно отражают ту или иную тематику исследований.

Следует подчеркнуть, что идеи, составляющие концептуальную основу гидродина-
мики иметоды, разработанные при решении гидродинамических задач, имеют гораздо
более широкий спектр приложений, чем, собственно, задачи о течениях жидкостей и
газов. Данный тезис иллюстрируется рядом работ, представленных в выпуске.
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Структура параметрической резонансной конвекции
во вращающемся цилиндрическом слое жидкости1

Вяткин А.А., Козлов В.Г., Петухов С.А.

Пермский государственный гуманитарно-педагогический университет, Пермь

Тепловая конвекция, вызванная периодиче-
ским изменением одного из параметров, харак-
теризующих тепловое равновесие, является объек-
том большого числа исследований. К наиболее изу-
ченным способам параметрического воздействия
на конвекцию относятся: модуляции температур-
ных граничных условий, модуляции ускорения по-
ля тяжести [1] и модуляции скорости вращения [2].

В работе представлены результаты PIV-
исследования тепловой конвекции во вращаю-
щемся толстом цилиндрическом слое жидкости.
Слой образован внутренним алюминиевым
теплообменником 1 и оргстеклянной трубой 2
(Рис. 1). Разогрев слоя происходит изнутри с
использованием электрического нагревателя,
установленного на оси вращения. Охлаждение
реализуется через внешнюю цилиндрическую
стенку 2. В полости между цилиндрами 2 и 3
циркулирует охлаждающая жидкость постоянной
температуры. Подробное описание эксперимен-
тальной установки и методики исследования

1Работа поддержана Министерством просвещения РФ (про-
ект KPZU-2023-0002).
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представлено в [3].
В поле центробежной силы инерции при быст-

ром вращении жидкость находится в устойчивом
квазиравновесном состоянии — распределение
температуры стационарно, осесимметрично и име-
ет максимум на внутренней границе слоя. Особый
класс образуют постановки задач с горизонталь-
ным расположением оси вращения. При этом в си-
стеме отчета полости поле силы тяжести соверша-
ет осцилляции и возмущает поле центробежной
силы с частотой вращения. Обнаружено, что в от-

Рис. 1. Схема кюветы в поперечном сечении
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а) б)

Рис. 2. Результаты PIV-исследования: а) поле мгновенной завихренности; б) азимутальные профили завихренности;
frot = 0.9 об/с; разность температур границ слоя Θ = 26◦C

носительно толстых цилиндрических слоях с по-
нижением скорости вращения в слое пороговым
образом возбуждаются параметрические колеба-
ния жидкости с частотой в два раза меньшей часто-
ты вращения. На Рис. 2 показано поле мгновенной
завихренности в поперечном сечении.

Конвективные течения представляют собой
двумерные валы, вытянутые вдоль оси вращения,
соседние валы согласованно вращаются в противо-
положных направлениях. Валы расположены пре-
имущественно в левой части кюветы на поднима-
ющейся стороне стенки (слой вращается по часо-
вой стрелке). В течение одного оборота скорость
вращения отдельного вала, движущегося вместе
с полостью, достигает максимума в левой части
и меняется на противоположное — в правой. На
графике указаны азимутальные профили мгновен-
ной завихренности, полученные через один пери-
од вращения. Обнаружено, что знак завихренно-
сти сменился на противоположный, а положения
центров конвективных валов практически не из-
менились.

Параметрические колебания устойчиво стра-
тифицированнойвполецентробежной силынеизо-
термической жидкости при вращении полости во-
круг горизонтальной оси наблюдаются впервые.
Обнаруженные в работе колебания аналогичны па-

раметрическим колебаниям устойчиво стратифи-
цированной жидкости в горизонтальном плоском
слое при модуляции силы тяжести [1].

При дальнейшем понижении скорости враще-
ния параметрическая конвекция сменяется тер-
мовибрационной. При этом на фоне колебаний
неизотермической жидкости, возбуждаемых вра-
щающимся полем силы тяжести с частотой враще-
ния, в жидкости генерируются осредненные виб-
роконвективные течения, которые в пороге имеют
вид квазистационарных валов, вытянутых вдоль
оси вращения [4]. Результаты экспериментов обоб-
щены на плоскости управляющих параметров.
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Тепловизионное исследование конвекции, вызванной
внутренним тепловыделением в двухслойной системе

«воздух–пористая среда»1

Колчанов Н.В., Сидоров А.С.

Пермский государственный национальный исследовательский университет, Пермь

В работе представлены результаты экспери-
ментов по конвекции воздуха в системе, состоящей
из горизонтального пористого тепловыделяющего
слоя и воздушной прослойки над ним. Свойства
самой пористой среды определялись в отдельных
экспериментах и подробно описаны в работе [1].
Определен порог возникновения конвективного
течения для разных толщин воздушной прослойки
через относительный тепловой поток и объемную
мощность тепловыделения. Уменьшение толщины
воздушной прослойки приводит к существенному
повышению устойчивости механического равно-
весия и увеличению порогового значения числа
Рэлея–Дарси. С помощью тепловизионных изме-
рений показано, что конвективные течения в двух-
слойной системе, вызванные внутренним тепловы-
делением в нижнем волокнистом пористом слое,
имеют форму двумерных валов, ось которых ори-
ентирована поперёк тепловыделяющих волокон.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 21-71-10045, https://rscf.ru/project/21-71-10045/.
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Эксперимент

На Рис. 1 представлена схема эксперименталь-
ной установки, которая состоит из конвективной
камеры с рабочей полостью (выделена контуром
зеленого цвета) и системы термостатирования. По-
ристая среда 1 располагается на медной квадрат-
ной пластине 2, являющейся нижней границей по-
лости и частью теплообменника. Толщина и сто-
рона пластины соответственно равны 10.0 мм и
160 мм. К ней по периметру прикреплены моно-
литные боковые границы 3 с помощью стальных
болтов. Над образцом 1 расположена воздушная
прослойка 4, толщина которой устанавливается до-
полнительной вставкой из органического стекла 5.
Сверху двухслойная система накрывается дюралю-
миниевой пластиной 6, которая имеет толщину
5.0 мм и крепится к боковым границам 3. В цен-
тральной части пластины 6 сделано круглое отвер-
стие, в которое вмонтировано и закреплено стекло
из селенида цинка (ZnSe) 7 с диаметром 104 мм.
Толщины стекла 7 и пластины 6 совпадают. Стек-
ло 7 прозрачно для электромагнитного излучения
в диапазоне длин волн 0.5–20 мкм, поэтому инфра-
красное излучение, испускаемое поверхностью по-
ристой среды, почти без поглощения выходит из
рабочей полости и регистрируется тепловизором
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Testo 890. В верхней части устройства термостати-
рования предусмотрено отверстие для объектива 8
тепловизора. Для точечного измерения температу-
ры использовались медь–константановые диффе-
ренциальные термопары 9 совместно с приборами
Термодат-38С1 и Термодат-38B1. Две термопары
измеряют температуры на нижней и верхней гра-
ницах двухслойной системы относительно темпе-
ратуры в лаборатории 0. Красными точками отме-
ченыместа расположения спаев ещё трех термопар
в центральной части образца пористой среды, ко-
торые измеряют температуру в этих точках относи-
тельно температуры 0. Температура 0 измерялась
ртутным термометром с точностью 0.1 ◦С.

Система термостатирования используется для
контроля температуры верхней границы полости.
В верхней части устройства вмонтированы восемь
вентиляторов, которые создают вынужденное цир-
кулирующее внутри течение воздуха. Центральная
часть устройства термостатирования направляет
воздух на верхнюю границу рабочей полости (чер-
ные стрелки на Рис. 1). Нижняя часть устройства
плотно прилегает к верхней границе рабочей поло-
сти, поэтому набегающий на границу воздух расте-
кается через рассекатели и попадает в периферий-
ное пространство устройства термостатирования.
На периферии устройства находится радиатор из
медной трубки, который позволяет менять темпе-
ратуру циркулирующего внутри воздуха. Оболочка
устройства термостатирования выполнена из теп-
лоизоляционного материала.

Тепловыделение в пористом слое возникает,
когда по волокнам подводится электрический ток
от двух согласованно соединённых источников
электропитания GPR-11H30D.

Результаты
Интенсивность конвекции определялась внут-

ренним безразмерным числом Рэлея–Дарси [2]

Ra = g
(
βρ0cp

ν

)
air

QKh3
pm

2κ2
e f f

,

где Q — объемная мощность тепловыделения,
K — проницаемость, κe f f — эффективная теп-
лопроводность, hpm — толщина пористого слоя,
g — ускорение свободного падения, β, ρ0, cp,
ν — это коэффициент объёмного расширения,
плотность, теплоёмкость и кинематическая
вязкость воздуха соответственно при темпера-
туре, поддерживаемой на границах двухслой-
ной системы (β = 1/273 ◦C−1; ρ0 = 1.21 кг/м3;
cp = 1.01 кДж/(кг·◦C); ν = 15.1 · 10−6 м2/с).

На Рис. 2 представлены фотографии поля тем-
пературы, полученные тепловизором, для разных

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1— слой
волокнистой тепловыделяющей пористой сре-
ды; 2 — медная квадратная пластина нижнего
теплообменника; 3 — монолитные боковые
границы из органического стекла; 4 — про-
слойка воздуха; 5 — вставка из органического
стекла, с помощью которой устанавливается
толщина воздушной прослойки 4; 6 — дюра-
люминиевая пластина, являющаяся верхней
границей полости; 7 — круглое стекло из се-
ленида цинка (ZnSe); 8 — объектив теплови-
зора; 9 — совокупность дифференциальных
медь–константановых термопар для измере-
ния температуры в различных точках внутри
экспериментальной установки. Зелёный кон-
тур выделяет рабочую полость с двухслойной
системой

(а) (б)

Рис. 2. Эволюция поля температуры на поверхности
волокнистого тепловыделяющего пористого
слоя в надкритической области при толщине
воздушной прослойки: hair = 7.6 мм, получен-
ные для образца с пористостью 0.82: (а) Ra =
0.88; (б) Ra = 1.07
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чисел Ra. Тепловизор регистрирует течение, когда
оно проникает вглубь пористой среды и имеет ин-
тенсивность, достаточную для образования кон-
вективных возмущений температуры. Когда темпе-
ратурные возмущения, вызванные конвективным
течением, становятся больше цены наименьшего
деления тепловизора (0.1 ◦C), на картине появляют-
ся вытянутые поперёк тепловыделяющих волокон
среды чередующиеся темные (холодные) и светлые
(горячие) полосы. Каждой полосе соответствует те-
чение от двух соседних валов с разной закруткой.
Темное пятно в центре картин обусловлено высо-
кой пористостью среды, благодаря чему тепловое
излучение от нижней холодной стенки регистри-
руется тепловизором.

В экспериментах показано, что увеличение
объёмной мощности тепловыделения и числа Ra
приводит к увеличению размеров конвективных

валов. Такое поведение мы связываем с тем, что
при увеличении интенсивности конвекции об-
ласть, занятая конвективными валами, увеличи-
вается за счет проникновения валов вглубь пори-
стого слоя.

Согласно экспериментальным данным крити-
ческое число Рэлея–Дарси и критическое волновое
число увеличиваются с уменьшениемтолщинывоз-
душной прослойки. Этот результат согласуется с
численными расчетами в подобных средах.
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Модели вихрей: история и развитие
Куйбин П.А.

Институт теплофизики им. С.С. Кутателадзе СО РАН, Новосибирск

Вихревые течения широко распространены
как в природе, так и при решении технических
задач. На основе закрутки потока работают раз-
личного типа сепараторы и очистные устройства,
горелки и топки, охладители и нагреватели, осу-
шители и т.п. Для исследования закрученных те-
чений используются методы экспериментального
моделированияи вычислительной гидродинамики.
Самый продуктивный подход в описании вихре-
вых течений удается реализовать, когда появляет-
ся возможность аналитического описания характе-
ристик потока. Примеры аналитических моделей
вихрей можно найти в монографии [1]. В данной
работе представлен обзор аналитических моделей
вихрей и предложено развитие моделей винтовых
вихрей.

Простейшей моделью вихря является прямо-
линейная вихревая нить, в которой завихренность
сосредоточена на прямой линии. Такая нить ге-
нерирует (индуцирует) единственную компоненту
(окружную в цилиндрической системе координат с
осью z, совпадающей с нитью) скорости, величина
которой пропорциональна интенсивности вихре-
вой нити и обратно пропорциональна расстоянию
от нее:

V = Γ
2πr

. (1)
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В реальных жидкостях завихренность может
распределяться локализованно, но в конечных по
размерам областях. Более реалистичная модель
вихря была предложена Рэнкиным (William John
Macquorn Rankine) в 19 веке. В модели завихрен-
ность распределена равномерно вцилиндрической
области. В этом случае окружная скорость внутри
цилиндра линейно растет, а вне его убывает по ги-
перболе:

V = Γ
2πr

(
r2/ε2, r < ε

1, r ⩾ ε

)
. (2)

Обобщение модели Рэнкина на случай винто-
вых течений, когда линии тока совпадают с вих-
ревыми линиями, было сделано Васильевым [2].
Получена зависимость от радиальной координаты
не только для окружной компоненты скорости, но
и для осевой:

V = αr, W =
√

V2
0 − 2αr. (3)

Более сложные модели колоннообразных вих-
рей учитывают неравномерное распределение за-
вихренности в вихревом ядре. В качестве примера
можно привести вихрь Ламба–Озеена [3, 4], для
которого завихренность имеет не ступенчатое, а
гауссово распределение завихренности:

ω= Γ
πε2

exp
(

r2

ε2

)
, V = Γ

2πr

[
1−exp

(
r2

ε2

)]
. (4)
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Формулы (3) соответствует решению задачи о диф-
фузии завихренности для прямолинейной вихре-
вой нити, где эффективный размер вихревого ядра
растет со временим: ε2 = 4νt, t — время, а n — ки-
нематическая вязкость.

Еще одна удобная для использования модель
была предложена Кауфманном [5] (более известна,
как модель Скалли [6]):

ω = Γ
πε2

(
1 + r2

ε2

)−2

, V = Γ
2π

r
r2 + ε2 . (5)

Ватистас [7] развил модель Скалли, предложив
семейство вихрей с распределением скорости сле-
дующего вида:

V = Γ
2π

r

(r2n + ε2n)1/n . (6)

Обобщение моделей вихрей (2), (4), (5) на слу-
чай осесимметричных течений с винтовыми вих-
ревыми линиями было предложено в работе [8].
При этом осевая компонента скорости связана с
окружной соотношением:

W = W0 − r
l
V. (7)

Здесь W0 — значение осевой скорости на оси по-
тока, h = 2πl — шаг винтовых вихревых линий.
Преимущество обобщения заключается в возмож-
ности описания закрученных течений типа струй
и типа следов с неоднородным распределением
осевой скорости.

Другой класс моделей вихрей связан с
пространственно локализованными вихрями. В
первую очередь к этому классу относятся вихревые
кольца. Поле скорости, индуцированное бесконеч-
но тонкой вихревой нитью радиуса r0, выражается
через полные эллиптические интегралы первого и
второго рода, K и E [4]:

ur = 1
r

∂Ψ
∂z

, uz = −1
r

∂Ψ
∂r

,

Ψ = − Γ
2π

√
rr0

[(
2
k

− k
)

K(k) − 2
k

E(k)
]

,

k = 4rr0

z2 + (r + r0)2 .

(8)

Кольцевая вихревая нить движется в направлении
бинормали с бесконечной скоростью. Для вихре-
вого кольца с радиусом ядра ε≪ r0 и с равномер-
ным распределением завихренности формула для
скорости движения кольца была получена Кельви-
ном [9]:

U = Γ
4πr0

(
ln

8r0

ε
− 1

4

)
. (9)

Хикс [10] получил аналогичную формулу для слу-
чая полого вихря, где в скобках вместо 1/4 стоя-
ла 1/2. В настоящее время и экспериментальное и
теоретическое описание вихревых колец получили
значительное развитие (см., например, [11,12]).

Третья группа моделей вихрей касается вин-
товых вихрей, первые исследования которых про-
водились в начале XX века [13,14], где были полу-
чены приближенные формулы для самоиндуциро-
ванной скорости винтовых вихрей. Поле скорости,
индуцированное вихревой нитью произвольной
формыможно найти через интеграл Био–Савара. В
случае винтовой вихревойнити требуется вестиин-
тегрирование вдоль бесконечной нити. Хардин [15]
преобразовал интегралы к рядам с коэффициента-
ми, представленными через модифицированные
функции Бесселя (ряды Каптейна). Для моделиро-
вания реальных винтовых вихрей необходимо пе-
реходить к вихрям с конечным размером ядра. Мур
и Сэффмэн [16] предложили оценивать самоинду-
цированную скорость с помощью добавления и
вычитания соприкасающегося вихревого кольца.
Рикка [17] реализовал этот подход при численных
расчетах на основе представления поля скорости
из [15]. Из общей теории вихревых нитей [18] из-
вестно, что локально вихрь движется в направле-
нии бинормали, а сама бинормальная компонента
скорости в окрестности вихревой нити может быть
представлена в виде разложения, содержащего по-
люс, логарифмическую особенность, константу и
малые величины. Рикка отметил, что константа
отличается примерно на 0.25 от аналогичной кон-
станты в формуле для самоиндуцированной скоро-
сти [16]. Значительный прогресс в описании вин-
товых вихрей был достигнут после работы [19], где
авторы применили технику прямого выделения
особенностей в рядах типа Каптейна. Это позво-
лило проводить расчеты поля скорости с высокой
точностью; найти поле скорости для винтовой ни-
ти, расположенной соосно в цилиндре; было дока-
зано, что в пределах малых и больших шагов вин-
та константы отличаются точно на 1/4. Следом, в
работе [20] была доказана справедливость этого
отличия при произвольном шаге винта.

В монографии [1] представлена модель для
описания поля осредненных по окружной коорди-
нате скоростей для винтового вихря с ядром конеч-
ного размера. Сопоставив их с экспериментально
измеренными скоростями, можно найти парамет-
ры винтового вихря и поформуламиз [19], оценить
частоту прецессии вихря. В недавней эксперимен-
тальной работе [20] найдены режимы закрученно-
го потока, сопровождающиеся образованием пары
винтообразных прецессирующих вихрей. Для опи-
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сания такой картины предложено обобщение упо-
мянутой модели на случай композиции колоннооб-
разного осесимметричного вихря и пары винтовых
вихрей.
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Введение

Как известно [1], возникающий при охлажде-
нии воды с поверхности термический погранич-
ный слой (до 5–8 мм при свободной конвекции),
определяется молекулярными механизмами пе-
ремешивания. Возникновение гидростатически
неустойчивого распределения плотности в этом
слое является предпосылкой к развитию конвек-
ции [2]. На нижней границе этого пограничного
слоя случайным образом (по времени и простран-
ству) происходит зарождение ансамбля отдельных
конвективных элементов (термиков), осуществля-
ющих транспорт более холодных вод с поверхности
в глубину.

Целью данной работы стало исследование про-
цесса возникновения и погружения плотностного
фронта совокупности термиков в однородной сре-
де на основе данных лабораторных экспериментов
и модельных расчетов.

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фон-
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Материалы и методы
Лабораторные эксперименты были проведены

в гидролотке ЛФМ (АОИОРАН, г. Калининград) (см.
Рис. 1 (а)). Перед началом эксперимента рабочее
пространство лотка (800 × 590 × 125 мм) заполня-
лось пресной водой (∼ 14◦C), на поверхности кото-
рой размещалось входное устройство типа «окно»
(Рис. 1 (б)).

Конструкция устройства включала в себя пе-
нополистирольный лоток, в дне которого прореза-
лась отверстие (900 × 20 мм), закрывавшееся сни-
зу абразивной губкой (толщина 4–5 мм). Нижняя
поверхность губки располагалась под поверхно-
стью воды на 7–8 мм. На поверхность губки ка-
пельным образом сверху подавался малый объем
(5 мл) подготовленного солевого раствора (18◦C,
NaCl, 10−4 г/см3). Видеозапись погружения терми-
ков в пресной воде выполнялась при помощи ви-
деокамеры Baumer (10 Гц), а также камеры Sony-
58Alpha (∼ 2 Гц). Более детально входное устрой-
ство и методика проведения эксперимента описа-
на в статье авторов [3].

Лабораторные эксперименты
В описываемом исследовании возникновения

и погружения термиков было выполнено 13 экспе-
риментов (7 серий от 1 до 3 запусков) с перепадами

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.076.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.076.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.076
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(а) (б)

Рис. 1. Общий вид гидролотка ЛФМ (а), заполненного пресной водой и снабженного системой светодиодных ламп.
Конструкция входного устройства типа «окно»: вид снизу (б)

плотности между пресной водой и солевым раство-
ром ∆ρ = 10−4 г/см3. В ходе выполнения экспери-
ментов (Рис. 2) наблюдались различныеформывоз-
никновения и типичные трансформации объемов
отрицательной плавучести [4], погружающихся в
окружении пресной воды.

Наблюдаемая картина динамики ансамбля тер-
миков позволила выделить несколько этапов их
погружения. На начальном этапе запуска солевого
раствора в устройство под поверхностью губки, из-
за перепада температуры между раствором и окру-
жающей водой, формировалось «облако» на всем
протяжении отверстия «окна». Благодаря началь-
ной разности температуры, «облако» на некоторое
время (до 5 секунд) «зависало» под поверхностью
устройства. Как только раствор в слое остывал, на
нижней границе «облака» формировались малые
выпуклости («капли»), возникающие из-за плот-
ностной неустойчивости в этом слое.

Получение оценок вертикальной скорости по-
гружения для плотностного фронта ансамбля тер-
миков проводилось с помощью пакета обработки
изображений ImageJ. Прямые эмпирические оцен-
ки показали: средняя скорость погружения плот-
ностного фронта составляет около 0.3 мм/с, мини-
мальная и максимальная скорости были 0.1 мм/с
и 0.5 мм/с, соответственно. Предварительный ана-
лиз количественных характеристик скорости по-
гружения фронта для наблюдаемого течения пока-
зал, что изменение вертикальной скорости погру-
жения плотностного фронта изменяется по линей-
ному закону.

Модельные расчеты

Численные эксперименты проводились на
нелинейной 2d-модели динамики неоднородной
по плотности жидкости, включавшей в себя тради-

(а) (б)

Рис. 2. Примеры наблюдаемых в лотке движений: отрыв ансамбля объемов от нижней границы входного устрой-
ства на фотографии камеры Baumer (а), на фотографии — Sony (б). Отчетливо заметна грибовидная форма
погружающихся объемов отрицательной плавучести (∆ρ = 10−4 г/см3)
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3. Распределения плотности, функции тока (а), (б) и завихренности (в), (г) для двух последовательных фаз
эволюции ансамбля термиков. Характерные масштабы расчетного течения: h0 = 0.5 см, ∆ρ0 = 0.0001 г/см3,
u0 ∼ 0.6 см/с. Изолинии плотности проведены в диапазоне Σ = σ/∆ρ0 = [0.1, 0.85, 0.25], функции тока
ψ ∈ [−0.1, 0.1, 0.02], и изолиний завихренности ω = [−0.4, 0.4, 0.15]

ционные уравненияпереноса завихренностиимас-
сы, а также трассеров для идентификации объемов
воды [3]. Расчеты проводились на сетках 601 × 801,
∆x = ∆z = 0.05. Малые скорости заглубления тер-
миков позволили предполагать ламинарный харак-
тер течений. Характерныемасштабы течений были
выбраны исходя из экспериментально полученных
оценок толщины термического пограничного слоя
(h = 0.5 см) и скорости погружения отдельных тер-
миков (u = 0.7 см/с). Процесс выхолаживания воды
с поверхности имитировался случайными аддитив-
ными добавками плотности в 5–6 знаке текущего
значения плотности для каждого из узлов верхних
пяти слоев расчетной сетки.

На Рис. 3 приведены две фазы развития припо-
верхностной конвекции, на которых хорошо видна
динамика погружения отдельных термиков и их
фронта.

Сравнение с лабораторными экспериментами
(Рис. 2 и 3) показало, что модель качественно вер-
но воспроизводит случайный характер процесса
зарождения термиков. Распределения расчетных
полей плотности, функции тока и завихренности
свидетельствуют о вихревом характере неоднород-
ного по плотности течения.

Результаты
Анализ полученных снимков экспериментов,

а также проведенные модельные расчеты показа-
ли, что скорость погружения плотностного фрон-
та ансамбля термиков при избыточной плотно-
сти 10−4 г/см3 может составлять: средняя скорость
около 0.3 мм/с, максимальная скорость до 0.5 мм/с.
Выполненные эксперименты показали вихревой
характер движения термиков с самого их зарожде-
ния.
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Сдвиговые течения вязкоупругой среды с несколькими
временами релаксации
Ляпидевский В.Ю., Неверов В.В., Кармушин С.Р.

Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, Новосибирск
Новосибирский Государственный университет(НГУ), Новосибирск

В работе рассматривается общая модель несжимаемой вязкоупругой жидкости с несколькими временами релак-
сации, частными случаями которой являются модели Джонсона-Сигалмана-Олдройда (JSO), Гизекуса и модель
Роли-Поли. Показана гиперболичность рассматриваемой модели в одномерном случае. Предложен численный
метод для расчета нестационарных одномерных разрывных решений. Численно решена нестационарная задача о
течении Куэтта с переменной скоростью одной из границ. Исследован процесс образования высокоградиентных
прослоек в течении вязкоупругой жидкости. В рамках рассматриваемой задачи проведено сравнение моделей
JSO, Гизекуса и Роли-Поли между собой, а также сравнение расчетов с экспериментальными данными.

Введение
Многие жидкости, которые встречаются в при-

роде или используются в технологических процес-
сах не являются Ньютоновскими и имеют сложную
реологию. Примерами являются полимерные рас-
творы, гели, пасты, биологические жидкости и т.д.
Одним из важнейших свойств таких сред является
вязкоупругость. Известно [1], что даже в простых
сдвиговых течениях вязкоупругих сред могут об-
разовываться разрывы и высокоградиентные про-
слойки. Экспериментальное подтверждение воз-
никновения внутренних разрывов приведено, на-
пример, в работах [2,3].

В работе рассматривается общая модель вяз-
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коупругой жидкости. Показано, что в случае сдви-
говых течений модель является гиперболической.
Численно исследовано возникновение сдвиговых
расслоений в течении Куэтта вязкоупругой жидко-
сти. Проведено сравнение расчетов с эксперимен-
тальными данными.

Математическая модель
В работе рассматривается многомодовая мо-

дель несжимаемой вязкоупругой жидкости

ρ(vt + (v · ∇)v) = −∇p + divσσσ+ ρf div v = 0, (1)

σσσ =
i=n

∑
i=1
τττi, λiDτττi + τττi + h(τττi) = 2µiD, (2)

где ρ— плотность, v — скорость, p — давление, f —
вектор массовых сил, σσσ— тензор напряжений, λi —
время релаксации, соответствующее i-й моде, µi —
динамическая вязкость i-й моды, D — тензор ско-
ростей деформации, h(τττi) — функция от тензора

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.077.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.077.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.077
mailto:vliapid@mail.ru
mailto:neverovvladim@gmail.com
mailto:s.karmushin@g.nsu.ru


2023. Т. 18. №4 267

τττi. Символом Dτττi обозначается объективная произ-
водная тензора τττi,

Dτττi =∂τττi
∂t

+v·∇τττi+
1+αi

2
(−∇v·τττi−τττi·(∇v)T)+

+ 1 − αi
2

((∇v)T ·τττi + τττi·∇v)
(3)

это может быть верхняя конвективная производ-
ная (αi = 1), нижняя конвективная производная
(αi = −1) или производная Яуманна (αi = 0).

Сдвиговые течения
Рассматривается класс сдвиговых течений, для

которых скорость и тензор напряжений имеют вид

v = (u(y), 0), τττi =
(
ξi πi
πi ςi

)
. (4)

Для сдвиговых течений выделяется два класса под-
моделей:

1. Обобщенная модель JSO, т.е. h(τττi) = 0, ∀i и
αn = 1, |αi| ̸= 1, i = 1, . . . , n − 1;

2. Обобщенная модель Giesekus-Rolie-Poly,
h(τττi) ̸= 0, αi = 1, ∀i.

Рассматривается одномерное нестационарное
течение Куэтта вязкоупругой жидкости, в котором
скорость одной из стенок зависит от времени. В на-
стоящей работе показано, что система уравнений
будет гиперболической для обоих классов подмо-
делей и может быть записана в дивергентном виде.
В случае обобщенноймодели JSO уравнения имеют
вид:

ρut = σy, σ =
i=n

∑
i=1
πi, Zi = 1 − αi

2
ξi − 1 + αi

2
ςi (5)

λi

(
∂πi
∂t

+ Ziuy

)
+ πi = µiuy, (6)

λi

(
∂Zi
∂t

+ (1 − αi)2
πiuy

)
+ Zi = 0, i = 1, . . . , n (7)

πi(0, y)=π0
i (y), Zi(0, y)= Z0

i (y), u(0, y)= u0(y), (8)

u(t, 0) = 0, u(t, H) = uH(t). (9)

Случаи n = 1 и n = 2 для модели JSO ранее рассмат-
ривались, например, в работах [6–8]. В частности,
в [8] было показано, что для случая n = 2, α1 = 1,
α2 = 0 в модели JSO можно сделать замену

φ = arctg
π1

Z1 + 1
, P = 1

Re
(π1 + π2),

q =
√
π2

1 + (Z2
1 + 1)2, S = π2 − βφ,

(10)

и записать уравнения (5)–(7) в дивергентном виде

Re · ut + Py = 0, φt − uy = − sinφ
q

,

qt = cosφ− q, St = β
κ
π2 + sinφ

q
,

(11)

где

Re = ρH2

µ1λ1
, β = µ2

µ1
, κ = µ2λ2

µ1λ1
. (12)

Предложен численный алгоритм расчета
нестационарных сдвиговых течений для обоих
классов подмоделей. Основным отличием пред-
ложенного подхода является то, что в уравнения
системы не добавляются члены с искусственной
вязкостью, что позволяет с большей точностью
выделять положение высокоградиентных прослоек
и разрывов.

Результаты расчетов
В качестве тестовой задачи рассматривалась

задача о нестационарном течении Куэтта, в кото-
ром скорость одной из границ зависит от времени.
Эта задача часто возникает при интерпретации
реологических осцилляционных тестов. Построе-
ны численные решения рассматриваемой нестаци-
онарной задачи для различных наборов парамет-
ров модели. В рамках задачи проведено сравнение
частных случаев модели между собой, а также срав-
нение расчетов и экспериментальных данных.

Показано, что расчеты по предложенному ме-
тоду дают хорошее совпадение с эксперименталь-

Рис. 1. Профиль скорости для разных скоростей дви-
жения левой границы. Сплошные линии — рас-
чет по модели Giesekus (Re = 0.001, β = 0.009,
κ = 0.94), точки— экспериментальные данные
из работы [4]
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Рис. 2. Сравнение экспериментальных данных из ра-
боты [5] (синие точки), расчета по стационар-
ной модели (красная кривая) и расчета по
нестационарной модели [6] (зеленая кривая)

ными данными. В частности, численные резуль-
таты корректно воспроизводят не только средние
характеристики, но и внутреннюю структуру те-
чения (Рис. 1). Было показано, что реологическая
зависимость напряжений от скоростей деформа-
ции, полученная из расчетов по нестационарной
обощенной модели JSO сильно отличается от зави-
симости, полученной по стационарной модели. На

Рис. 2 показано, что учет нестационарности поз-
воляет получить лучшее совпадение с расчета с
экспериментом.

Список литературы
[1] Брутян М.А., Куликовский А.Г. Неустойчивость и неединствен-

ность квазистационарных течений вязкоупругой жидкости. //
Изв. РАН. Механика жидкости и газа. 1996. №6 С. 29–39

[2] Catheline S., Gennisson J.-L., Tanter M., Fink M. Observation of
shock waves in elastic media // Phys. Rev. Lett. 2003. Т.91. № 16
С. 164301D

[3] Divoux T., Fardin M.A., Manneville S., Lerouge S. Shear banding
of complex fluids // Annu. Rev. Fluid Mech. 2016. Т.48. С. 81–103

[4] Cheng P., Burroughs M.C., Leal L.G., Helgeson M.E. Distinguishing
shear banding from shear thinning in flows with shear stress
gradient // Rheol. Acta. 2017. Т.56. С.1007–1032

[5] Salipante P.F., Little C.A.E., Hudson S.D. Jetting of a shear banding
fluid in rectangular ducts // Phys. Rev. Fluids. 2017.№2 С. 033302

[6] Malkus D.S., Nohel J.A., Plohr B.J. Analysis of new phenomena in
shear flow of Non-Newtonian fluids // J. Appl. Math. 1991. Т.51.
№4 С. 899–929

[7] Ляпидевский В.Ю., Пухначев В.В. Гиперболические подмоде-
ли несжимаемой вязкоупругой среды Максвелла // Тр. МИАН.
2013. Т. 281. С. 84–97

[8] Ляпидевский В.Ю. Течение Куэтта вязкоупругой среды макс-
велловского типа с двумя временами релаксации // Тр. МИАН.
2018. Т. 300. С. 146–157



ISSN 2658–5782 Том 18 (2023), №4, с. 269–270

Многофазные системы
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.078.pdf Получена: 15.09.2023
DOI: 10.21662/mfs2023.4.078 Принята: 10.11.2023

Равновесная модель слоя смешения в
стратифицированной жидкости: приложения к

глубоководным течениям1

Ляпидевский В.Ю., Чесноков А.А.

Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, Новосибирск

Сдвиговые течения стратифицированной жид-
кости, обусловленные неровностью дна и перепа-
домплотности,широко распространены в природе.
В таких течения могут формироваться разнообраз-
ные волновые структуры и слои смешения вслед-
ствие развития сдвиговой неустойчивости. Резуль-
таты натурных наблюдений глубоководных тече-
ний в Атлантическом океане (канал Вима, разломы
Романш и Чейн) [1,2] показывают, что можно вы-
делить активный придонный слой, состоящий из
однородного «ядра потока» и промежуточную про-
слойку, в которой течение сопрягается с верхним
«пассивным» слоем. Такая слоистая схема течения
и идеальная геометрия канала, обеспечивающая
двухмерность потока, предполагаются при постро-
енииматематическоймодели. В работах [3,4] в при-
ближении Буссинеска выведена модель, описываю-
щая внутренние гидравлические прыжки и переме-
шивание между однородными сонаправленными
потоками. Расчеты эволюции слоя смешения и раз-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского
научного фонда (проект 21-71-20039).
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личных режимов обтекания препятствия показали
хорошее соответствие известным эксперименталь-
ным данным.

В данной работе рассматривается плоское
трехслойное стратифицированное течение с уче-
том вовлечения жидкости из внешних слов в про-
межуточную вихревую прослойку. Уравнения дви-
жения представляются в виде системы неоднород-
ных законов сохранения. При этом скорость вовле-
чения задается условием равновесия в рамках бо-
лее общей модели [4]. Это предположение позволя-
ет получить сравнительно простую эволюционную
систему четырех уравнений. Определены скорости
распространения возмущений и сформулированы
понятия докритического (сверхкритического) те-
чения. Построены решения, соответствующие об-
теканию препятствия с образованием внутреннего
гидравлического скачка и области интенсивного
перемешивания. Результаты численного модели-
рования подтверждены сопоставлением с экспери-
ментальными данными [5]. Показано, что модель
применима для описания характерных особенно-
стей перемешивания и расщепления потока в глу-
боководных течениях [1,2].
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Внутренние волны в двухслойной жидкости с
непрерывной стратификацией в слоях1

Макаренко Н.И., Мальцева Ж.Л., Черевко А.А.

Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, Новосибирск, Россия

Рассматривается нелинейная задача о внутренних волнах в двухслойной стратифицированной жидкости с
плотностью, экспоненциально зависящей от глубины внутри слоев и имеющей скачок на поверхности раздела.
Выведено уравнение второго длинноволнового приближения, описывающее бегущие уединенные волны, и
охарактеризованы их дисперсионные свойства и предельные режимы распространения.

Математическая модель
Исследуемая гидродинамическая постановка

является обобщением модели движения двухслой-
ной жидкости с постоянными плотностями в слоях
[1,2]. Различные версии нелинейных асимптотиче-
ских приближений, одновременно учитывающих
и скачок плотности на границе раздела, и непре-
рывную стратификацию внутри слоев, предложе-
ны в [3–7]. В статье [3] такая гибридная схема назва-
на 2.5- слойноймоделью.Общий вид сдвигового те-
чения под крышкой с кусочно-экспоненциальным
профилем плотности, имеющим постоянную ча-
стоту плавучести N в слоях, показан на Рис. 1.

Исходной при построении длинноволнового
приближения является система нелинейных урав-
нений Эйлера неоднородной жидкости для поля
скоростей u и давления p. Математическая фор-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант
№ 21-71-20039).
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мулировка задачи о бегущих волнах сводится в
результате исключения давления к решению ква-
зилинейного эллиптического уравнения Дюбрей-
Жакотэн–Лонга для функции тока, дополненно-
го кинематическим и динамическим граничными
условиями на поверхности раздела.

Задача о двухслойных стратифицированных
течениях даже без учета вязких и диффузионных
свойств неоднородной жидкости является суще-
ственно многопараметрической [8]. Основными
безразмерными константами в ней являются сле-
дующие параметры: a) плотностные (денсиметри-
ческие) числа Фруда Fj (j = 1, 2), представляющие
фазовую скорость внутренней волны относитель-
но каждого из слоев; б) параметры Буссинеска σj
(j = 1, 2), характеризующие вертикальный гради-

Рис. 1. Схема течения
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Рис. 2. Спектр главной моды (слева) и фрагмент спектра старших мод (справа); области 1 соответствуют тригономет-
рические собственные функции

ент плотности жидкости внутри слоев; в) параметр
µ, задающий перепад плотности на границе разде-
ла,

F2
j =

ρju2
j

g(ρ1 − ρ2)hj
, σj =

N2
j hj

g
, µ = ρ1 − ρ2

ρ2
.

Нелинейная дисперсионная модель второго
длинноволнового приближения строится путем
частичного разложения решения, использующего
асимптотическое представление поля скоростей
внутри области течения через неизвестную фор-
му волновой поверхности η. Методом возмущений
по параметрам слабой стратификации в итоге вы-
водится нелинейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение для функции η, описывающие
уединенные волны конечной амплитуды:(

dη
dx

)2
= η2 P(η, F1, F2)

Q(η, F1, F2) (1)

Функции P и Q здесь являются квазиполино-
мами, соответственно, второй и четвертой степени
по η с коэффициентами, которые зависят сложным
тригонометрическим образом от η. При этом зна-
менатель Q оказывается положительным в обла-
сти физически допустимых значений η, а знако-
переменная функция P наследует информацию о
дисперсионных свойствах исходных уравнений Эй-
лера. Решения типа уединенных волн главной мо-
ды ответвляются от основного течения на границе
непрерывного спектра линеаризованной задачи,
причем ветвление происходит в сверхкритическую
область, где P положительна. На Рис. 2 показана
структура спектра нормальных мод в сингулярном
пределе исчезающе малой непрерывной стратифи-
кации внутри слоев.

Неравномерность предельного перехода по па-
раметрам Буссинеска проявляется в возникнове-

нии спектральных пограничных слоев в плоскости
чисел Фруда, которые содержат спектры старших
мод. В то же время используемая асимптотическая
процедура свободна от условий малости волновой
амплитуды и охватывает такие режимы внутрен-
них волн, как уединенные волны типа плато и плав-
ные боры. Рис. 3 демонстрирует пример решения
уравнения (1) в виде симметричной уединенной
волны большой амплитуды, значительно превос-
ходящей глубину невозмущенного верхнего слоя.

Если скачок плотности на поверхности раздела
сравним с суммарными перепадами плотности по
всей глубине прилегающих слоев, малый параметр
µ имеет одинаковый порядок с параметрами Бус-
синеска σj. В этой ситуации, которая оказывается
довольно типичной для придонных течений в оке-
ане с экстремально слабой глубоководной страти-
фикацией, параметрическая область уединенных
волн частично пересекается с областью сдвиговой
неустойчивости Кельвина–Гельмгольца [5]. Указан-
ная маргинальная устойчивость нелинейных вол-
новых структур проявляется в часто наблюдаемом
обрушении уединенных внутренних волн в окрест-
ности их вершин, которое происходит в результате
индуцированного волной местного усиления сдви-
га скорости потока.

Рис. 3. Уединенная волна понижения (справа). Сле-
ва — соответствующие графики функций P и
Q уравнения (1)
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Конвективные структуры вблизи нагретой
поверхности1

Малиновская Е.А., Чхетиани О.Г., Азизян Г.В.

Институт физики атмосферы им. А.М. Обухова РАН, Москва

Под влиянием конвекции усиливаются верти-
кальные пульсационные составляющих скорости
с высотой [1], отмечается рост корреляций пульса-
ции температуры и скорости воздушного потока
[2], обеспечивается эмиссия субмикронного аэро-
золя в условиях слабых ветров [3], что обуславли-
вает установление универсальных профилей кон-
центрации [4]. Структуры наблюдаются на высоте
нескольких метров в поверхностном слое и имеют
асимметрию поперечного сечения [2]. В момент
прохождения структур в данных ряда пульсацион-
ных составляющих обнаруживаются несимметрич-
ные треугольные всплески, называемые «рампа-
ми» (ramps) [5,6], что особенно отчетливо выража-
ется на небольших высотах [7]. Самоподобные ха-
рактеристики таких структур отражаются в устой-
чивых зависимостях для линейного наклона спек-
тральной мощности и структурных функций [8,9].

В большинстве случаев экспериментальных ис-
следований конвекции в атмосферном погранич-
ном слое измерения проводились на высотах, от 1

1Исследования выполнены при поддержке Российского на-
учного фонда (проект 20-17-00214).
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м и выше в условиях нежаркой погоды (весна — на-
чало лета). Особый интерес представляют условия
возникновения и развития конвективных структур
в летнее время над нагретой до 30–50 ◦С поверх-
ностью в аридных условиях на малых высотах до
2 м.

Для регистрации пульсаций температуры и
скорости в ИФА им. А.М, Обухова РАН разработаны
автономные измерительные комплексы, включаю-
щие в себя термометры переменного тока и термо-
анемометры постоянной температуры, с использо-
ванием позолоченной 10 мкм вольфрамовой нити
(Рис. 1).

При комплексных полевых измерениях в Кал-
мыкии в 2022 г. полевые измерения проводились
на разных высотах в слое до 1 м над поверхностью.
Конкретно, эксперимент с измерениями пульса-
ционных составляющих с частотой записи 1000 Гц
на высотах 20, 40 и 80 см проводился 28 и 29 июля
2022 г.. Температура у поверхности достигала око-
ло 12:00 37 ◦С 28 июля и 45 ◦С 29 июля.

Как отмечается в подобной задаче [10], что
большие и малые масштабы непосредственно свя-
заны, возникшие большие флуктуации на малых
масштабах, доминируют над высокими момента-
ми скалярной структурной функции. Если наложен
статический крупномасштабный градиент, возни-
кает нарушение мелкомасштабной изотропии. В
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Рис. 1. Измерительный беспроводной комплекс и иллюстрация реализации эксперимента с датчиками на разной
высоте, собственно датчик

связи с этим проведен визуальный анализ возник-
новения «рампов» при различных осреднениях.

При переходе от 10-сек. к 100-сек. осреднени-
ям происходит укрупнение исчезновение мелких
«рампов» (Рис. 2). На разных масштабах (осредне-
ние 1, 10, 200 сек.) возникают «рамповые» структу-
ры, отражающие конвективные движения.

Сравнение функций плотности вероятности
для пульсационных составляющих температуры и
скорости при различных интервалах осреднения
говорит о близком совпадении тепловых и динами-
ческих процессов на масштабах осреднения 1 и 10

с. В этоже время для осреднения 100 с расхождения
существенны.

Соответственно, для спектров пульсаций и
структурных функций, построенных для одного
интервала осреднения, выделяются соответству-
ющие локальной изотропии степени «5/3» и «2/3»
интервалы частот.

Характерные масштабы структур можно опре-
делить по положению области левой (низкочастот-
ной) и правой границ температурного спектра для
наклона -5\3 – «точки перегиба». Они варьирует-
ся от 0.2 до 5 м в течение дня для частот от 1 до

Рис. 2. Примеры возникновения самоподобия структур при изменении масштабов визуализации и осреднения с
масштабом 1 мс и осреднением 1 с (слева) и масштабом 20 мс с осреднением 100 с (справа)
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Рис. 3. Вид структурных функций от 2-го до 5-го порядка для 29.07 и 29.08 в 13:00 (цифрами 2–5 отмечены порядки
структурных функций)

20 Гц (0.05-1 с) для левой и 0.01–0.1 м для 50–150
Гц (0.007–0.02 с) для правой. Участок с меньшими
частотами со степенью −1, вероятно, отражает на-
личие тепловых «струй» (аналогично, как в [10]) и
других структур, в которых варьируются высокие
и низкие значения температуры и скорости.

Наклоны спектров температуры и скорости в
солнечный день отличны, обе точки перегиба сме-
щены в сторону высоких значений частот.

Структурные функции построены для разно-
стей значений температурных и скоростных пуль-
саций во временных рядах, подобно тому, как это
делалось в [6,9]. Для значений сдвига по времени
от 0.02 до 0.2 с соблюдается локальная изотропия
со степенью близкой к -2/3.

Отмечаемые также асимметрии для распреде-
лений разностных характеристик особо выраже-
ны в 11:00 и в 15:00 (противоположные эффекты),
что, вероятно, связано с качественным различием
в формировании восходящих нисходящих токов в
это время.

Авторы хотят выразить признательность
Л.О.Максименкову, Е.А.Шишову, А.А. Хапаеву за
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Процессы образования гравитационных внутренних
волн за телом, движущимся в двумерной и

трехмерной стратифицированной вязкой жидкости
Матюшин П.В.

Институт Автоматизации Проектирования РАН, Москва

Проведено математическое моделирование
равномерного движения квадрата и диска со скоро-
стью U в покоящейся линейно стратифицирован-
ной по плотности несжимаемой вязкой жидкости
вдоль горизонтальной оси Z симметрии тела спра-
ва налево [1]. Показано, как на пустом месте в силу
гравитационной и сдвиговой неустойчивостей
формируются полуволны −1 и 1 (Рис. 1, 3), первая
из которых со временемформирует след за телом, а
вторая начинает череду внутренних полуволн над
следом (Рис. 1–3). Пусть Tb — период плавучести
жидкости, тогдапервая часть механизма форми-
рования внутренних волн (МФВВ1) будет одина-
ковойдлядвухмерного (2D) и трехмерного (3D) слу-
чаев: «Каждые Tb/2 новые полуволны k и −k рожда-
ются над местом Q старта тела, где k = 1, 2, 3, . . .;
точка Q находится на пересечении черной верти-
кальной прямой и оси Z, совпадающей с нижней
границей рисунков. Нечётные и чётные полуволны
k со временем становятся впадинами и гребнями,
соответственно.
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Моделирование
Для математического моделирования реша-

лась система уравнений Навье–Стокса в прибли-
жении Буссинеска [2], записанная как в декарто-
вой (Z, X), так и в цилиндрической (Z = Z, X =
R · cosφ, Y = R · sinφ) системах координат. Реше-
ние системы находилось при помощи численного
метода МЕРАНЖ [3] на вычислительных ресурсах
Межведомственного суперкомпьютерного центра
Российской академии наук (МСЦ РАН). Длина сто-
роны квадрата и диаметр диска равны d. Толщи-
на диска h = 0.76 · d. Эта задача характеризуется
четырьмя параметрами: Tb, Fr = U · Tb/(2π · d) —
внутреннее число Фруда, Re = U · d/ν— число Рей-
нольдса, Sc = ν/κ = 709.2 — число Шмидта, где
ν и κ— коэффициенты кинематической вязкости
жидкости и диффузии соли. Пусть T = τ/Tb, где τ—
реальное время, прошедшее с начала старта тела.

МФВВ2 для квадрата
«Каждые Tb из левой части осевой полуволны

−1 формируется новый вихрь k−1 ≡ −1(k) (осевая
часть гребня k), где k — чётное число (Рис. 1,I)».
Сердцевины полуволн на Рис. 1(в-д),I показаны
красными штриховыми линиями с красными но-
мерами.
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(а) (б) (в)

I)

II)
(г) (д)

I)

II)

Рис. 1. Мгновенные линии тока в системе координат, связанной с жидкостью, при Fr = 0.3, Re = 50, Tb = 2π
c около квадрата со стороной d (I) и диска толщиной 0.76 · d (II) (в вертикальной плоскости X − Z): а-д —
T = 0.02, 0.28, 0.55, 1.55, 2.55

Рис. 2. Линии тока около квадрата при Fr = 0.3, Re =
50, Tb = 2π с, T = 2.55

Черными номерами на Рис. 1в–д,I обозначают-
ся вихревые ячейки, появившиеся в общем поле
течения А около квадрата. Со временем картина
течения становится похожей на шахматную дос-
ку (Рис. 2). Так на Рис. 1д,I и 2 виден пятилистник

следа, состоящий из вихревых ячеек 2−1, 4−1 и −1
и полуячеек −5−1 и −3−1, которые выделены на
Рис. 1д,I чёрной штриховой линией. Над этим пя-
тилистником виден первый ряд вихревых ячеек: 1,
31, 51, −41, −21. Выше первого ряда расположился
второй ряд вихревых ячеек: 2, 42,−32, и т.д. В отли-
чие от 2D-случая в 3D-случае в картинах линий тока
в плоскости X − Z на Рис. 1,II такого шахматного
расположения вихрей не наблюдается, отличает-
ся время формирования полуволн и отсутствуют
осевые части гребней.

Для визуализации 3d вихревых структур те-
чения используются изоповерхности функции β
(мнимая часть двух комплексно сопряженных соб-
ственных значений тензора градиента скорости
[4]). В двухцветной «β+»-визуализации [1] полу-
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волны окрашиваются двумя разными цветами при
помощи знака фитой компоненты завихренности
(rot vφ) (Рис. 3а,в,III), где v — вектор скорости жид-
кости. Для «β−»-визуализации [1][1] выводятся на
экран только полуволны, для которых (rot vφ < 0
(Рис. 3б,III). В 2D-случае «β+»-визуализация кро-
ме полуволн показывает еще и зону блокировки
перед квадратом и рециркуляционную зону сра-
зу за квадратом (Рис. 3б,в,I), а также усложняет
МФВВ2(2D,β+): «Каждые Tb около точки Q рядом
друг с другом зарождаются два вихря−3(k) и−1(k)
(осевые части гребня k), где k — чётное число».

МФВВ2(3D, β+) для диска
В 3D-случае сердцевины полуволн k и −k за

диском похожи на деформированные полукольца,
которые падают наточкуQ [1][1]. «Каждые Tb для
каждого нечётного k у оси Z формируется вихре-
вая петля −k, состоящая из нитей fk и полукольца
−k, на которое потом садится чётное полукольцо

(k + 1). При этом нечетное полукольцо −k снача-
ла превращается в полукруг (Рис. 3б,III), а потом
в кольцо (Рис. 3в,III)». Таким образом, при X > 0
и T > 0 в течение каждого ∆T = 1 формируется
новая внутренняя волна, состоящая из впадины k и
гребня (k + 1), где k — нечётное число. Полукольцо
−k становится осевой частью гребня (k + 1). Осе-
вые части гребней оказываются связанными друг
с другом в цепочку нечетными нитями.
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Рис. 3. Вихревая структура течения жидкости при Fr = 0.3, Re = 50, Tb = 2π с около квадрата (I) и диска (II–III):
а–в — изолинии β+ с шагами 0.01, 0.2, 0.1 и 0.01 при T = 0.28, 0.8, 1.05 (I) и 0.005, 0.01, 0.01 (в вертикальной
плоскости X − Z) (II) и изоповерхности β+ = ±0.0052, β− = 0.005, β+ = ±0.005 (III) при T = 0.28, 0.8, 1. S —
боковая полуволна, f — нить, r — кольцевой вихрь вихревой оболочки следа 0, R — рециркуляционная область
следа [1][1]
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Взаимодействие пары вихрей в вязкой жидкости1
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Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова, Москва

Динамика завихренности играет ключевую роль в формировании турбулентных потоков. В связи с этим подроб-
ное изучение динамического поведения отдельных структурных элементов вихревых течений представляет
значительный фундаментальный интерес. В данной работе проводится численное моделирование задачи о
взаимодействии и слиянии двух плоских вихрей в вязкой несжимаемой жидкости. Эта задача, помимо фундамен-
тального интереса, важна также для ряда гео- и астрофизических приложений.
В работе проведено сравнение численного решения задачи о слиянии двух плоских вихрей с экспериментами [3].
Выделены четыре качественно различных этапа взаимодействия вихрей и проведен их анализ.

Постановка задачи
Рассматриваются два плоских вихря, описы-

ваемых решением Ламба-Озеена и находящихся
на расстоянии b0 друг от друга в вязкой жидкости.
Вихри имеют одинаковую циркуляцию Г и одина-
ковый размер ядра a0. Под размером ядра пони-
мается расстояние от центра вихря (максимума ω)
до локального минимума азимутальной скорости.
На Рис. 1 показана начальная геометрия потока и
система координат.

Движение несжимаемой вязкой однородной
жидкости описывается системой уравнений Навье-
Стокса:

∇ · v = 0, (1)
∂v
∂t

+ v · ∇v = −∇P
ρ

+ ν∇2v. (2)

Здесь v— вектор скорости, P— давление, ρ—плот-
ность жидкости, которая постоянна в несжимае-

1Работа выполнена по открытому плануИнститутамеханики
МГУ.
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мой жидкости, ν— кинематическая вязкость жид-
кости.

Применив оператором ротора к левой и пра-
вой частям уравнения (2), в случае двумерного те-
чения получим уравнение переноса завихренно-
сти:

∂ω

∂t
+ v · ∇ω = ν∇2

ω. (3)

Уравнение (3) не содержит давления, это одно
из основных преимуществ такого перехода. Вслед-
ствие уравнения неразрывности (1) можно ввести
функцию тока ψ, такую, что

vx = ∂ψ

∂y
, vy = − ∂ψ

∂x
.

Теперь мы можем записать завихренность в
терминах функции тока: ω = −∇2ψ. Итоговая си-
стема уравнений примет вид:

∂2ψ

∂x2 + ∂2ψ

∂y2 = −ω,

∂ω

∂t
+ vx

∂ω

∂x
+ vy

∂ω

∂y
= ν

(
∂2ω

∂x2 + ∂2ω

∂y2

)
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Рис. 1. Начальная геометрия потока

Полученная система содержит параболическое
уравнения переноса завихренности и эллиптиче-
ское уравнение Пуассона для определения функ-
ции тока ψ.

Начальные и граничные условия
В начальный момент времени задаются поля

скорости и завихренности, соответствующие су-
перпозиции соответствующих полей для двух вих-
рей Ламба-Озеена. Точным решением для такого
вихря в начальныймомент времени является такое
распределение завихренности:

ω = Г
πa2 exp

(
− r2

a2

)
,

где r — координата, отсчитываемая от центра ядра
вихря в начальный момент времени.

Считалось, что в начальный момент вихри
Ламба-Озеена удалены друг от друга на расстояние
b0 и имеют одинаковую циркуляцию Γ и одинако-
вый размер ядра a0.

На внешней, достаточно удаленной, границе
расчетной области ставились мягкие граничные
условия:

∂ω

∂n
= 0,

∂ψ

∂n
= 0.

Результаты
Были проведены численные расчеты постав-

ленной задачи конечно-разностным методом. Ре-
зультаты численного решения задачи о слияния
двух вихрей сравнивались с экспериментальными
данными [3].

На основании анализа численного решения по-
лучены следующие качественные результаты. Дви-
жение вихрей можно разбить на четыре стадии. На
первой стадии, пока вихри удалены друг от друг,
происходит их вращение друг относительно друга
с постоянной угловой скоростью Ω = Г/πb2

0. При
этом их ядра увеличиваются, но расстояние b0 оста-
ется постоянным. Переход ко второй стадии опре-
деляет критическое соотношение (a/b)c при дости-
жении которого происходит быстрое уменьшение
b. Вихри выбрасывают сгустки завихренности и на-
чинают сливаться в один вихрь. В конце второй ста-
дии слияние вихрей никогда не происходит полно-
стью. Расстояние b не обращается в ноль и остается
на значении, близком к 0,25. Это и определяет на-
чало третьей стадии, на которой два вихря все еще
имеют два отдельных максимума завихренности.

На заключительной четвертой стадии происхо-
дит окончательное слияние двух пиков завихрен-
ности в единый пик за счет диффузии завихренно-
сти.

На Рис. 2 и 3 представлены эксперименталь-
ная и рассчитанная картины взаимодействия пары
вихрей. Видно, как два вихря приближаются друг к
другу за счет конвекции, затем двамощных сгустка
завихренности выбрасываются и сворачиваются
вокруг общей точки вращения, а затем вихри сли-
ваются в единое целое.

Число Рейнольдса вычислено по циркуляции
скорости и кинематической вязкости. Динамика
расстояния b/b0, показанная на Рис. 4 позволяет
увидеть четыре стадии слияния вихрей, описанные
выше.

Рис. 2. Экспериментальная визуализация слияния двух вихрей при Re = 2000, t(a) = 0.13, t(b) = 0.53, t(c) = 1.43.
Рисунок взят из статьи [3]
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Рис. 3. Поля завихренности, полученные в настоящей работе путем численного решения при a0/b0 = 0.15, Re =
2000, t(a) = 0, t(b) = 0.53, t(c) = 1.23, t(d) = 1.43

Рис. 4. Зависимость отношения b/b0 от безразмерно-
го времени.

В работе проанализированы этапы взаимодей-
ствия двух совместно вращающихся вихревых об-
ластей в вязкой жидкости. Анализ проведен в рам-
кахмодели двумерного течения, справедливой при
не очень больших числах Рейнольдса. С увеличе-
нием числа Рейнольдса поток может стать трех-
мерным и картина взаимодействия вихрей может
значительно усложниться.
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Периодические течения в
концентрационно-стратифицированной

несжимаемой вязкой жидкости1

Очиров А.А.
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Введение
Изучение поверхностных периодических те-

чений актуально с точки зрения академических и
технологических приложений. Современные экс-
периментальные исследования обнаруживают тон-
кую сложную структуру течения, сопровождающую
капиллярные и капиллярно-гравитационные вол-
ны. В работе [1] исследовано волновое течение в
идеальной стратифицированной среде. В исследо-
вании [2] исследованы особенности волновых дви-
жений, возникающих на границе раздела невязких
стратифицированных сред. Работы [3,4] посвяще-
ны периодическим движениям в вязких жидкостях.
В модели вязкой среды в дисперсионных соотно-
шениях помимо волнового движения можно вы-
делить компоненты, отвечающие тонкой структу-
ре течения – лигаментам, описывающим тонкие
струи, сопровождающие волны на всех этапах су-
ществования. В настоящем исследовании рассмат-
риваются вязкие стратифицированные жидкости,
стратификация которых связана с неоднородным

1Работа выполнена по теме государственного задания (№
госрегистрации 123021700044-0)
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распределением солености.

Математическая формулировка
задачи

Рассмотрим неограниченную вязкую жид-
кость с кинематической вязкостью ν, занимающую
нижнее полупространство z < 0 в декартовой си-
стеме координат Oxyz, в которой ось Oz направ-
лена вертикально вверх против направления поля
силы тяжести g⃗, а плоскостьOxy совпадает с равно-
весным положением свободной поверхности жид-
кости. В общем случае плотность жидкости связана
с многочисленными физическими факторами, в
настоящей работе рассматривается модель, учиты-
вающая стратификацию, связанную с неравномер-
ным распределением концентрации примеси. При
этом считается, что периодические возмущения
вызывают малые отклонения значения солености
от равновесного уровня. Плотность жидкости ρ в
сделанных предположениях записывается следую-
щим образом:

ρ = ρ0 (z) (1 + αS (S (x, z, t) − S0)) (1)

Здесь ρ0 (z) = ρ00 exp (−z/Λ) — функция, задаю-
щая исходную стратификацию, Λ = |d ln ρ/dz|−1 —
масштаб стратификации, ρ00 — значение плотно-

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.083.pdf
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сти на равновесном уровне z = 0, αS — коэффици-
ент солевого уплотнения, S (x, z, t) = S0 + S̃ (x, z, t)
—функция, определяющая соленость, S0 — равно-
весное значение, а S̃ — периодическое возмуще-
ние солености. Рассмотрим плоские периодиче-
ские возмущения свободной поверхности жидко-
сти z = ζ (x, t). Будем считать, что движение не за-
висит от горизонтальной координаты y. Давление
жидкости P определяется суммой атмосферного P0,
гидростатического и периодического P̃ давления:

P = P0 +
∫ ζ

z
ρ (x, ξ, t) gdξ+ P̃ (x, z, t) (2)

В предельно редуцированнойпостановке с уче-
том описанных приближений и допущений мате-
матическая формулировка задачи по определению
поля скоростей u⃗ = u⃗ex + w⃗ez, давления P, плот-
ности ρ и солености S записывается следующим
образом:

z <ζ :


ρ (∂tu⃗ + (u⃗ · ∇) u⃗) = ρν∆u⃗ − ∇P + ρg⃗

∂tρ+ u⃗ · ∇ρ+ ρ div u⃗ = 0

∂tS + +u⃗ · ∇S − κS∆S − QS = 0

(3)

z =ζ :

∂t (z − ζ) + u⃗ · ∇ (z − ζ) = 0

τ⃗ · (⃗n · ∇u⃗) + n⃗ (⃗τ · ∇u⃗) = 0

P − P0 − σ∇ · n⃗ − 2ρν⃗n · (⃗n · ∇u⃗) = 0

n⃗ = ∇ (z − ζ)
|∇ (z − ζ)| = −∂xζ⃗ex + e⃗z√

1 + (∂xζ)2

τ⃗ = e⃗x + ∂xζ⃗ez√
1 + (∂xζ)2

(4)

Здесь QS —функция источников, κS — коэффици-
ент диффузии, σ— коэффициент поверхностного
натяжения, а векторы n⃗, τ⃗— вектор нормали и ка-
сательной к поверхности соответственно. Система
уравнений (3) решается с учетом граничных усло-
вий на свободной поверхностижидкости (4) и пред-
ставлений плотности (1) и давления (2) для инфи-
нитезимальных периодических возмущений мето-
дом разложения по малому параметру, пропорци-
ональному амплитуде периодического движения в
приближении Буссинеска в отсутствии источников
QS = 0. В этом случае жидкость считается несжи-
маемой, а плотность считается переменной только
у слагаемых с ускорением свободного падения.

Решение задачи
Решение линеаризованной задачи ищется в

виде периодических функций, пропорциональ-

ных ∝ exp (ikxx − iωt). Связь между положитель-
но определенной частотой волнового движения
ω > 0 и компонентами волнового вектора kx,z
определяется при помощи дисперсионных соот-
ношений. Подстановка вида решения в основные
уравнения и обезразмеривание на собственные
параметры среды: обратную частоту плавучести
τN = N−1 =

√
Λ/g и вязкий волновой масштаб

δ
gν
N = (gν)1/3 N−1 приводит к дисперсионным со-
отношениям:

ω∗
(
k2

∗x − k2
∗z

) (
iε

(
k2

∗x − k2
∗z

)
+ω∗

)
−

− exp
(

− z
Λ

)
k2

∗x = 0
(5)

ε

Sc

(
k2

∗x − k2
∗zS

)
− iω∗ = 0 (6)

И решениям:

k∗z =±

√√√√
k2∗x− iω∗

2ε
+

i
√

4iεk2∗x exp (−z/Λ)+ω3∗

2ε
√
ω∗

≈

≈ ±k∗x

√
ω2∗ − exp (−z/Λ)

ω∗
(7)

k∗l =±

√√√√
k2∗x− iω∗

2ε
−

i
√

4iεk2∗x exp (−z/Λ)+ω3∗

2ε
√
ω∗

≈

≈ ±1 − i√
2ε

√
ω∗

k∗lS = ±
√

k2∗x − i
Sc
ε
ω∗ ≈ ±1 − i√

2

√
Sc
ε
ω∗

При выбранных параметрах обезразмерива-
ния естественным образом возникает малый пара-
метр ε = δνg/δgν

N = Nν1/3/g2/3, который определя-
ет отношение вязкого масштаба к вязкому волно-
вому и число Шмидта Sc = ν/κS. Решения (5)–(6)
записываются следующим образом:

Регулярные решения уравнения (5) в (7) обо-
значены k∗z и определяют волновой компонент
периодического течения. Сингулярные решения
(5)–(6) в (7) обозначены k∗l , k∗lS и определяют лига-
ментные компоненты скорости и солености соот-
ветственно. Подстановка вида решения с учетом
лигаментных компонентов в граничные условия
позволяет получить дисперсионное соотношение,
связывающее компонент волнового вектора k∗x с
частотой ω:
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(k2
∗l + k2

∗x)(δ2εk4
∗x + iε2ω∗k∗z(k2

∗z − 3k2
∗x)+

+k2
∗x − εk∗zω

2
∗) − (k2

∗z + k2
∗x)×

×(δ2εk4
∗x + iε2ω∗k∗l(k2

∗l − 3k2
∗x)+

+k2
∗x − εk∗lω

2
∗) = 0

(8)

С учетом приближенных решений (7) можно
получить решения уравнения (8), которые не при-
водятся здесь в силу громоздкости. Условие отбора
физически реализуемых корней связано с затуха-
нием движения с глубиной. Решения должны удо-
влетворять соотношению:

Re (kz,l) > 0 (9)

Заключение
Проанализированы дисперсионные соотноше-

ния, определяющие все компоненты периодиче-
ского движения вдоль свободной поверхности жид-
кости—волныиприсоединенные лигаменты, зада-
ющие структуру течения. Показано, что при перио-

дическом поверхностном течении поведение соле-
ности определяется только лигаментными компо-
нентами. Поведение поля скоростей описывается
и волновыми и лигаментными компонентами пе-
риодического течения. Характерные собственные
масштабы жидкости диктуют требования, предъ-
являемые к постановке эксперимента по наблюде-
нию всех компонентов течения.
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Особенности массопереноса связанного
распространением поверхностных периодических
течений в вязкой стратифицированной жидкости1

Очиров А.А., Лапшина К.Ю.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Введение
Явление переноса вещества периодическими

волнами, распространяющимися вдоль поверхно-
стижидкости известно очень давно. Теоретические
исследования начались с основополагающей рабо-
ты Дж.Г. Стокса [1]. Исследование массопереноса
периодическими течениями жидкости привлекает
внимание и современных исследователей в связи
с большим количеством научных и практических
приложений. Описание волнового движения в вяз-
кой несжимаемой стратифицированной жидкости
с учетом компонентов течения, характеризующих
тонкую структуру — лигаментов, предложено в [2].
В работе [3] подробно исследованы свойства дрей-
фа в вязкой однородной жидкости, связанные с
волновым компонентом периодического течения.
В настоящей работе ставится задача о выявлении
особенностей расчета дрейфа Стокса в вязкой сре-
де с учетом полных решений: волновых и лига-
ментных компонентов течения.

1Работа выполнена по теме государственного задания (№
госрегистрации 123021700044-0)
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Математическая формулировка
задачи

Задача рассматривается в плоской постановке
в декартовой системе координатOxz, в которой ось
Oz направлена вертикально вверх против направ-
ления действия сил тяжести g. Рассмотрим вязкую
жидкость с кинематической вязкостью v плотно-
стью ρ. Стратификацию жидкости по плотности
будем считать равномерной и экспоненциальной.
В этом случае функция плотности записывается в
виде:

ρ = ρ00 exp (−z/Λ) (1 + ρ̃ (x, z, t)) (1)

Здесь ρ00 — равновесное значение плотности на
уровне невозмущенной свободной поверхности
z = 0,Λ = |d ln ρ/dz|−1 —масштаб стратификации,
а ρ̃— возмущение плотности от равновесного зна-
чения. В природе часто при распространении пе-
риодических течений возмущения плотности мало
по сравнению с равновесным значением и часто
задачи решаются в приближении однородной жид-
кости. Поверхностное натяжение характеризуется
коэффициентом поверхностного натяжения σ или
нормированным на равновесное значение плотно-
сти коэффициентом γ = σ/ρ00. Математическая
формулировка задачи состоит из уравнений Навье-

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.084.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.084.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.084
mailto:otchirov@mail.ru
mailto:krislapshina03@gmail.com
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Стокса, неразрывности, условия затухания движе-
ния с глубиной и стандартных гидродинамических
граничных условий на свободной поверхности:

z <ζ :

{
ρ∂tu+ρ (u·∇) u−ρv∆u = −∇P+ρ g

∂tρ+ div (ρ · u) = 0
(2)

z =ζ :


∂t (z − ζ) + u · ∇ (z − ζ) = 0,

τ · (n · ∇u) + n · (τ · ∇u) = 0,

P−P0−σ div(n)−2ρn (n · ∇u) = 0

(3)

n = ∇ (z − ζ)
|∇ (z − ζ)| = −∂xζex + ez√

1 + (∂xζ)2
, τ = ex + ∂xζ ez√

1 + (∂xζ)2
.

Здесь ζ = ζ (x, t) — функция, описывающая откло-
нение свободной поверхности от равновесного по-
ложения, u = uxex + uzez - поле скоростей, кото-
рое в приближении Буссинеска (при наложении
дополнительного условия несжимаемости жидко-
сти) можно записать в виде частных производных
функций тока:

ux = ∂zψ, uz = −∂xψ (4)

Давление жидкости P представляется в виде
суммы атмосферного P0, гидростатического и пе-
риодического P̃ давления:

P = P0 +
ζ∫

z

ρ (x, ξ, t) gdξ+ P̃ (x, z, t) (5)

Решение задачи ищется методом сингулярных
возмущений с разложением задачи на порядки ма-
лости по параметру пропорциональному амплиту-
де периодического возмущения свободной поверх-
ности в виде периодических функций.

Расчет скорости дрейфа Cтокса
Следуя стандартной процедуре снесения гра-

ничных условий на равновесную поверхность, по-
лучим решение задачи в линейном приближении
и дисперсионные соотношения, определяющие
связь между компонентами волнового вектора и
частотой периодического течения в вязкой страти-
фицированной жидкости:

ω
(
k2

x − k2
z
) (

iνk2
x − iνk2

z +ω
)

−

−N2k2
x exp

(
− z

Λ

)
= 0

(6)

В приближении малой вязкости согласно тео-
рии сингулярных возмущений уравнение (6) до-
пускает два типа решений: регулярные и сингуляр-
ные:

kz = ±
(

kx2 − iω(2ν)−1+(1 − i)(2
√

2νω)−1×

×
√

4 exp(−z/Λ)kx2N2νω− iω4
)1/2

kl = ±
(

kx2 − iω(2ν)−1+(1 − i)(2
√

2νω)−1×

×
√

4 exp(−z/Λ)kx2N2νω− iω4
)1/2

(7)

Регулярные решения kz определяют волновой
компонент течения и в предельном переходе иде-
альной жидкости сводятся к решениям, описы-
вающим волновой компонент в идеальной среде.
Сингулярные решения переобозначены kl и опре-
деляют лигаментный компонент периодическо-
го течения, вырождающийся в предельном пере-
ходе невязкой среды. Регулярные решения мате-
матически определяются выражением |Re (kz)| ≪
|Im (kz)|. Сингулярные решения математически
определяются соотношением |Re (kl)| ∼ |Im (kl)|.
При подстановке дисперсионных соотношений,
описывающих полное решение в искомые функ-
ции и в граничные условия, получается дисперси-
онное соотношение, приближенные решения кото-
рого громоздки и здесь не приводятся:

(k2
x + k2

z)(klω
2 − gk2

x − γk4
x+

+iωνkl(3k2
x − k2

l )) − (k2
x + k2

l )×

×(kzω
2 − gk2

x − γk4
x + iωνkz(3k2

x − k2
z)) = 0

(8)

Пример построения дисперсионных соотноше-
ний для воды и лигаментов для жидкости с пара-
метрами воды и разной частотой плавучести при-
веден на Рис. 1.

Дрейф Стокса — явление второго порядка ма-
лости и определяется непериодическими компо-
нентами скорости. В вязкой жидкости такие ком-
поненты появляются при решении задачи второ-
го порядка малости. Также компоненты скорости
дрейфа Стокса возникают в результате перехода
от описания скорости в переменных Эйлера uE к
переменным Лагранжа uL по известной формуле:

uL(r0, t)= uE(r0, t)+

 t∫
0

uE (r0, τ)

∇0

uE (r, t) . (9)

Из решения задачи второго порядка малости
выделяются нециклические компоненты скорости
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Рис. 1. Зависимость масштабов компонентов тече-
ния от частоты для воды: (а) — длины вол-
ны, линии (1 – 3) построены для N =
1; 0.01; 0.001

(
c−1)

; (б) — толщины лигамен-
та в сильно стратифицированной жидкости
N = 1c−1

и складывая их с нециклическими слагаемыми
лагранжевой скорости (9) получим скорость дрей-
фа Стокса, определяемую всеми компонентами те-
чения: волнами и лигаментами.

Заключение
Проанализирована методика расчета скорости

дрейфа Стокса в вязких несжимаемых равномер-
но стратифицированных жидкостях. Показаны осо-
бенности расчета скоростимассопереноса с учетом
влияния волновых и лигаментных компонентов
периодического течения.
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Эксперементальные исследования сферической
модели1

Рулева Л.Б., Солодовников С.И.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН

Введение
Сферические модели для экспериментальных

исследований являются прототипамимоделей про-
стых форм, на которых проверяются новые ком-
пьютерные кодыматематического моделирования.
Интерес к сферическим моделям обусловлен так-
же тем, что они, в какой-то мере, отражают фи-
зические процессы, например, обтекания марси-
анских зондов [1, 2]. При этом возникает нагрев
сжатого слоя газа у сферической поверхности. Из-
вестны фундаментальные работы [3] исследования
физико-химических процессов в нагретом слое у
сферических тел.

Лабораторная установка (ГУАТ) ИПМех РА поз-
воляет создать среду для испытания моделей при
давлении до 1 Па и воздушном напоре в широком
диапазоне скоростей. Для последующей валида-
ции математического моделирования на установ-
ке ГУАТ получены экспериментальные данные по
тепловому потоку изготовленной сферической мо-
дели.

1Работа выполнена по теме госзадания № ААААА20-
12001169 0135-5

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Институт проблем механики им А.Ю. Ишлинского РАН
© Рулева Лариса Борисовна, ruleva@ipmnet.ru
© Солодовников Сергей Иванович, Sis63@yandex.ru

Модель и лабораторная установка

Модель для исследования представляет собой
полусферу во фронтальной части и усеченный ко-
нус на задней поверхности, как показано на Рис. 1
и 2.

Сертифицированные датчики теплового по-
тока расположены: в центральной лобовой части
модели МСТ1, со смещением под углом 450 (МСТ2)
и на середине конической части модели (МСТ3).
Дистанция модели от сопла в исходном положе-
нии составила 10 мм. Сигналы сертифицирован-
ных быстродействующих датчиков тепловых по-
токов, связаны с АЦП, с частотой 10 МГц, и про-
граммой «powergraph» отображения информации
с шагом 0.4 мкс. Среда размещения модели была
вакуумирована до давлений: 1Па, 10Па и 100Па.

На втором этапе модель была размещена под
наклоном 200. Наклон модели выполнен вверх для
исключения провисания проводов датчиков теп-
лового потока. Фото модель во фронтальном поло-
жении и под углом атаки к набегающему потоку у
сопла ГУАТ приведено на Рис. 3.

Экспериментальные исследования проведены
в соответствии с реестром тестовых задач для ГУАТ
[4]. Измерены конвективные тепловые потоки на
поверхности обтекаемой сферической модели.
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Рис. 1. Схема сферической модели

Рис. 2. Схема ГУАТ

Результаты физического
моделирования

Графики тепловых потоков, при давлении в
камере высокого давления 36 атм и камере низкого
давления 0,1 атм, приведены на Рис. 4.

Тепловой поток датчика МСТ1 больше в цен-
тральном положении к потоку. При повороте моде-
ли на 200 против часовой стрелки нагрев модели в
области датчика МСТ2 превосходит нагрев датчи-
ка МСТ1 и своего значения в исходном положении.

Тепловой поток в области конусной части модели,
измеряемый датчиком МСТ3, при угле атаки 200
увеличился незначительно.

Выводы
Получены экспериментальные данные по кон-

вективному нагреву поверхности сферической мо-
дели в положении центрального набегающего по-
тока и под углом атаки 200 к потоку.
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Рис. 4. Тепловые потоки в двух положениях модели

а б

Рис. 3. Сферическая модель перед соплом: а) — по оси сопла; б) — под углом 200
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Режимы массопереноса в горизонтальном пористом
слое с вертикальным потоком
двухкомпонентной жидкости1

Соболева Е.Б.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Природные процессы и деятельность челове-
ка порождают естественно-конвективные течения
грунтовых вод в подземных пористых образова-
ниях (почвах, грунтах, горных породах). В част-
ности, при круговороте воды в природе влага ис-
паряется с поверхности Земли, вследствие чего в
недрах Земли формируется вертикальный, направ-
ленный вверх поток жидкости. Гидростатическое
давление уменьшается с высотой, поэтому в во-
де, поднимающейся из глубин, давление падает;
когда оно доходит до значения давления насыщен-
ного пара, происходит фазовый переход - вода пре-
вращается в пар. Вода содержит растворенные со-
ли, которые перемещаются вверх вместе с пото-
ком. При преобразовании жидкости в пар послед-
ний улетучивается, а соли скапливаются под грани-
цей фазового перехода, так что здесь формируется
слой концентрированного раствора повышенной
плотности. При определенных параметрах такой
слой оказывается неустойчивым в поле силы тяже-
сти, со временем он деформируется и развивается

1Работа выполнена по теме государственного задания (№
госрегистрации 123021700044-0)
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концентрационно-конвективное движение. Насто-
ящая работа посвящена численным исследовани-
ям режимов массопереноса и концентрационной
конвекции в горизонтальном пористом слое при
наличии вынужденного вертикального течения.

Рассматривается бесконечный по горизонта-
ли пористый слой постоянной пористости ? и про-
ницаемости k. В начальный момент поровое про-
странство заполнено водным раствором соли кон-
центрации c0, движущимся строго вверх; скорость
фильтрации u0 = (0, v0). На нижней границе обла-
сти скорость потока и концентрация раствора под-
держиваются постоянными. На верхней границе,
которая совпадает с фронтом фазового перехода,
вода превращается в пар и улетучивается, а соли
остаются в области. Таким образом, на верхней гра-
нице задается постоянная вертикальная скорость
воды, а для примеси ставится следующее условие:
количество соли, поступающее к верхней границе
с вынужденным потоком равно количеству соли,
уходящему вниз за счет диффузии. Под верхней
границей раствор имеет повышенную концентра-
цию и плотность (плотность раствора линейно уве-
личивается с концентрацией растворенной приме-
си). Формируется система, в которой более тяжелая
жидкость находится над более легкой. Такое рас-
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Рис. 1. Постановка задачи

положение может быть неустойчивым в поле силы
тяжести и приводить к естественной конвекции.
Постановка задачи показана на Рис. 1.

Численное моделирование выполнено на ос-
нове гидродинамической модели двухкомпонент-
ной жидкости в пористой среде, которая включает
уравнения неразрывности, движения (уравнение
Дарси), транспорта примеси, а также уравнение
состояния.

∇ · u = 0

u = − k
µ

(∇P − ρge)

ϕ
∂ρc

∂t
+ u · ∇ρc = ∇ · (ϕD∇ρc)

ρ = ρ0 + αρc.

Здесь ρ, ρc, ρ0 – плотности раствора, примеси и
чистой воды; u, P – скорость фильтрации и давле-
ние; µ, D, g, e – коэффициенты вязкости и диффу-
зии, ускорение свободного падения и единичный
вектор, сонаправленный с вектором силы тяжести;
α = 0.815. Концентрация примеси c определяется
следующим образом: c = ρc/ρ.

Безразмерные параметры задачи – это числа
Рэлея-Дарси Ras и Пекле Pe, концентрация приме-
си на нижней границе c0:

Ras = kgH△ρs

φµD
, Pe = Hv0

D
, c0.

Число Ras построено по высоте области H; оно
включает максимально возможную разность плот-
ности раствора △ρs (разность плотности насыщен-
ного раствора и чистой воды). Величина Ras пред-
ставляет собой отношение скорости естественно-
конвективного движения к диффузионной скоро-
сти. Величина Pe – это отношение скорости вынуж-
денного течения (вертикального потока) к диффу-
зионной скорости.

Обобщая результаты работ [1–4], можно за-
ключить, что в зависимости от значения Pe
естественно-конвективное движение происходит

в разных режимах (см. рис. 2). При Pe ⩽ 2.2, если
конвекция возникает, то она охватывает всю иссле-
дуемую область; в этом случае высота области H
является определяющим параметром задачи. При
Pe ⩾ 44 конвективное движение сосредотачивает-
ся под верхней границей, поскольку интенсивный
вертикальный поток не позволяет ему распростра-
няться вниз. Под верхней границей образуются
нестационарные «солевые капли». Нижняя грани-
ца не влияет на развивающееся течение и можно
считать, что она отодвинута на бесконечность. Это
режим полубесконечной области, высота H не вли-
яет на решение. При 2.2 < Pe < 44 режим проме-
жуточный: естественно-конвективное движение
может зарождаться под верхней границей в виде
«капель», затем охватывать весь пористый слой.

В режиме слоя (Pe ⩽ 2.2) состояние системы
может быть как устойчивым (вынужденный вер-
тикальный поток примеси вверх и ее диффузион-
ный отток вниз уравновешивают друг друга; фор-
мируется стационарный профиль концентрации
примеси), так и неустойчивым (развивается кон-
вективное течение, которое со временем становит-
ся стационарным; течение направлено от нижней
границы к верхней по искривленным линиям то-
ка или является циркуляционным). Граница меж-
ду режимами определяется числом Рэлея-Дарси
Ra∗, которое включает △ρ∗ – разность плотности
раствора на верхней и нижней границах, найден-
ную в процессе численного решения. Очевидно,
что △ρ∗ ⩽ △ρs и, следовательно, Ra∗ ⩽ Ras. Полу-
чено, что Ra∗ ≈ 25 (красная линия на Рис. 2).

В режиме полубесконечной области (Pe ⩾ 44)
определяющим является комплекс Ra∗/Pe. Ана-
литические исследования тепловой естественной
конвекции, отличающиеся граничными условия-
ми и методом решения, дают пороговые значения
Ra∗/Pe= 5.78 [5]; 14.3 [6]; 2 [7], выше которых со-
стояние системы неустойчиво. Учитывая аналогию
между концентрационной и тепловой конвекцией,
выполнено сравнение с [5] – на Рис. 2 при Pe ⩾ 44
начерчена кривая Ra∗ = 5.78Pe (красная линия).
Полученные в численном моделировании точки,
соответствующие течению «солевых капель», рас-
полагаются выше данной кривой, что согласуется
с выводами [5]. Ниже кривой устойчивые состоя-
ния не обнаружены, поскольку при развитии кон-
центрационной конвекции соль может выпадать
в осадок из пересыщенного раствора, что и было
получено. Таким образом, ниже кривой аналогия
между концентрационной и тепловой конвекцией
не применяется.

Следует отметить, что в режиме слоя (Pe ⩽ 2.2)
при Ra∗ меньше некоторой величины порядка 1 и
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Рис. 2. Состояние системы: 1 — устойчивое; 2-4 — конвекция (2 — искривленное подъемное течение, 3 — циркуляци-
онное течение во всем слое, 4 — «солевые капли»); 5 — выпадение соли в осадок

в режиме полубесконечной области (Pe ⩾ 44) при
Ra∗/Pe меньше нескольких единиц раствор око-
ло верхней границы становится пересыщенным,
поскольку ни конвекция, ни диффузия не успева-
ют отводить внутрь области соль, поступающую с
вертикальным потоком. Такая картина характерна
для пористых сред с низкой проницаемостью. В
этом случае соль выпадает в осадок, приводя в ко-
нечном счете к закупориванию пор. В настоящем
исследовании рассматривается только начальный
этап выпадения соли в осадок, пока можно считать,
что пористость не уменьшилась.
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Колебательная конвекция в квадратной полости,
подогреваемой сбоку
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Для многих технологических приложений
большое значение имеет знание закономер-
ностей характера перемешивания при термо-
концентрационной конвекции, распределения
температуры и примесей, а также формирования
температурного и концентрационного расслоения
в объёме жидкости с целью управления этими
неоднородностями. При умеренных определяю-
щих параметрах конвективное течение может
приобретать колебательный характер, оставаясь
при этом ламинарным. В данной работе при-
ведены результаты численного моделирования
тепловой и термо-концентрационной конвекции в
квадратной полости, заполненной газовой смесью
и подогреваемой сбоку. Схема расчётной области и
граничные условия для термо-концентрационной
конвекции показана на Рис. 1, а.

Математическая модель основана на числен-
ном решении нестационарных двумерных уравне-
ний Навье–Стокса для несжимаемой жидкости в
приближении Буссинеска, Задача характеризуется
безразмерными числами Прандтля (Pr), Грасгофа
(Gr), Грасгофа концентрационного (Grc), Шмидта
(Sc), граничными условиями и направлением век-
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тора силы тяжести [1]. Вектор силы тяжести направ-
лен навстречу оси 0y и перпендикулярен векторам
потоков тепла и массы (Рис. 1). Граничные условия
следующие: для скорости — условиями прилипа-
ния на всех стенках, для температуры задаются
условия первого рода на всех стенках, условия для
концентрации: не протекания на горизонтальных
стенках и первого рода на вертикальных (Рис. 1, a).
Рассматриваются бинарные смеси с концентраци-
ей лёгкой компоненты. Рассмотрены диапазоны
безразмерных параметров: 0 < Gr < 108, Pr = 0.7,
0 < Grc < 108, 10−2 < Sc < 102, соответствую-
щие ламинарной стационарной и колебательной
конвекции. Описания методов решения указанных
задач приведено в работах [1–3]. Вертикальное рас-
слоение оценивалось величинами производных от
температуры (∂T/∂y) и концентрации (∂C/∂y) по
вертикальной координате y.

На Рис. 1 для установившегося периодического
течения показаны картины течения (в виде изоли-
ний функции тока и изотерм) для разных момен-
тов времени на одном периоде. Картины течения,
изображенные на Рис. 1 повторяются с постоянной
периодичностью, о чём также говорят временные
зависимости значений производной от темпера-
туры по вертикальной координате (∂T/∂y) (мак-
симальных, минимальных и средних значений по
пространству), изображённых на Рис. 2. Эти зави-
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а) б) в) г)

д) ж) з) и)

Рис. 1. Расчётная область и граничные условия (а). Показаны значения изолиний функции тока (а–г) и изотермы
(д–и) при колебательной тепловой конвекции Gr = 107, Pr = 0.7, L/H = 1 в разные моменты времени,
приблизительно на одном периоде колебаний

симости показывают наличие максимумов темпе-
ратурного и концентрационного расслоения в за-
висимости от числа Грасгофа центре области [4].

После превышения числом Грасгофа значения
Gr > 106 ламинарное течение становится перио-
дически — колебательным, в следствие того, что
вторичные крупномасштабные вихри (вихри, ко-
торые до чисел Gr = 106 известные, как cat’s eyes)
начинают увлекаться основным течением, двига-
ясь против часовой стрелки, меняя свою интен-

Рис. 2. Временные зависимости производной от тем-
пературы по вертикальной координате dT/dy
(максимальных, минимальных и средних зна-
чений по пространству) при колебательной
тепловой конвекции

сивность, дробясь и объединяясь, из-за чего воз-
никают термики у горячей и холодной стенок (на
стенках происходит срыв пограничного слоя, по-
являются мелкие, растущие по мере продвижения
вдоль стенок вихри, образующие на твёрдых стен-
ках волны Толлмина–Шлихтинга) (Рис. 1).

На Рис. 3 представлены картины конвектив-
ных течений в виде изолиний функции тока, изо-
терми линий равной концентрациипри разных чи-
селах Шмидта (Sc = 0.01, 0.1, 0.7, 10, 100) при коле-
бательной тепловой конвекции Gr = 107, Gr = 108,
Pr = 0.7 и при термо-концентрационной конвек-
ции Gr = 107, Pr = 0.7, Grc = 107, Sc = 0.7.

При Gr = 108 течение является периодически-
колебательным, но менее упорядоченным,
чем при Gr = 107. Интенсивность термо-
концентрационной периодически-колебательной
конвекции (Gr = 107, Pr = 0.7, Grc = 107,
Sc = 0.7, L/H = 1) ниже, чем в случае только
тепловой (Gr = 107, Pr = 0.7, Grc = 0), но
структура течения состоит из двух основных,
противоборствующих и оппозитно вращающихся
вихрей (концентрационная конвекция по часовой
стрелке; тепловая конвекция — против), чем и
определяется периодичность течения при данной
термо-концентрационной конвекции.
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Рис. 3. Изолиний функции тока (1-й столбец), изотермы (2-й столбец) и линии равной концентрации 3-5 столбцы
для чисел Шмидта (Sc = 0.01, 0.1, 0.7, 10, 100) при колебательной тепловой конвекции Gr = 107, Pr = 0.7
(1-я строка), Gr = 108, Pr = 0.7 (2-я строка) и при термо-концентрационной конвекции Gr = 107, Pr = 0.7,
Grc = 107, Sc = 0.7 (3-я строка)

Заключение
Показана динамика и различия в природе фор-

мирования колебательных течений в квадратной
области при тепловой и термо-концентрационной
конвекции. Приведены детали образования про-
тивотоков внутри квадратной области с направле-
нием противоположным основному конвективно-
му течению. Найдены немонотонные зависимости
величины температурного (концентрационного)
расслоения в центре квадратной области от числа
Грасгофа.
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Формирование вихревых структур
в неравномерно нагретой жидкости
в вибрирующей квадратной полости
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Исследуются стационарные режимы
вибрационно-конвективного течения вязкой
несжимаемой жидкости в полости квадратного
сечения. Две противоположные грани изотер-
мические, поддерживается постоянный перепад
температур между ними. Две другие стенки тепло-
изолированные. Полость находится в постоянном
поле тяжести и может быть наклоненной на
произвольный угол α по отношению к вертикали.
Вибрации осуществляются вдоль направления,
заданного углом β (см. центральные врезки на
Рис. 1 и Рис. 2). Интенсивность осредненного
вибрационно-конвективного течения полагается
малой, не искажающей теплопроводное распре-
деление температуры (приближение Стокса). Это
позволяет аналитически с использованием метода
Штурма–Лиувилля определить поле амплитуды
функции тока пульсационного течения в виде
простых тригонометрических выражений. С
использованием этих аналитических выражений
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конечно-разностным методом определялись поля
функции тока осредненного течения для различ-
ных значений числа Грасгофа Gr и вибрационного
числа Грасгофа Grv и всех возможных направлений
вибраций β и поля тяжести α.

В отсутствие вибраций решение задачи зави-
сит только от комбинации Gr sinα. При любых α
структура течения одновихревая (если не обращать
внимания на очень слабые угловые вихри Моффа-
та), максимальная интенсивность достигается при
α = 90◦. При α = 0◦ и α = 180◦ осредненное тече-
ние отсутствует.

В невесомости (Рис. 1), когда нет постоянного
поля силы тяжести (Gr = 0), при направлении виб-
раций строго вдоль равновесных изотерм (β = 0◦)
формируется слабое четырехвихревое симметрич-
ное осредненное течение (Рис. 1a). При измене-
нии угла наклона оси вибраций β два диагональных
вихря объединяются и общая картина становится
трехвихревой с одним диагональным глобальным
вихрем (Рис. 1b). Кинетическая энергия (Рис. 1e)
такого трехвихревого осредненного течения дости-
гает максимума при β = 45◦. Дальнейшее увеличе-
ние угла β приводит к уменьшению интенсивности
как осредненного, так и пульсационного течения,
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Рис. 1. Зависимость кинетической энергии осреднен-
ного движения течения от угла наклона оси виб-
раций β и линии тока (a–d) для различных β в
невесомости зависимости при значени значе-
нии вибрационного числа Грасгофа Grv = 50

Рис. 2. Зависимость кинетической энергии осреднен-
ного течения от числа Грасгофа (e) и структуры
осредненного течения (a-d) от интенсивности
гравитации (Gr) при фиксированном значении
вибрационного числа Грасгофа Grv = 100 и уг-
лах: α = 70◦ и β = 60◦

а глобальный вихрь стремится занять всю полость.
При β = 90◦ реализуется состояния покоя.

В общем случае виброгравитационной конвек-
ции (Gr ̸= 0 и S ̸= 0) реализуются два механизма
возбуждения осредненного течения – гравитаци-
онный, который определяется параметрами (Gr, α)
и вибрационный, зависящий от (Grv, β). Гравита-
ционный механизм при всех α приводит к форми-
рованию одного вихря, занимающего всю полость.
Вибрационное течение, в зависимости от направ-
ления вибраций относительно градиента темпера-
туры, может быть одно, трех или четырехвихревым
(Рис. 1).

При соотношении между параметрами задачи,
определяемом простой алгебраической формулой:
Grsinα− (Grv/4) sin 2β = 0 [1, 2], общая интенсив-
ность осредненного течения минимальна, реали-
зуется симметричная четырехвихревая структура
(Рис. 2b). Если параметры задачи не удовлетворяют
указанному соотношению динамического равно-
весия, реализуется одновихревая (Рис. 2a и Рис. 2с)
или трехвихревая(Рис. 2c) структура осредненого
течения.
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Свободные колебания стратифицированной
вращающейся жидкости в цилиндрической полости
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В данной работе рассмотрена задача о свободных колебаниях идеальной стратифицированной вращающейся
несжимаемой жидкости, заполняющей цилиндрическую полость в твердом теле. Исследованы нормальные
колебания стратифицированной жидкости, заполненной цилиндрический сосуд при малой и большой скорости
вращения вокруг своей вертикальной оси симметрии. При достаточно больших значениях угловой скорости
движения твердого тела с жидкостью рассматриваемый случай эквивалентен случаю вращения в условиях полной
невесомости. Представлены численные результаты собственных значений и собственных функций нормальных
колебаний жидкости получены при постоянной частоте плавучести и приведены в виде таблиц и графиков.

Колебания стратифицированной жид-
кости при малой скорости вращения

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях
вращающейся стратифицированной жидкости при
полном и частичном заполнении полости. Пусть в
невозмущенном движении вектор градиента плот-
ности и вектор угловой скорости вращения колли-
неарные векторы, а действие однородного силово-
го поля описывается силовой функцией U0 = gx3.
Здесь ограничимся рассмотрением случая, когда
угловая скорость вращения ω0 мала, и выполняет-
ся условие ω2

0 ℓ/g << 1 (ℓ — характерный размер).
Это будет означать, что в невозмущенном состо-
янии изгиб поверхностей равной плотности мал
и им можно пренебречь. В этом случае, используя
исходные уравнения возмущенного движения, век-
тор скорости V̄(x1, x2, x3) запишется в виде:
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V̄ = − λ

λ2 + 4ω2
0

L · ā,

где тензор L вида,

L =


1

2ω0

λ
0

−2ω0

λ
1 0

0 0
λ2 + 4ω2

0
λ2 + N2

33


(1)

здесь N2 = − g
ρ∗

0

dρ0

dx3
= gβ, N2 — частота плавуче-

сти, ā = 1
ρ∗

0
∇p.

Определим собственные числа и собственные
функции задачи о нормальных колебаниях жидко-
сти, полагая p = ϕ eiωt, q = ω

2ω0
, ω— частота нор-

мальных колебаний. В цилиндрических координа-
тах (x3, r, η) с началом координат на поверхности

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.089.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.089.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.089
mailto:yno64528@gmail.com


300 Многофазные системы

жидкости Γ краевая задача запишется в виде:

∂2ϕ

∂r2 + 1
r

∂ϕ

∂r
+ 1

r2
∂2ϕ

∂η2 + 1 − q2

Fr2 − q2
∂2ϕ

∂x2
3

= 0, (2)

а граничное условие при полном заполнении жид-
кости будет

∂ϕ

∂r
− iχ

r
∂ϕ

∂η
= 0, при r = r0,

∂ϕ

∂x3
= 0, при x3 = 0, x3 = −H,

(3)

и при частичном заполнении жидкости запишется
в виде,

∂ϕ

∂r
− iχ

r
∂ϕ

∂η
= 0, при r = r0,

∂ϕ

∂x3
= 0, при x3 = −H,

(N2 −ω2)ϕ+ g
∂ϕ

∂x3
= 0, при x3 = 0.

(4)

здесь χ = 1
q
, Fr2 = N2

4ω2
0
.

В рассматриваемом частном случае решение
краевой задачи имеет вид

ϕmnl = Jm(ξmn r̄) eimη cos kl x3 , (5)

где

k2
l = k2 q2 − Fr2

1 − q2 ; kl = lπ
H

l = 1, 2, . . . ,

ξmn = kmnr0, r̄ = r
r0

,

n = 1, 2, . . . , m = 0, ±1, ±2, . . . ,

здесь Jm(ξmnr) — функция Бесселя первого рода m-
го порядка; ξmn — n-ый корень характеристическо-
го уравнения (6) при r̄ = 1, m = 0, m = 1:

Y2(ξmn) = ξmn J′
m(ξmn) ± mχmnl Jm(ξmn) = 0, (6)

при фиксированных значениях m, n, l, Fr2, безраз-
мерная частота колебаний определяется формулой

qmnl =

√
ξ2mnFr2 + k̄2

l
ξ2mn + k̄2

l
, (7)

где k̄l = klr0, χmnl = 1
qmnl

.

Колебания стратифицированной жид-
кости прибольшой скорости вращения

В данной постановке будем предполагать, что
при достаточно больших значениях угловой ско-
рости ω0 стационарного вращения жидкости, поле
центробежных сил инерции значительно больше

поля сил тяжести, т.е.
ω2

0ℓ

g
≫ 1. Следовательно, по-

тенциальная энергия на единицу масс жидкости

равнаΠ0 =
ω2

0r2

2
. В таком случае свободная поверх-

ность Γ вращающейся жидкости в закрытом сосуде
в отсутствии колебаний примет форму цилиндри-
ческой поверхности с внутренним радиусом r0.

В проекции на оси цилиндрической системе
координат уравнения малых движений (1) запи-
шутся в виде

∂Vr

∂t
= 2ω0Vη − 1

ρ∗
0

∂p
∂r

− wr N2
rr,

∂Vη
∂t

= −2ω0Vr − 1
ρ∗

0

1
r

∂p
∂η

,

∂Vx

∂t
= − 1

ρ∗
0

∂p
∂x

,

(8)

где N2
rr = 1

ρ∗
0

∂ρ0(r)
∂r

∂Π0

∂r
= kω2

0, k — постоянная,

зависящая от соотношения плотностей жидкости.
Уравнение для определения собственных ко-

лебаний жидкости в возмущенном движении запи-
шется в виде:

∂2ϕ

∂r2 + 1
r

∂ϕ

∂r
+

(
1 − Fr2 · χ2

) 1
r2

∂2ϕ

∂η2 +

+
[
1 − χ2

(
1 + Fr2)] ∂2ϕ

∂x2 = 0,

(9)

а граничные условия для быстровращающегося ци-
линдра со стратифицированной жидкостью будут

∂ϕ

∂r
− iχ

∂ϕ

∂η
= 0, при r = R0,

r
∂ϕ

∂r
+

[
4

1 − χ2(1 + Fr2)
χ2

ϕ− iχ
∂ϕ

∂η

]
= 0,

при r = r0

∂ϕ

∂x
= 0, при x = 0,

x = −H.

(10)

В рассматриваемом частном случае решение
задачи (9) и (10) для внутренних волн имеет вид

ϕmnl = [AJm(ξmn r̄) + BYm(ξmn r̄)] ×

× H
((

1 − Fr2 · χ2
)− 1

2 η

)
cos kl x,

(11)
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где

kl = l π
H

; ξmn = kmnr0;

kmn = kl

√
χ2(1 + Fr2) − 1; χ =

√
k̄2

l + ξ2mn

k̄2
l (1 + Fr2)

;

здесь Jm(ξmn r̄) и Ym(ξmn r̄) —функции Бесселя пер-
вого и второго родов m-го порядка.

Собственное число при фиксированных значе-
ниях m, n, l, Fr2 для внутренних волн определяется
формулой

q(2=C.)
mnl =

√
k̄2

l (1 + Fr2)
k̄2

l + ξ2mn
. (12)

Собственные функции жидкости для поверх-
ностных волн можно представить так:

ϕml = [CIm(µm r̄) + DKm(µm r̄)] ×

× H
((

1 − Fr2 · χ2
)− 1

2 η

)
cos κl x,

(13)

где

κl = l π
H

; µm = κmr0;

κm = κl

√
1 − χ2(1 + Fr2), χ =

√
κ̄2

l − µ2
m

κ̄2
l (1 + Fr2)

;

здесь Im(µm r̄) и Km(µm r̄) — функции Бесселя мни-
мого аргумента (модифицированные функции Бес-
селя) m-го порядка.

Собственное число при фиксированных значе-
ниях m, l, Fr2 для поверхностных волн,

q(пов.)
ml =

√
κ̄2

l (1 + Fr2)
κ̄2

l − µ2
m

. (14)

В докладе также приведены численные резуль-
таты определения собственных частот в виде таб-
лиц и графиков.

Автор благодарит научного руководителя до-
цента каф. Теоретическая механика МГТУ им. Н.Э.
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нии работы.
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Валидация кода STEG на экспериментах по
гидродинамике горизонтального парогенератора1

Абди Х., Урегани Джафари Н., Мелихов В.И., Мелихов О.И.

Национальный исследовательский университет «МЭИ»

Код STEG (STEam Generator) [1–3] разработан
для моделирования теплогидравлических процес-
сов в горизонтальном парогенераторе. Этот код
использует нестационарную двухжидкостную трех-
мерную модель смеси воды и пара для модели-
рования теплогидравлических процессов. Валида-
ция кода STEG была подтверждена по результатам
нескольких экспериментов, но из-за сложности
моделируемых теплогидравлических процессов и
объектов все еще существует необходимость в ва-
лидации кода. В данной работе моделировались
процессы по изучению гидравлики движения двух-
фазной среды применительно к условиям в паро-
генераторе с помощью кода STEG. При этом ис-
пользовались данные комплексного эксперимен-
тального исследования, проведенного во Всерос-
сийском теплотехническом институте (ВТИ) [4]. В
частности, исследовались закономерности изме-
нения объемного паросодержания и гидравличе-
ского сопротивления при поперечном обтекании

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 22-19-00793
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пучков труб. Расчеты проводились с помощью кода
STEG для нескольких режимов с разными расхода-
ми воздуха, а также для ПДЛ с разными степенями
перфорации. Результаты расчетов сравнивались
с опытными данными и было получено хорошее
согласие между ними.

Краткое описание кода STEG
Математическая модель кода STEG основа-

на на двухскоростной двухтемпературной моде-
ли двухфазного потока [5]. Каждая фаза (жидкость
и пар/газ) рассматривается как отдельная непре-
рывная среда (континуум), для которой формули-
руются уравнения сохранения массы, импульса и
энергии. Для описания взаимодействия фаз друг
с другом и с окружающими конструкциями (стен-
ка, трубчатка и т.п.) уравнения сохранения допол-
няются специальными членами, моделирующими
эти взаимодействия. Поскольку рассматриваемые
в данной статье экспериментальные исследования
проводились при комнатной температуре (тепло-
обмен между водой и воздухом отсутствовал), то
для краткости уравнения сохранения энергии не
приводятся.

В данной работе для оределения межфазного
сопротивления двухфазного потока в ТП исполь-
зуется корреляция межфазного сопротивления [6],
полученная в результате анализа эксперименталь-
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ных данных по течению двухфазной среды сквозь
трубный пучок. В областях не занятых трубчат-
кой в [7] предложена модель межфазного сопро-
тивления, в целом основанная на подходе Ишии-
Зубера [8], но имеющая ряд отличий, вызванных
особенностями течения двухфазной смеси в гори-
зонтальном ПГ.

Описание экспериментальной
установки

Во Всероссийском теплотехническом институ-
те была сооружена водовоздушная модель паро-
генератора, на которой изучалось движение двух-
фазной среды в условиях, характерных для натур-
ного ПГ. Модель состояла из шахматного трубного
пучка, погруженного дырчатого листа и опускного
канала, Рис. 1. Трубный пучок выполнен из труб
диаметром 16×1.4 мм, стали Х18Н10Т и имел в вы-
соту 57 рядов. В каждом ряду было установлено 10
труб. Геометрические характеристики и система
дистанционирования (S1 = 0.023 м; S2 = 0.019 м)
трубного пучка в модели были такими же, как и
в натурном ПГВ-1000. Длина трубы в пучке 0.5 м.
Расстояние от дырчатого листа до трубного пучка
составляло 0.25 м, использовались четыре листа
с различной перфорацией – 7.5% и 20%. Подвод
воздуха осуществлялся в трех сечениях по высо-
те пучка труб через все 10 труб (перфорирован-
ных), находящихся в данном сечении, моделируя
процесс парообразования. Расход воздуха, пода-
ваемый в каждое сечение, мог изменяться в зави-
симости от программы исследований. Измерение
объемного газосодержания проводилось методом
γ-просвечивания. Помимо этого, измерялись пере-
пады давления по высоте трубного пучка и уровни
воды в модели и над ПДЛ.

Каждый эксперимент выполнялся при задан-
ных нагрузке воздуха на зеркало испарения и
уровне воды в модели.

Анализ экспериментов кодом STEG
Были рассмотрены девять различных экспе-

риментальных режимов, в шести из этих режимов
использовался ПДЛ с перфорацией 7.5%, в трех —
ПДЛ с перфорацией 20%. Каждый режим характе-
ризовался тремя приведенными скоростями пода-
чи воздуха в нижнем, среднем, верхнем сечениях
(w′′

01, w′′
02, w′′

03) и весовым уровнем воды в сосуде
(H1). Приведенные скорости подачи воздуха опре-
делялись как отношение расхода воздуха к площа-
ди проходного сечения над ПДЛ.

Количественное сравнение расчетных и экспе-
риментальных данных включало в себя следующие
параметры: 1) объемное паросодержание в трех

Рис. 1. Экспериментальный стенд: 1 — корпус; 2 —
патрубок отвода воздуха; 3 — дырчатый лист;
4 — закраина; 5 — трубный пучок; 6 — подвод
воздуха; 7 — опускной канал. Измерения: 49,
51, 53 — объемное воздухосодержание, H1,
H3 — весовой уровень воды, ∆P1, ∆P2, ∆P3 —
перепады давления

точках (ф49, ф51 и ф53), расположенных между труб-
ным пучком и ПДЛ; 2) три перепада давления (∆P1,
∆P2 и ∆P3) по высоте трубного пучка и 3) уровень
воды над ПДЛ (H3).

На Рис. ?? показано сравнение результатов рас-
чета уровня воды над ПДЛ, объемного воздухосо-
держания и потерь давления в трубном пучке с
экспериментальными данными для всех девяти
режимов. Пунктиром изображены линии показы-
вающие относительную погрешность ±10% между
расчетными и экспериментальными значениями.

Значения, полученные в расчетах кодом STEG,
хорошо согласуются с экспериментальными дан-
ными. Относительные погрешности расчета для
всех девяти экспериментальных режимов не пре-
вышают 10%.
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(а) (б)

(в)

Рис. 2. Сравнение экспериментальных и расчетных данных для всех 9 режимов. а) уровень воды над ПДЛ, б) объемное
воздухосодержание, в) потери давления
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Волны в сверхсильных центробежных полях
Боговалов С.В., Джуля Д.Н., Кислов В.А., Тронин И.В.

НИЯУ МИФИ, Москва

В докладе представлены исследования волновых процессов в газе в сверхсильных центробежных полях, достига-
ющих 106g. Такие условия реализуются в газовых центрифугах для разделения изотопов. Получен полный спектр
волн, состоящий из пяти мод. Обсуждаются связь этих волн с внутренними волнами в гравитационном поле. Есть
общие черты и существенные различия. Особый интерес представляют обнаруженные нами чисто акустические
волны, продольно поляризованные и распространяющиеся строго вдоль оси вращения во всем диапазоне частот.
Плотность энергии этих волн концентрируется вблизи стенок ротора. Эти волны имеют наименьшее затухание по
сравнению со всеми остальными типами волн. Даются оценки декремента затухания этих волн. Обсуждается
возможное влияние этих волн на динамику газа и на процесс разделения бинарных смесей изотопов в газовых
центрифугах.

Генерация волн в газовых
центрифугах

Схема газовой центрифуги, используемой для
разделения изотопов представлена на Рис. 1 [1].
Она состоит из быстро вращающегося ротора, за-
полненного газом с атомным весом = 352 а.е. В ро-
тор входит 3 трубки. Одна используется для подачи
газа, и две трубки (газоотборники) используются
для отбора как обогащенной смеси по целевому
компоненту, так и обедненной.

Газ в роторе вращается со скоростью около 800
м/сек. Обсуждаются конструкции со скоростью вра-
щения газа выше 1000 м/сек [2]. При скорости звука
в рабочем газе около 87 м/сек мы имеем гиперзву-
ковое вращение газа с числом Маха выше 7. При
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столкновении газа с газоотборниками возникают
сильные ударные волны, которые затухая превра-
щаются в волны малой амплитуды, распространя-
ющиеся вдоль ротора. На Рис. 2 показано течение
газа в газовой центрифуге, полученное нами в ре-
зультате трехмерного компьютерного моделирова-
ния [3].

Хорошо видно, что генерация волн в газовой
центрифуге является неизбежным следствием ее
конструкции. Волны генерируются во всех ГЦ, но
их роль в динамике газа и в процессе разделения га-
зовой смеси до сих пор не выяснена и это является
причиной интереса нашей группы из НИЯУ МИФИ
к волновым явлениям в сильном центробежном
поле. Волны в ГЦ генерируются и распространя-
ются в весьма экстремальных условиях. Рабочий
газ в ГЦ прижат к стенкам ротора центробежным
полем с ускорением около 106g. В результате, газ
сосредоточен вблизи стенок ротора в слое толщи-
ной менее 1 см при комнатных температурах. Весь
остальной объем заполнен вакуумом. Чудовищное
центробежное поле, огромные радиальные гради-
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Рис. 1. Схема газовой центрифуги из [1]

Рис. 2. Распределение проекции скорости газа на ось
вращения в ГЦ по результатам компьютерного
3D моделирования [3], показывающего гене-
рацию волн

енты плотности и давления, а также Кориолисовы
силы приводят к весьма экзотическим свойствам
волн в таких условиях, которые имеют как общие
черты с волнами в гравитационных полях, так и
существенные отличия.

Волны в приближении идеальной
жидкости

Впервуюочередь нас интересует закондиспер-
сии волн, которые распространяются в указанных
выше условия. Для этого, нами аналитически была
решена задача о динамике возмущений во вращаю-
щемся газе в приближенииидеальнойжидкости [4],
а затем были учтены диссипативные процессы [5].
Обнаружено существование 5-ти типов волн. За-
кон дисперсии этих волн схематически показан на
Рис. 3.

Мы разделили все волны на волны верхнего
и нижнего семейства в зависимости от их поля-
ризации и закона дисперсии. Волны верхнего се-
мейства лежат выше прямой линии Ω = kc. Волны
нижнего семейства, являющиеся аналогом внут-
ренних волн или волн плавучести, расположены
ниже этой линии. Новым результатом является об-
наружение, что линия Ω = kc также описывает за-
кон дисперсии реальных волн, которые могут рас-
пространяться во вращающемся газе. Это обычные
акустические волны с продольной поляризацией,
распространяющиеся строго вдоль оси вращения.
Существование таких волн не тривиально. На по-

Рис. 3. Закон дисперсии волн в сильном центробеж-
ном поле. Волны верхнего семейства лежат
на линии Ω = kc и выше. Волны нижнего се-
мейства лежат ниже этой линии. Энтропийные
волны (толстая линия) расположены на оси
абсцисс рисунка
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верхностный взгляд кажется, что существование
таких волн в центробежном поле невозможно. Рас-
пространение продольной волны сопровождается
изменением плотности газа. При этомменяется си-
ла плавучести и сила инерции элемента жидкости.
Неизбежно должная возникать радиальная компо-
нента скорости из-за разбалансировки радиальных
сил, а вместе с ней должна возникать азимутальная
скорость из-за силы Кориолиса. Но в акустической
волне этого не происходит, поскольку температура
в волне меняется так, что каждый фрагмент газа
остается в равновесии по радиусу. Особенностью
этой волны является то, что энергия волны скон-
центрирована вблизи стенки ротора, где затуха-
ние будет минимальным, а значит волна может
распространяться в роторе на довольно большие
расстояния. Это представляет интерес для физи-
ки разделения изотопов, поскольку такие волны
могут управлять медленным аксиальным циркуля-
ционным движением газа.

Интереснымявляется то, что энтропийная вол-
на остается в центробежном поле покоящейся вол-
ной в отличие от энтропийной волны в гравитаци-
онном поле, где энтропийная волна трансформи-
руется в одну из бегущих волн.

Резюмируя все сказанное, в центробежном по-
ле волны разбиваются на три типа. По две бегущих
волны верхнего и нижнего семейств и одна покоя-
щаяся энтропийная волна. Всего 5 типов волн. Аку-
стическая волна относится к верхнему семейству
по свойствам поляризации и закону дисперсии. Ча-
стоты всех волн верхнего семейства асимптотиче-
ски приближаются к частоте акустической волны в
пределе больших волновых чисел.
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Введение
Процесс парового взрыва представляет собой

взрывной рост объема пара, сопровождающийся
резким ростом давления при попадании в холод-
ную жидкую среду горячего расплава с температу-
рой выше ее температуры предельного перегрева.
Это явление может наблюдаться во многих важ-
ных отраслях промышленности (атомной энерге-
тике, металлургической, целлюлозно-бумажной).
Исследованию процесса парового взрыва посвя-
щено большое количество экспериментальных и
расчетно-теоретических работ, отраженных в ряде
обстоятельных обзоров [1–4]. Однако целостной
теории данного явления на сегодняшний день не
создано, что объясняется сложностью и многооб-
разием форм и ситуаций, при которых оно может
реализовываться.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 23-79-01062.
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На сегодняшний день наименее изученной ста-
дией процесса является его инициирование (триг-
геринг). В частности, в литературе отсутствуют экс-
периментальные данные о передаче импульса па-
рового взрыва между отдельными каплями рас-
плава. С целью исследования процессов, происхо-
дящих при триггеринге парового взрыва, наибо-
лее целесообразно проводить эксперименты с оди-
ночными каплями или с группой капель (массой
несколько грамм) горячего вещества. В качестве ос-
новного инструмента в таких исследованиях ввиду
быстротечности процесса (десятки-сотни мкс) при-
меняется визуализация с помощью высокоскорост-
ной видеосъемки. В нашей работе была показана
практически 100 % реализация парового взрыва на
одиночной капле расплава соли NaCl (при темпе-
ратуре tNaCl = 850 − 1100◦С в воде с температурой
tв = 20 − 70◦С) при самопроизвольном (без внеш-
него искусственного воздействия на систему) триг-
геринге процесса [5]. В данной работе представ-
лены результаты визуализации с помощью высо-
коскоростной видеосъемки «цепной реакции» пе-
редачи импульса парового взрыва между отдель-
ными каплями расплава NaCl от места начального
самопроизвольного триггеринга. Данный метод
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Рис. 1. Схема двуполостного графитового тигля-
генератора расплавленных капель соли

является более приближенным к реальным усло-
виям, чем зачастую используемый во многих ис-
следованиях внешний искусственный триггеринг
(резкое перемещение поршня, разрыв диафрагм,
разделяющей рабочий объем и емкость с высоким
давлением, «электрический» взрыв проволочки и
др.).

Установка и методика проведения экс-
периментального исследования

Экспериментальная установка включала в себя
емкость с дистиллированной водой с прямоуголь-
ного поперечного сечения 230 × 250 мм и высотой
530 мм.

Расплавление капель соли NaCl осуществля-
лось с помощью высокочастотного индукционного
нагревателя ВЧ-15АВ (индуктора) в графитовом
тигле (Рис. 1), расположенном на высоте 60–80 мм
от свободной поверхности жидкости. Тигель имел
форму прямоугольного параллелепипеда — высо-
той 35мм,шириной 33мми толщиной 23мм. Внут-
ри тигля были высверлены две цилиндрические
полости диаметром 10 мм на глубину 30 мм, рас-
стояние между осями которых составляло 13 мм. В
нижней части обеих полостей были сделаны сквоз-
ные отверстия диаметрами 4 мм, которые до мо-
мента подачи расплавленных капель в емкость с
водой закрывались графитовымицилиндрическим
стержнями с коническими торцами. Подача капель
осуществлялась при подъеме графитовых стерж-

ней с помощью специального автоматизированно-
го механизма.

Температура в теле тигля и воды в емкости
измерялась хромель-алюмелевыми термопарами.
Масса соли, загружаемой в каждое устье тигля, ва-
рьировалась от 1 до 2 грамм.

На боковой стенке емкости имелось стеклян-
ное смотровое окно для осуществления высокоско-
ростной видеосъемки процесса, которая произво-
дилась с помощью высокоскоростных камер — мо-
нохромной Phantom v2012 или цветной Phantom
VEO 410s c максимальной частотой кадров до
180 кГц и минимальным временем экспозиции до
2 мкс. Подсветка осуществлялась двумя мощными
светодиодными фонарями.

Результаты исследования
На Рис. 2 представлены типичные кадры из вы-

сокоскоростной видеосъемки процесса передачи
импульса парового взрыва после самопроизволь-
ного триггеринга между расплавленными каплями
солиNaCl. После входа в воду каплимогли делиться
на несколько частей, которые существовали неза-
висимо, либо повторно сливались воедино.

На Рис. 2а можно видеть четыре отдельные
капли (две пронумерованные крупные размером
около 8 мм, и две мелкие). Промежуток времени от
падения капель в воду до начала самопроизволь-
ного триггеринга составлял от нескольких десят-
ков до сотен миллисекунд. Триггеринг начинал-
ся с локального возникновения возмущений паро-
вой пленки вокруг одной из расплавленных капель
(место триггеринга обозначено белой стрелкой на
Рис. 2а). Через некоторый небольшой промежуток
времени, составлявший несколько десятков мкс,
эти возмущения распространялись на всю поверх-
ность капли (Рис. 2б–в). Затем появлялось харак-
терное кратковременное (в течение одного кадра
видеосъемки, т.е. в данном случае не более 20 мкс)
локальное светящееся пятно характерным разме-
ром примерно 1 мм (Рис. 2г), которое может быть
связано с кавитационной люминисценцией. После
этого следовало начало парового взрыва, сопро-
вождающееся интенсивным ростом объема пара.

Светящееся пятно наблюдалось нами в доста-
точно большом количестве опытов на каплях NaCl.
Упоминания о нем имеются еще в обзоре [2]. Затем
процесс взрывного парообразования распростра-
нялся на соседние капли (Рис. 2д). Временная пауза
между микровзрывами на соседних каплях (время
передачи импульса давления) приемлемо коррели-
рует с величиной скорости звука в воде.
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а) б) в)

г) д) е)

Рис. 2. Распространение парового взрыва между каплями соли (tв = 23◦С, tNaCl = 910◦С в тигле). Время экспозиции—
10 мкс. Размер кадров 44 × 40.5 мм. Время от кадра а) — начала самопроизвольного триггеринга на первой
капле; б) — 20 мкс; в) — 40 мкс; г) — 60 мкс; д) — 100 мкс; е) — 380 мкс. Белой стрелкой отмечено место начала
триггеринга, черной стрелкой — кратковременная световая вспышка. Нумерация крупных капель приведена
на кадре а)
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Управление вихреобразованием при выращивании
трубчатых кристаллов1

Верезуб Н.А., Простомолотов А.И.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Введение
Актуальными являются разработки непланар-

ных технологий на основе монокристаллических
трубок кремния малого диаметра, предназначен-
ных для изготовления на их основе мощных сило-
вых полупроводниковых приборов. Вытягивание
из расплава трубок малого диаметра (35 мм) со-
пряжено со значительными трудностями в обес-
печении необходимого вихреобразования внутри
трубки. В данной работе использовалось малогаба-
ритная установка Редмет-10, предназначенная для
вытягиваниямонокристаллов кремния по Чохраль-
скому. В конструкцию теплового узла этой установ-
ки были внесены существенные изменения с уче-
том результатов проведенного математического
моделирования процессов гидродинамики, позво-
лившие вырастить монокристаллические трубки
кремния малого диаметра.

Компьютерная модель
В данной работе применялась интегрирован-

ная математическая модель [1], и программный

1Работа выполнена по теме госзадания ИПМех РАН (№ го-
срегистрации 123021700045-7).
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комплекс Crystmo/Net [2]. позволяющая парамет-
рически исследовать гидродинамику, перенос теп-
ла и примеси в расплаве кремния и на основе это-
го оптимизировать условия выращивания трубок
кремния. Разработанный расчетный макет моди-
фицированного теплового узла показан на Рис. 1.

Для кристаллизации трубы необходимо опре-
делить тепловые условия для выращивания труб,
когда в центральной области расплава (внутри тру-
бы)формируется более высокотемпературная зона,
чемпод её стенками. С этойцельюмоделировались
условия, обеспечивающие больший нагрев дна тиг-
ля при применении одного стандартного бокового
нагревателя за счет надлежащего выбора положе-
ния тигля относительно нагревателя. Заметим, что
при малом диаметре трубки создание требуемо-
го радиального градиента температур вызывает
значительные трудности при экспериментальной
отработке процесса выращивания.

Результаты моделирования
Предполагается, что тигель и кристалл враща-

ются в одну сторону со скоростью 10 об/мин. Рас-
четные параметры (критерии подобия): Re = 2120,
Gr = 6.2 × 106, Pr = 10−2. В расчетах варьировалось
вертикальное положение тигельной сборки (1) от-
носительно неподвижных элементов теплового уз-
ла (2÷5).
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Рис. 1. Расчетная схема теплового узла для выращи-
вания монокристаллических трубок кремния
методом Чохралького на установке Редмет-10:
1 — ростовая сборка (трубка и расплав крем-
ния, кварцевый тигель, подставка тигля), 2 —
тепловой экран, 3 — нагреватель, 4 — полый
нижний шток, 5 — корпус. Vp — скорость вы-
тягивания трубки, ΩC — скорость вращения
тигельной сборки

Результаты параметрических расчетов приве-
денына Рис. 2 и 3: тепловыеполя в ростовой сборке
и структура течения расплава для двух характер-
ных ее положений. Изотерма T = 1683 K соответ-
ствует положению фронта кристаллизации крем-

ния.
В нижнем положении ростовой сборки (1)

(Рис. 2(а), (б) боковые стенки тигля практически не
закрыты экраном (2) и значительно прогреваются
за счет радиационного потока тепла от нагревате-
ля (3).

В верхнем положении ростовой сборки
(Рис. 3(а), (б)) боковая стенка тигля с расплавом
полностью закрыта от радиационного потока
тепла от нагревателя. При этом преобладает
донный нагрев, что заметно по перегреву центра
расплава. Вытягивание трубки заданного диамет-
ра происходит устойчиво. Однако при этом, по
сравнению с предыдущим вариантом, примерно
на 20 % увеличивается мощность нагревателя.
Можно отметить характерную особенность про-
цессов теплопереноса в тепловом узле Редмет-10,
что особенно заметно для верхнего положения
ростовой сборки, когда нужный прогрев дна тигля
достигается после надлежащего нагрева вершины
нижнего штока (4). Процесс нагрева тигля происхо-
дит как бы в два этапа: на первом за счет тепловой
радиации от нагревателя нагревается вершина
нижнего штока (4) до значительной температуры,
а на втором этапе тепловая радиация от штока
снизу приводит к разогреву дна тигля.

Заключение
Выбор метода Чохральского для выращивания

монокристаллических труб малого диаметра по-
требовал существенной модернизации теплового
узла стандартной ростовой установки Редмет-10.
Его модернизация была связана с оптимизацией
размещения тигля с расплавом относительно стан-
дартного нагревателя и бокового конического экра-
на, что потребовало проведения компьютерного
моделирования термомеханических процессов и
верификации расчетных данных с соответствую-

(а) (б)

Рис. 2. Нижнее положение ростовой сборки: (а) — изотермы [K], (б) — траектории течения расплава
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(а) (б)

Рис. 3. Верхнее положение ростовой сборки: (а) — изотермы [K], (б) — траектории течения расплава

щими температурными измерениями с помощью
термопар. Экспериментальная апробация показа-
ла, что выращенные трубкимонокристаллического
кремния малого диаметра имеют нужные разме-
рыи обладают надлежащими электрофизическими
свойствами для изготовления на их основе сило-
вых полупроводниковых приборов по непланар-
ной технологии.
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Влияние геометрии канала и параметров теплообмена
на течение жидкости в коническом диффузоре1

Галеева Д.Р.∗, Киреев В.Н.∗,∗∗

∗Уфимский университет науки и технологий, Уфа
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В данной работе с помощью численного моде-
лирования рассматривается влияние угла раскры-
тия диффузора на скорость и вязкость жидкости, а
также исследуется температурное воздействие на
течение несжимаемой термовязкой жидкости. В
диффузоре длины L под действием перепада дав-
ления ∆p происходит течение несжимаемой тер-
мовязкой жидкости. R1, R2 — радиусы входного
и выходного сечений. Жидкость втекает при по-
стоянной температуре Tin, на стенках диффузора
происходит конвективный теплообмен с окружаю-
щей средой, температура которой равна T∞ < Tin.

Уравнения математической модели в цилин-
дрической системе координат имеют вид [1]:
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где ur и uz — радиальная и осевая компоненты ско-
рости, p — давление, T — температура, ρ и α —
плотность и коэффициент температуропроводно-
сти жидкости, µ = µ(T) — зависимость вязкости
жидкости от температуры.

На стенке диффузора задается конвектив-
ный теплообмен с окружающей средой по закону
Ньютона–Рихмана:

−k
∂T
∂n

∣∣∣∣
wall

= h (T − T∞) ,

где k — коэффициент теплопроводности жидкости,
h — коэффициент теплоотдачи.

В работе рассматривается два вида функцио-
нальной зависимости вязкости от температуры:

– монотонная зависимость вязкости от темпе-
ратуры вида (рис. 1(а))

µ(T) = µmaxe−B(T−T∞);
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(а) (б)

Рис. 1. Монотонная (а) и немонотонная (б) зависимости вязкости от температуры

– немонотонная (аномальная) зависимость
вязкости от температуры вида (рис. 1(б))

µ(T) = µmin

[
1 + Ae−B(T−T∗)2

]
, T∗ = Tin + T∞

2
,

где > 0 и B > 0 — параметры, описывающие ха-
рактер изменения вязкости.

С целью получения одинаковых диапазонов
изменения вязкости для случаев монотонной и
немонотонной зависимостей вязкости от темпе-
ратуры параметр вычисляется по формуле

A = e−B(T∞−Tin) − 1.

Для удобства анализа влияния геометрии диф-
фузора и условий теплообмена на характер тече-
ния термовязкой жидкости введем два безразмер-
ных параметра: число Нуссельта Nu = hR2/k, ха-
рактеризующее интенсивность теплообмена на

стенке диффузора и отношение радиусов входного
и выходного сечений диффузора ξ = R1/R2.

На рис. 2(а) показаны продольные распределе-
ния вязкости в диффузоре для различных значений
числа Нуссельта в монотонном случае. С увеличе-
нием числа Нуссельта распределение температуры
в диффузоре снижается, вязкость жидкости бли-
же к концу диффузора увеличивается, а скорость
жидкости падает. При Nu = 284 параметры соот-
ветствуют значениям при условии Дирихле, когда
на стенках поддерживается постоянная температу-
ра T = 20◦C.

В случае немонотонной зависимости вязкости
от температуры распределения параметров носят
более сложный характер (рис. 2(б)). При увеличе-
нии числа Нуссельта наблюдается высоковязкая
зона — область вязкого барьера (рис. 3(б)). Образо-
вание вязкого барьера в неоднородном темпера-

(а) (б)

Рис. 2. Продольное распределение вязкости в монотонном (а) и немонотонном (б) случаях для различных значений
Nu при ξ = 0.3
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(а) (б)

Рис. 3. Изолинии вязкости для случая монотонной (а) и немонотонной (б) функции вязкости при Nu = 28.4 и ξ = 0.3

турном поле приводит к локальному увеличению
гидравлического сопротивления потоку аномаль-
но термовязкой жидкости, а значит к уменьшению
скорости потока. Рассмотрим влияние параметра ξ
на течение жидкости в случае монотонной и немо-
нотонной вязкости. Графики на рис. 4(а) показыва-
ют, что по мере уменьшения ξ скорость жидкости
уменьшается. Температура перестает повышаться,
жидкость не прогревается. Для диффузоров с ма-
лым входным радиусом вязкость быстро становит-
ся постоянной µ = 0.0225 Па·с, что соответствует
температуре 20◦C. Это означает, что чем больше
угол раскрытия диффузора, тем быстрее охлажда-
ется жидкость.

В немонотонном случае, на рис. 4(б) видно, что
чем меньше радиус входа, тем ниже скорость по-
тока.

Однако за счет возникновения замкнутого вяз-
кого барьера скорость жидкости падает не моно-
тонно. При ξ = 0.2 и ξ = 0.1 можно наблюдать об-
ласть с повышенными значениями скорости, кото-
руюможно интерпретировать как зонуформирова-
ния затопленного струйного течения, связанного с
распределением значений вязкости в рассматри-
ваемой области.

Список литературы
[1] Кочин Н.Е., Кибель И.А., Розе Н.В. Теоретическая гидромехани-
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(а) (б)

Рис. 4. Продольное распределение осевой компоненты скорости для монотонной (а) и немонотонной (б) вязкости
для различных ξ при Nu = 2.84
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Моделирование экспериментов по перемешиванию
теплоносителя на стенде СОУ с помощью кода

OpenFOAM
Джафари Урегани Н., Абди Х., Мелихов В.И., Мелихов О.И.

Национальный исследовательский университет «МЭИ», Москва

Введение
Одной из важных систем безопасности АЭС с

ВВЭР является система аварийного охлаждения ак-
тивной зоны (САОЗ), которая вступает в работу в
случае возникновения аварии с потерей теплоно-
сителя из первого контура реакторной установки.
После снижения давления в первом контуре начи-
нается подача относительно холодной (30 − 50 C)
воды САОЗ, которая смешивается с горячим тепло-
носителем ( 290 C), при этом возникает опасность
попадания холодной воды на корпус реактора, так
называемый, тепловой удар. Таким образом, требу-
ется определение локальных температурных харак-
теристик на поверхностях, подвергающихся воз-
действию воды САОЗ. Для этого необходимо иссле-
довать закономерности перемешивания двух жид-
костей с разными температурами в условиях, мо-
делирующих геометрию корпуса реактора. С этой
целью на кафедре АЭС НИУ «МЭИ» была сооруже-
на экспериментальная установка СОУ (Смешение
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Опускной Участок), представляющая собой модель
корпуса реактора ВВЭР, соединенного с гидроем-
костью, из которой подается холодная вода САОЗ,
Рис. 1. Изучалось перемешивание холодной и горя-
чей воды в опускном участке реактора, в котором
были установлены три сетки термопар, позволяю-
щие фиксировать изменения температуры вблизи
места подачи воды САОЗ. Всего на установке СОУ
было выполнено 25 экспериментов, в которых ва-
рьировались различные параметры: температура
воды САОЗ, температура воды в контуре, расход
воды из гидроемкости, расход воды в циркуляци-
онном трубопроводе.

В данной работе выполнен анализ одного экс-
перимента с помощью CFD кода OpenFOAM [1].

Результаты моделирования кодом
OpenFOAM

Была построена расчетная сетка с помощью
программного обеспечения Salome [?], состоящая
из 1 924 396 ячеек (Рис. 2), при этом минимальный
размер ячейки составляет 5 мм, а максимальный
размер ячейки — 5 см. Для описания турбулент-
ности использовалась k − ε модель, значение па-
раметра y+, характеризующего разбиение сетки
вблизи твердой поверхности не превышало 10.
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Рис. 1. Основные компоненты установки СОУ

Рис. 2. Сетка, созданная в программе Salome-meca
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Рис. 3. Распределения температуры (сверху) и скорости (снизу) в горизонтальной плоскости на уровне входного
патрубка

Для анализа был выбран эксперимент с пода-
чей горячей воды из гидроемкости (76 C) в опуск-
ной участок модели реактора, заполненный холод-
ной водой (13 C). Скорость воды, поступающей из
отверстия диаметром 20 мм, составляла 2,45 м/с.
Длительность эксперимента равнялась 60 с. Тепло-
отдача в окружающую среду (воздух) от внешних
поверхностей модели реактора и гидроемкости в
экспериментах не определялась, поэтому были вы-
полненыдва расчета с коэффициентамитеплоотда-
чи 5 и 10 Вт/(м2K), чтобы определить степень влия-
ния этого параметра на термогидродинамические
процессы, протекающие внутри модели реактора.

На Рис. 3 показаны распределения температу-
ры и скорости в последовательные моменты вре-
мени, характеризующие проникновение струи го-
рячей воды в опускной участок. Видно, что к 50-й
секунде струя достигает поверхности внутренней

выгородки, расположенной непосредственно пе-
ред входным патрубком и растекается по ней.

Изменение температуры во времени для од-
ной из термопар, расположенной на поверхности
выгородки, показано на Рис. 4 Среднеквадратич-
ное отклонение расчетных значений температуры
от экспериментальных данных для всех 100 термо-
пар, расположенных в зоне перемешивания, соста-
вило 1,32 К для коэффициента теплоотдачи α = 5
Вт/(м2K) и 1,49 К для α = 10 Вт/(м2K). Учитывая,
что погрешность измерений составляет ±2 К, мож-
но констатировать хорошее совпадение расчетов
и эксперимента.

Список литературы
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Рис. 4. Изменение температуры для термопары T44 в расчетах и эксперименте
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Новые механизмы разделения газовых смесей в
сверхсильных центробежных полях

под воздействием волн
Джуля Д.Н., Боговалов С.В., Тронин И.В.

НИЯУ МИФИ, Кафедра Молекулярной физики, Москва

В данной работе проведено исследование разделения бинарной изотопной газовой смеси в сильном центробеж-
ном поле под воздействием плоской акустической волны. Во вращающемся газе, разделение звуковыми волнами
может происходить не только за счёт термодиффузии, как в обычной трубке, но и за счёт других механизмов.
Одним из них является бародиффузия за счёт возмущения давления в волне. Возмущение давления в волне,
распространяющейся вдоль оси вращения, имеет иную экспоненциальную зависимость, чем давление невозму-
щенного газа. Из-за этого возникает возмущение концентрации газовой смеси. Другой механизм разделения
возникает из-за радиальных колебаний газа на фоне радиальных градиентов концентрации. В этой работе
рассмотрен бародиффузионный механизм разделения. Получены аналитические выражения для аксиальной ско-
рости и возмущения концентрации газа в волне, определена зависимость аксиального градиента концентрации в
стационарном случае от частоты волны.

Введение
В газовой центрифуге (ГЦ) волны генерируют-

ся естественным образом газоотборниками. Эти
волны могут в несколько раз увеличивать поток
отбора по сравнению со стационарным случаем [1].
Известно, что волны могут приводить к разделе-
нию газовых смесей [2]. В сверхсильныхцентробеж-
ных полях возникают новые специфические меха-
низмы разделения под воздействием волн. Было
проведено исследование плоских волн в таких си-
стемах в случае отсутствия диссипации. Получены
дисперсионные соотношения для таких волн [3]
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и обнаружена акустическая волна, существование
которой не тривиально во вращающемся газе тем,
что в ней отсутствуют радиальные колебания. Для
этой волны получено выражение для коэффици-
ента поглощения за счёт вязкости и теплопровод-
ности газа [4]. Из оценок, можно сказать, что это
единственная волна, которая не затухает на длине
волны газа, длина затухания для UF6 составляет
порядка 1 м, что сопоставимо с высотой ГЦ Игуасу.
В этих условиях акустические волны могут влиять
на сам процесс разделения.

Уравнение на возмущение концентрации лёг-
кого компонента газовой смеси δ относительно
концентрации C0 в отсутствии волны в центробеж-
ном поле в первом порядке возмущения соглас-

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.096.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.096.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.096
mailto:denis.dzhulya@mail.ru
mailto:svbogovalov@mephi.ru
mailto:IVTronin@mephi.ru


2023. Т. 18. №4 321

(a) (б)

Рис. 1. (a) Схема процесса разделения в ГЦ плоской акустической волной; (б) Распределения безразмерной аксиальная
скорости вдоль радиуса ГЦ для различных отношений частот Ω/ω

но [5] имеет вид:

ρ0
∂δC
∂t

− ρ0D∇δC =

= ρ0D
(

∇ kT
T

∇T + ∇ kP
P

∇P
)

− ρ0vr
dC0

dr
.

Здесь ρ0, C0 — плотность газа и концентрация лёг-
кого компонента смеси в отсутствии волн, kP, kT —
коэффициенты баро- и термо- диффузии, D — ко-
эффициент диффузии газа, vr — радиальная ско-
рость колебаний газа, T, P — температура и давле-
ние газа. Из этого уравнения видно, что изменение
концентрации будет происходить за счёт трёх ме-
ханизмов: из-за радиальных градиентов темпера-
туры, вызывающих радиальную термодиффузию
газа; из-за различий между радиальными гради-
ентами давления в волне и в невозмущённом вол-
ной газе, вызывающих дополнительную бародиф-
фузию газа; и из-за радиальных колебаний газа,
возникающих в вязком слое и приводящих к ради-
альному переносу лёгкого компонента смеси из-за
радиального градиента концентрации. Термодиф-
фузионный механизм присутствует и в не враща-
ющемся газе [2], бародиффузия и радиальный пе-
ренос возникают из-за вращения газа. В данной
работе рассмотрим механизм разделения возника-
ющий за счёт бародиффузии. Исследованию вли-
яния радиальных колебаний на разделение будет
посвящена следующая работа.

Постановка задачи
Рассмотрим вращающуюся бинарную газовую

изотопную смесь с частотой вращенияω. В ней рас-
пространяется плоская монохроматическая волна

с частотой Ω и волновым вектором k направлен-
ным вдоль оси вращения ГЦ. Из-за бародиффузи-
онного слагаемого вдоль радиуса ГЦ возникнет воз-
мущение концентрации лёгкого компонента сме-
си δC. Это приведёт к аксиальному потоку массы
лёгкого компонента, который в стационарном слу-
чае уравновешен аксиальной диффузией газа. Нам
нужно получить оценку для аксиального градиен-
та концентрации во втором порядке малости по
амплитуде возмущения в волне.

Основные уравнения и результаты
Если предположить, как это сделано в [2] и [5],

что здесь возмущение давления не сильно отлича-
ется от возмущения давления в случае газа без дис-
сипации [3], то тогда можно получить уравнения
на аксиальную скорость газа vz и на возмущение
концентрации δC из уравнений газодинамики в
первом порядке по возмущению.

Можно выделить несколько характерных мас-
штабов длины ℓ — масштаб изменения плотно-
сти газа в ГЦ, δν, δD, δχ — ширины погранично-
го слоя вязкости, диффузии и теплопроводности,
λ = 2πc/Ω — длина волны и lη — масштаб тол-
щины слоя газа в пристеночной области. Для на-
ших условий наблюдается иерархия масштабов:
δν, δD, δχ ≲ ℓ ≪ lη, δ ≪ λ. В приближении погра-
ничного слоя уравнения на δC и vz можно решить
независимо.

Полученные зависимости vz и δC от радиаль-
ной координаты r, представлены на Рис. 1(б), 3(б).
Возмущение концентрации происходит в погра-
ничном слое около стенки на масштабе δD и на рас-
стоянии lη от стенки возникает её рост, амплитуда
vz при уменьшении частоты волны уменьшается.
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(a) (б)

Рис. 2. Распределение аксиальный градиент концентрации легкого компонента газовой смеси UF6 вдоль радиуса,
создаваемого возмущением давления акустической волны для больших частот (а) и малых частот (б) при
частоте вращения ГЦ ω = 2π · 1700 сек−1 и амплитуде колебаний u/c = 10−1

(a) (б)

Рис. 3. (a) Средний аксиальный градиент концентрации лёгкого компонента газовой смеси UF6 создаваемый воз-
мущением давления акустической волны в зависимости от отношения частоты колебаний волны к частоте
вращения ГЦ ω = 2π · 1700 сек−1 при амплитуде колебаний u/c = 10−1; (б) Возмущение концентрации лёгко-
го компонента газовой смеси UF6 δC, создаваемое возмущением давления акустической волны в зависимости
от радиальной переменной

На Рис. 2 представлены распределения локально-
го аксиального градиента концентрации лёгкого
компонента смеси для разных частот волны.

Заключение
В данной работе проведено исследование раз-

деления газовой смеси акустической волной в
сверхсильных центробежных полях, обнаружены
новые механизмы, приводящие к разделению, рас-
смотрен бародиффузионный механизм разделе-
ния иполучена зависимость разделения от частоты
звуковой волны.
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Стохастические уравнения для моделирования
процессов переноса в установках на базе
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На современном этапе изучения процессов в
природе и технике остаются востребованы инже-
нерные методики. Здесь представлены результаты,
полученные на основе стохастической теории тур-
булентности и теории эквивалентности мер, учи-
тывающие интенсивность турбулентности при ки-
пении и конденсации в агрегатах энергетики.

Введение
Модуль органического цикла Ренкина

На сегодняшний день одним из актуальных
решений использования вторичной энергии явля-
ется применение модуля органического цикла Рен-
кина (далее — ОЦР). Данный цикл позволяет ис-
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пользовать энергетические ресурсы низкого потен-
циала с целью повышения энергоэффективности
объекта [1,2].

Варианты исполнения схем утилизации низко-
потенциальной энергии на установках ОЦР пред-
ставлены на Рис. 1.

В случае использования фреона R245fa схема
дополнятся участком пароперегрева, который от-
мечен точкой 6 на Рис. 1(б). Ключевым моментом
для ОЦР является выбор рабочего тела, физико–
химические характеристики которого определя-
ют энергетическую эффективность цикла. Вопросу
выбора рабочего тела для ОЦР посвящено доста-
точное количество исследований [2–4]. Поэтому
задача поиска рабочих тел ОЦР, обладающих тре-
буемым набором свойств, имеет компромиссное
решение

Уравнения переноса

Для описания процессов переноса для условий
аппаратов, представленных на Рис. 1 разработа-
на стохастическая теория в [3,4]. Эквивалентность
мер между детерминированным и случайным дви-
жением записано для области начала генерации

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.097.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.097.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.097
mailto:AVDmitrenko@mephi.ru
mailto:fdiolit@mail.ru
mailto:m.a.kolosova@yandex.ru
mailto:nemo1709@mail.ru
mailto:ilya-ragulin@mail.ru
mailto:alkorolev0400@gmail.com
mailto:Maamsk871@gmail.com
mailto:Khlobystov1997@gmail.com
mailto:fesenko.andrej@mail.ru


324 Многофазные системы

(a) (б)

Рис. 1. Принципиальная схема ОЦР: (а) схема котельной на базе ОЦР без перегрева пара с рабочими телами R113,
R141b, R365mfc; (б) схема котельной на базе ОЦР с перегревом пара, где в качестве рабочего тела выступает
фреон R245fa

Таблица 1. Свойства некоторых органических ве-
ществ, применяемых в ОЦР и сравнение
их с водой

Рабочее
тело

Формула t, ◦C p, бар t, ◦C

Вода H2O 379.9 220.6 100
R-245fa C3H3F5 154.1 36.4 14.8
R-134a CF3CH2F 101.1 40.6 −26.1

Таблица 2. Сравнение результатов для расчета Nud

Re Nud, уравнение (1) Nud, уравнение (2)
104 46 53
105 344 337
106 2587 2125

(1, 0) как

Nud = 0.2
[( √

Est/ρ
U0

)
Red

]7/8 [
(Pr)7/12

]
, (1)

которая сопоставлялась с эмпирическим уравне-
нием

Nu = 0.021(PrL)0.43(Red)0.8(PrL/Red)0.25. (2)

Выводы
В настоящее время перспективным способом

утилизации низкопотенциальной тепловой энер-
гии на объектах энергетики является применение
технологии ОЦР. Расчеты по формуле (1), получен-
ной на основе стохастических уравнений [1–4], по-
казывают удовлетворительное соответствие вели-
чинам, полученным по эмпирическим зависимо-
стям при кипении и при конденсации (2). Суще-
ственное влияние на термодинамическую эффек-
тивность и экологичность оказывает выбор орга-
нического рабочего тела для проектируемой уста-
новки, поэтому применение разных методологий.
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Экспериментальное исследование взаимодействия
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Столкновение капель и струй жидкости со сво-
бодной поверхностью одной и той же или дру-
гой жидкости было предметом обширных иссле-
дований в течение последнего столетия, начиная
с пионерских работ Уортингтона [1]. Взаимодей-
ствие падающей жидкости и принимающей жид-
кости характеризуется быстрым перераспределе-
нием импульса, энергии и массы, вызывающим
разлет быстрых мелкодисперсных капель и обра-
зование центральной струи, которая поднимается
выше точки столкновения [2–4]. В частности, бы-
ло установлено, что такие параметры, как глубина
слоя принимающей жидкости, вязкость и поверх-
ностное натяжение, играют важную роль в разви-
тии полости и формировании центральной струи.

Хотя существует множество работ, посвящен-
ных столкновению капель с поверхностью одной
и той же жидкости (или жидкости с аналогичной
плотностью), гораздоменее изучены такие взаимо-
действия, когда объем жидкости с меньшей плот-
ностью ударяется о поверхность гораздо более тя-

1Работа выполнена при поддержке Российского научного
фонда (грант 18-19-00289) и в рамках гос. задания ИПМех РАН
(тема 123021700057-0)
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желой жидкости (скажем, взаимодействие воды с
жидким металлом). Особое значение имеют такие
взаимодействия, когда гидродинамические аспек-
ты сосуществуют с тепловыми, как в случае, когда
вода взаимодействует с высокотемпературнымрас-
плавом какого-либо металла или ядерного матери-
ала (кориума). Быстрое испарение охлаждающей
жидкости при контакте с высокотемпературным
расплавленным материалом может привести к па-
ровым взрывам, которые рассматриваются как од-
на из основных опасностей тяжелых аварий [5].

Настоящая работа посвящена исследованию
воздействия импульсной струи воды со свободной
поверхностью слоя расплавленного металла. Экс-
перименты проводятся при соотношении плотно-
сти расплава и воды около 10:1, в отличие от го-
раздо лучше изученных систем (вода-вода, вода-
чернила, вода–глицерин, жидкий металл–жидкий
металл и т.д.), где это соотношение составляет око-
ло 1:1. Это исследование значительно расширя-
ет недавнее исследование взаимодействия воды
и металла [6,7] за счет улучшения повторяемости
параметров струи воды, и изучения влияния фор-
мы емкости для расплава, глубины слоя расплава
и температуры воды. Его новизна также состоит
в детальном изучении гидродинамики образова-
ния полости (каверны) в слое расплава и ее схло-
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(а) (б)

Рис. 1. Экспериментальная установка для изучения брызг расплава, вызванных воздействием импульсной струи
воды: (а) вид спереди; (б) вид сбоку; (в) система подачи воды (увеличенный вид). 1 — воздушный компрессор,
2 — пневмоклапан, 3 — держатель шприца, 4 — источники света, 5 — электронагреватель, 6 — испытательный
сосуд, 7 — видеокамера Optronis CR3000×2, 8 — видеокамера Photron FASTCAM Nova S9, 9 — источник
питания постоянного тока 24 В, 10 — пневмошток, 11 — компьютер, 12 — шприц

пывания. Проведенное исследование повторяемо-
сти проливает свет на неопределенность высоты
всплесков расплава, возникающих при одних и тех
женачальных условиях. Свободнопадающиекапли
воды, также рассмотренные в [6,7], не рассматрива-
ются в текущей работе, поскольку их воздействие
вызывало гораздо более слабые всплески расплава
из-за высокого соотношения плотности расплава
и воды.

Параметры экспериментальной
установки

Экспериментальная установка, используемая
в данном исследовании, показана на Рис. 1. Ключе-
вым элементом конструкции экспериментальной
установки является система подачи водяной струи,
главным требованием к которой ставилось обес-
печение повторяемости скорости и формы водя-

ной струи. Центральным элементом системы пода-
чи является медицинский шприц (в эксперименте
использовалось два типа шприца на 2 мл и 5 мл),
на поршень которого воздействует пневмошток,
обеспечивая подачу воды с постоянной скоростью.
Управляющее давление воздуха в ресивере ком-
прессора для привода пневмоштока варьировалось
от 0,6 МПа до 0,7 МПа.

В качестве принимающей жидкости в экспе-
риментах был выбран сплав Розе, состав которого
Sn — 25%, Pb — 25%, Bi — 50%. Этот сплав облада-
ет низкой температурой плавления равной 94◦С и
высокой плотностью 9720 кг/м3. Сплав Розе имеет
удельную теплоемкость 0,147 кДж/(кг·К), коэффи-
циент теплопроводности 16,3 Вт/(м·К), коэффици-
ент поверхностного натяжения 410 мН/м. Для им-
пульсной струи бралась водопроводная вода объе-
мом 0,4–1 мл с начальной температурой от 25◦С до
90◦С, температура расплава во всех экспериментах
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Рис. 2. (а)– зависимость высоты кумулятивной струи от импульсы водяной струи, (б)– зависимость диаметра каверны
от импульсы водяной струи.

была равна 300◦С. Всего было проведено 14 серий
опытов (J1–J14) с вариацией различных парамет-
ров эксперимента, в каждой серии выполнялось
по пять опытов с одинаковыми параметрами для
того, чтобы оценить повторяемость результатов
и соответствующую неопределенность, всего бы-
ло проведено 70 опытов. Также для исследования
влияния формы резервуара с расплавом брались
круглая и прямоугольные кюветы с глубиной рас-
плава 14 мм и 18 мм.

Результаты

В первых сериях опытов (J1–J8) исследовалась
зависимость параметров всплеска от импульса во-
дяной струи (определяемый как произведение мас-
сы воды и скорости струи до удара). Определение
величины скорости и геометрических размеров
струи, а также параметров всплеска, осуществля-
лось оптическим методом, путем определения ко-
ординат по кадрам, записанным на высокоскорост-
ную камеру. Как уже было сказано выше, скорость
водяной струи прямо зависит от давления управ-
ляющего воздуха. В проведенных сериях опытов
осредненная скорость водяной струи менялась в
диапазоне от 4,1 м/с до 8,8 м/с с максимальным
стандартным отклонением 0,8 м/с и относитель-
ным стандартным отклонением 10, 3%. Импульс
струи, определяемый по формуле I = ρVU , ва-
рьируется от 0,8 г·м/с до 8,8 г·м/с. Высота кумуля-
тивной струи по мере увеличения импульса струи
также увеличивается с 11,2 мм до 96,3 мм с макси-
мальными стандартным отклонением величины
13,7 мм и относительным стандартным отклоне-
нием 26,8%. Диаметр каверны, также как и высота

кумулятивной струи, увеличивается с 16 мм до 27,5
мм, с максимальными стандартным отклонением
величины 1,6 мм и относительным стандартным
отклонением8,8%.Полученные зависимости, пред-
ставлены на Рис. 2.

Прямая линия на каждом графике соответству-
ет линейной функции, полученной как наиболее
подходящая для необработанных (неосредненных)
данных, следующим образом:

h = kh · I

где h — усредненная высота подъема централь-
ной струи, I — суммарный импульс струи воды и
kh = 10, 45 — коэффициент пропорциональности,
полученный методом наименьших квадратов

D = aDlog10 I + bD,

где D — диаметр каверны, aD = 1, 017 · 10−2, bD =
4, 67 · 10−2.

Переходя к сравнению случаев с круглой кюве-
той и прямоугольной видно, что в прямоугольном
сосуде (вариант J11) результирующая центральная
струя, образованная расплавом, была медленнее
(1,66 м/с против 2,75 м/с) и поднималась на мень-
шую высоту (75,6 мм против 96,3 мм) при сопо-
ставимом диаметре каверны (25,7 мм против 27,8
мм). Скорость удара в случае с прямоугольной кю-
ветой была немного выше, чем в случае с круглой
(9,03 м/с против 8,8 м/с). Более слабая центральная
струяможет быть объяснена асимметричной (неци-
линдрической) формой прямоугольного сосуда, ко-
торая может проявляться разной скоростью внут-
ренних и капиллярных волн, проходящих вдоль и
поперек сосуда, и может вызвать асимметричное
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сжатие полости и, таким образом, более слабую
центральную струю. Для цилиндрического сосуда
с осевым воздействием струи, напротив, волны от-
ражались от стенки и достигали полости примерно
в одно время, усиливая центральную струю.

Сравнение случаев с меньшими импульсами
водяной струиприводит к одномуи томуже выводу
относительно скорости центральной струи (более
медленной в прямоугольном сосуде). Однако высо-
та подъема центральной струи в прямоугольной и
круглой кюветах практически совпадает.

Влияние температуры воды на параметры
всплеска не были настолько однозначными. По-
вышение температуры воды снижало вязкость и
поверхностное натяжение жидкости, тем самым
снижая сопротивление в системе подачи воды и
увеличивая скорость удара. Относительная разни-
ца в скорости удара в случаях с горячей водой (70–
90◦С) водой и водой холодной (25◦С) при прочих
равных условиях достигала 21%, что указывает на
увеличение кинетической энергии струи воды на
48%. Также температура горячей воды обладала
меньшей разностью по отношению к температуре
кипения. Это способствовало вскипанию жидкой
воды при взаимодействии с расплавом и горячим
дном сосуда, что потенциально приводило к бо-
лее быстрому испарению и образованию больших
объемов пара.

Результаты, полученные в тестах с горячей во-
дой, не позволяют сделать вывод об относительной
роли испарения воды в увеличении разбрызгива-
ния металла по сравнению с чисто гидродинамиче-
скими эффектами из-за более быстрой генерации
струи при том же давлении управляющего воздуха.
Поэтому для выяснения этого вопроса требуются
специализированные экспериментальные и теоре-
тические исследования.

Заключение
Эксперименты, проведенные в этой работе,

подтвердили, что, несмотря на большую разни-
цу плотностей между воздействующей и прини-
мающей жидкостями, происходит значительное
разбрызгивание расплава, включая образование
центральной струи, поднимающейся на высоту
нескольких сантиметров. Импульс водяной струи
является основным параметром, определяющим
максимальный диаметр и глубину полости на по-
верхности расплава и высоту центральной струи,
поднимающейся над бассейном расплава. Влияние
размера и формы сосуда на параметры всплеска
расплава является слабым по сравнению с влияни-
ем импульса водяной струи. А температура воды и
глубина слоя расплава оказывают довольно слабое
влияние на характеристики всплеска расплава, по
крайней мере, в диапазонах параметров, изучен-
ных в данной работе.
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Введение
Развитие методов интенсификации массооб-

менных процессов во множестве технологических
процессов является одним из ключевых направле-
ний исследований. Применение каналов с пери-
одически меняющимся вдоль оси радиусом [1, 2]
с целью генерации нестационарных течений при
постоянном течении жидкости активно исследу-
ется в связи с практическим применением подоб-
ных технологий для интенсификации процессов
переноса тепла и массообмена. Исследования ос-
цилляционной динамики фазовых включений в
осциллирующем потоке жидкости зачастую носят
теоретический характер и в меньшей степени рас-
смотрены экспериментально. В работах [3,4] пред-
ставлен обзор литературы и подробно рассмотрен
метод интенсификации процессов с использовани-
ем пульсаций и вибраций при наличии постоянно-
го ненулевого течения в канале. Эксперименталь-
ные исследования динамики фазовых включений
с твердой границей в осциллирующем потоке жид-
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кости (при нулевом среднем расходе) в геометрии
осесимметричного канала переменного сечения
слабо представлены в литературе. Колебания жид-
кости относительно неподвижных стенок [5] и эла-
стичных [6] приводят к генерации осредненных те-
чений в жидкости. Важным результатом проведен-
ныхранее исследований является то, что в областях
умеренных и низких частот обнаружена генера-
ция осредненных потоков, интенсивность которых
уменьшается с понижением безразмерной частоты
вибраций ω = ΩR2/ν. В работе [7] показано, что
гармонические колебания жидкости в канале пере-
менного сечения возбуждают осредненный поток
в виде системы тороидальных вихревых течений,
структура и интенсивность которых определяют-
ся ω и пульсационным числом Рейнольдса Re. В
настоящем работе представлены результаты экс-
периментального исследования осцилляционной
динамики твердого сферического тела в вертикаль-
ном осесимметричном канале переменного сече-
ния при колебаниях расхода жидкости.

Экспериментальная установка
и методика

Экспериментальная установка представляет
собой замкнутый гидравлический контур, в ко-
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки (а), фотография осесимметричного канала (б)

торый включены электродинамический вибро-
стенд 1, насос по типу «тяни—толкай» 2, система
шлангов с кранами и разделительными мембрана-
ми 3 (Рис. 1(а)). Гармоническое изменение расхода
прокачиваемой в контуре жидкости посредством
разделительных мембран 4 сообщается кювете 5.
Насос 2, работающий по принципу «тяни—толкай»,
обеспечивает гармоническое изменение объема
прокачиваемой в замкнутом гидравлическом кон-
туре жидкости по законуQ = Q0 cos Ωt. Частота ко-
лебаний задается генераторомиможет изменяться
в диапазоне f ≡ Ω/2π = 2 − 12 Гц. Эксперимен-
тальная кювета 5 (Рис. 1 (а), (б)), расположенная
вертикально, представляет собой оргстеклянный
параллелепипед размерами 60 × 60 × 150 мм3. Кю-
вета собирается из двух симметричных половин,
в которых выфрезерованы пазы переменной глу-
бины. В сборе получается осесимметричный ка-
нал переменного сечения. Радиусы канала в узком
и широком участках составляют 6.2 мм и 15 мм,
соответственно, пространственный период (рас-
стояние между центрами сегментов канала) со-
ставляет 42 мм. Фазовое включение 6 представ-
ляет собой твердую пластиковую сферу диамет-
ром d = 5 − 8 мм и плотностью ρ = 1.38 г/см3.

В экспериментах в качестве рабочей жидкости
выступают водоглицериновые растворы различ-
ной массовой концентрации. Плотность рабочей
жидкости варьируется с помощью растворения в
ней соли (йодида натрияNaI или йодида калия KI) в
различном процентном соотношении. Видеореги-
страция положения фазового включения в кювете
осуществляется камерой Fujifilm X-E4 (7) с часто-
той сьемки 60 кадров в секунду. Оптическая ось ка-
меры перпендикулярна плоскости кюветы, а плос-

кая внешняя боковая граница канала переменного
сечения и близкие показатели преломления орг-
стекла и рабочих жидкостей снижают оптические
искажения на искривленной границе канала. В экс-
периментах варьируются частота и амплитуда из-
менения расхода прокачиваемой через канал жид-
кости, относительные размеры включения, а также
физические характеристики рабочей жидкости.

Результаты
Исследование колебаний жидкости в осесим-

метричном канале переменного сечения [7] показа-
ло, что осциллирующий поток жидкости приводит
к генерации интенсивных осредненных потоков в
каждом из сегментов канала (Рис. 2 (а)). При малых
безразмерных частотах первичные вихри занима-
ют всю область в каждом из сегментов. Результаты
предварительных экспериментов настоящего ис-
следования показали, что в зависимости от безраз-
мерной частоты колебаний наблюдаются различ-
ные режимыповедения для сферического твёрдого
тела. Так, при малых частотах наблюдается замед-
ление скорости движения включения в сужениях
канала на фоне движения в поле силы тяжести. Тем
самым, при относительно малых колебаниях жид-
кости наблюдается уменьшение средней скорости
движения. При фиксированной частоте колебаний
жидкости в канале при увеличении амплитуды на-
блюдается эффект удержания фазового включения
(Рис. 2 (б)). Осциллирующее движение столба жид-
кости генерирует осредненную силу, действующую
на тело, величина которой зависит от параметров
тела и его положения в канале. По достижении кри-
тической амплитуды осцилляций тело перестает
двигаться вдоль канала и занимает квазистацио-
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Рис. 2. Структура осредненных потоков в канале переменного сечения [7] в области малых безразмерных частот
ω (а) и фотографии временной динамики фазового включения в течение одного периода колебаний при
f = 4 Гц (б)

нарное положение в одной из ячеек вертикального
канала. Сферическое тело удерживается осцилли-
рующим потоком вблизи сужения канала, совер-
шая при этом колебания относительно своего сред-
него положения. Квазистационарное положение
определяется относительной плотностью и разме-
ром тела, а также безразмерной частотой. Осред-
ненные потоки (Рис. 2 (а)), генерируемые осцилля-
циями жидкости в области низких безразмерных
частот, вносят определенный вклад в равновесное
положение фазового включения относительно ка-
нала переменного сечения. При уменьшении ам-
плитуды колебаний жидкости амплитуда колеба-
ний тела уменьшается и по достижениипорогового
значения тело проходит сужение канала и начина-
ет движение вдоль оси канала.

Предварительные экспериментальные иссле-
дования в зависимости от амплитуды и частоты ко-
лебанийжидкости, относительного размера и плот-
ности включения показали, что колебания жид-
кости в подобного рода системе приводят к ряду
осредненных эффектов и свидетельствуют о воз-
можности управления положением фазового вклю-
чения в канале переменного сечения посредством
осцилляционного воздействия.
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Влияние теплообмена на распределение
гидродинамических параметров течения аномально

термовязкой жидкости в кольцевом канале1

Мухутдинова А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН

В данной работе исследуется течение аномально термовязкой несжимаемой жидкости в кольцевых каналах
с различным соотношением ширины канала к внутреннему радиусу h/r0. Граничные условия на внутренней
и внешней поверхностях канала различны: на первой половине канала задано граничное условие первого
рода, а на второй половине канала — конвективный теплообмен с окружающей средой по закону Ньютона-
Рихмана (граничное условие третьего рода). Течение жидкости происходит под действием постоянного перепада
давления ∆p.

Введем цилиндрическую систему координат,
ось z которой направлена вдоль оси цилиндров.
Пусть жидкость течет в кольцевом канале длиной
L, радиусы внутреннего цилиндра — r0, внешне-
го — R > r0 (Рис. 1). Будем считать канал сильно
удлиненным ((L >> h).

Математическая модель, состоящая из урав-
нения неразрывности, уравнений Навье – Стокса
и уравнения для температуры [1], записана в ци-
линдрических координатах с учетом осевой сим-
метрии в безразмерном виде, имеет следующий
вид:

∂vr

∂r
+ ∂vz

∂z
+ vr

r
= 0,

1Работа выполнена при поддержке Российского научного
фонда в рамках проекта№ 22-21-00915.
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Рис. 1. Схема канала

где vr и vz — радиальная и осевая компоненты век-
тора скорости, p — давление, T — температура, Re
и Pe — безразмерные числа Рейнольдса и Пекле.

Входящая в уравнения Навье–Стокса функция
µ = µ (T) представляет собой температурную зави-
симость вязкости жидкости. В настоящей работе
рассмотрена аномальная зависимость вязкости от
температуры (т.е. вязкость жидкости зависит от
температуры немонотонным образом) [2,3] следу-
ющего вида (Рис. 2):

µ(T) = exp
[
−B (T − 0.5)2

]
,

где > 0 — параметр описывающий характер изме-
нения вязкости.

Граничные условия на стенках канала для ско-
ростей задаются условиями прилипания, а для тем-
пературы:
при 0⩽z < 1

2 L

T( r0

R
, z, t) = T(1, z, t) = 0,

при
1
2

L⩽z⩽L

∂T
∂r

∣∣∣∣
r=r0/R

= ∂T
∂r

∣∣∣∣
r=1

= −Nu·T,

где Nu — безразмерное число Нуссельта.

Численные результаты
Численное решение уравнений математиче-

ской модели осуществлялось с использованием ме-
тода контрольного объема и алгоритма SIMPLE
(Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)
[3], который был модифицирован для учета пере-
менного коэффициента вязкости. Исходный ком-
пьютерный код был написан на языке программи-
рования C++ в среде разработки Qt Creator.

Динамика установления расхода аномально
термовязкой жидкости в зависимости от геометри-
ческого параметра представлена на Рис. 3. Из ри-
сунка видно, что увеличение параметра h/r0 при-
водит к увеличению установившегося значения

Рис. 2. Зависимость вязкости жидкости от температу-
ры, = 45

Рис. 3. Динамика установления расхода аномально
термовязкой жидкости
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Рис. 4. Фазовый портрет затухающих колебаний из-
менения расхода жидкости

расхода. При значениях h/r0 равных 0.7–1.2 наблю-
даются колебания расхода. Это объясняется скач-
кообразным изменением теплообмена. Во второй

половине канала происходит охлаждение жидко-
сти до температуры, соответствующей максималь-
ной вязкости, что приводит к уменьшению расхо-
да. Дальнейшее охлаждение жидкости приводит к
уменьшению вязкости (Рис. 2) и увеличению рас-
хода. Затем процесс повторяется с уменьшающей-
ся интенсивностью, что и вызывает уменьшение
амплитуды колебаний расхода. Однако, при увели-
чении параметра h/r0 за пределы этого диапазона,
такие колебания перестают наблюдаться.

Фазовый портрет (Рис. 4) представленных на
Рис. 3 затухающих колебаний описывается лога-
рифмической спиралью, которая сходится к точке,
называемой «устойчивый фокус».
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Применение модели переноса площади межфазной
поверхности для описания двухфазного потока1

Никулин А.С., Мелихов В.И.

Национальный исследовательский университет «МЭИ», Москва

Введение
На кафедре АЭС НИУ «МЭИ» разработан рас-

четный код STEG, предназначенный для моделиро-
вания движения пароводяной среды в объеме гори-
зонтального парогенератора (ПГ) на основе подхо-
да, использующего балансовые уравнения массы,
импульса и энергии для воды и пара, дополненные
полуэмпирическими корреляциями для описания
силового и теплового взаимодействия фаз между
собой и с окружающими конструкциями (трубные
пучки, погружной дырчатый лист и т.п.). В целом
код STEG качественно и количественно воспроиз-
водит все основные процессы, характерные для
горизонтального ПГ [1].

Модель переноса и результаты
анализа

В коде STEG для определения площади меж-
фазной поверхности, которая необходима для рас-
чета силового и теплового взаимодействия между
фазами, использовался упрощенный подход, осно-
ванный на введении карты режимов течения (пу-

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 22-19-00793, https://rscf.ru/project/22-19-00793/
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зырьковый, снарядный, эмульсионный, дисперс-
ный). Целью данной работы было внедрение спе-
циального уравнения переноса площади межфаз-
ной поверхности в код STEG и выяснение преиму-
ществ/недостатков его использования. Общий вид
этого уравнения приведен ниже.

∂ai
∂t

+ div(aiui) = 2
3

ai
α

[
∂α

∂t
+ div(αug) − ηph

]
+

+
(

∑
j
ϕj + ϕph

)
(1)

где ai — концентрация площади межфазной по-
верхности, 1/м; ui — скорость движения межфаз-
ной поверхности, м/с; α — объемная доля пара;
ug — скорость движения газовой фазы, м/с; ηph —
скорость генерации парового объема в единичном
объеме пароводяной смеси при образовании за-
родышей пузырьков пара в перегретой воде или
зародышей капелек воды в переохлажденном па-
ре; ϕj — изменение межфазной поверхности вслед-
ствие j-го процесса взаимодействия; ϕph —измене-
ние межфазной поверхности вследствие фазового
перехода. Рассматривалось три механизма взаимо-
действия: 1) слияние пузырьков из-за случайных
соударений, 2) слияние из-за ускорение пузырька
в следе другого пузырька, 3) дробление пузырька
турбулентными вихрями.
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a) б)

Рис. 1. Распределение давления по длине канала а) скорость жидкости 0,491 м/с, скорость газа 0,19 м/с б) скорость
жидкости 5 м/с, скорость газа 3,9 м/с

В [2] были выполнены экспериментальные
исследования характеристик двухфазных водо-
воздушных потоков при атмосферном давлении.
Использовалась вертикальная труба диаметром
50,8 мм и длиной 3 метра. Для тестирования моде-
ли переноса площади межфазной поверхности был
выбраны два режима со следующими параметрами
расчета:

• скорость жидкости 0,491 м/с, скорость газа
0,190 м/с, давление на входе 0,127 МПа, объём-
ная доля газа 0,220

• скорость жидкости 5,0 м/с, скорость газа 3,90
м/с, давление на входе 0,170 МПа, объёмная
доля газа 0,357

На Рис. 1 и 2 представлены результаты сравне-
ния переда давления и изменение объемной доли
по длине канала, полученные при использовании
двух подходов с экспериментальным данными.

Как видно из результатов, приведенных на
Рис. 1(а) и 2(а) STEG с модулем расчета площади
межфазной (STEG-IST) поверхности ближе к экс-
перименту, чем STEG с картой режимов потока.
Максимальное отклонение от экспериментальных
значений объемной доли для го кода STEG-IST со-
ставило 3,4%, для давления 0,8%, в то время как

для STEG с картой режимов потока данное значе-
ние 9,2% и 1,5% соответственно. При рассмотрении
графиков на Рис. 1(б) и 2(б) видно, что STEG-IST
несколько уступает в точности расчета распреде-
ления объемной доли газовой фазы STEG с картой
режимов потока, однако максимальное отклоне-
ние от эксперимента составило 7,3%, против 5,4%.

Заключение
Результаты, полученные с помощью кода

STEG-IST значительно ближе к эксперименталь-
ным значениям при низких скоростях движения
фаз, чем результаты кода STEG с картой режимов
потока и незначительно уступают в точности при
высоких скоростях. Стоит отметить, что данная мо-
дернизация позволяет расширить диапазон пара-
метров, в котором код STEG способен качественно
и количественно воспроизводить моделирование
движения двухфазного потока.
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Рис. 2. Распределение объёмной доли газа по длине канала а) скорость жидкости 0,491 м/с, скорость газа 0,19 м/с б)
скорость жидкости 5 м/с, скорость газа 3,9 м/с
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Моделирование распространения фильтрата твердых
коммунальных отходов через защитную дамбу1

Паршакова Я.Н.∗, Висков М.В. ∗,∗∗, Катаев Р.И.∗,∗∗∗

∗Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь,
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∗∗∗Пермский государственный национальный исследовательский университет, Пермь

Представлены результаты исследования процессов миграции загрязнений от свалки твердых коммунальных от-
ходов (ТКО). Для изучения особенностей распространения загрязняющих веществ и определения миграционных
параметров использованы архивные данные комплекса полевых и лабораторных исследований в районе распо-
ложения свалки. Построена численная модель, описывающая гидродинамику миграции веществ в почвогрунтовой
толще. Процесс движения загрязняющих веществ описывается в терминах сухого остатка, растворенного в воде.
Учитываются факторами, оказывающими существенное влияние на миграцию ингредиентов ТБО, основными из
которых являются: конвективный перенос, диффузия и разница в геологическом сложении основания полигона,
которые учтены в математической постановке задачи.

Введение
Одним из факторов жизни полигонов ТКО,

негативно влияющих на экологию, является обра-
зование свалочного фильтрата, который определя-
ется как высокотоксичная жидкость, включающая
в себя тяжелые металлы, органические загрязни-
тели и аммиачный азот. Он образуется при взаи-
модействии отходов с просачивающимися в тело
полигона атмосферными осадками. Фильтрат, про-
никая в почву, может попадать в подземные и по-
верхностные воды, тем самым оказывая негатив-
ное влияние на окружающую среду и здоровье че-

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 23-11-00214.
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ловека [1]. Поэтому весьма актуальными являются
различные способы сбора и обработки фильтрата
перед его сбрасыванием в водоем или канализа-
ционную систему. Выяснение путей миграции сва-
лочного фильтрата представляется очень важным.
Создание и применение математических моделей
является одним из инструментов решения этой
проблемы. Моделирование таких систем, как поли-
гоны ТКО, представляет собой довольно сложную
задачу. Трудности обусловлены рядом неопреде-
ленностей, связанных с оценкой параметров моде-
ли, которая должна адекватно описывать сложные
биологические, химические и физические процес-
сы, происходящие на свалках. Для проверки пред-
ложенных моделей требуется большое количества
полевых данных. В [2] представлен обзор матема-
тических моделей, предназначенных для имита-
ции образования и распространения фильтрата на
полигонах ТКО. В работе также описываются бу-
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Рис. 1. Исследуемая часть полигона, вертикальное сечение посередине пруда-отстойника

дущие потребности и потенциальные улучшения
существующих моделей.

Имеющиеся численные и математические мо-
дели распространения фильтрата, как правило
строятся в рамках двумерного подхода, учитывая
динамику загрязнения по горизонтальнымнаправ-
лениям. Движение фильтрата в толщу грунтовых
пород по трем направлениям проводится в рам-
ках модельных, либо лабораторных ситуаций. В
настоящей работе проведено исследование филь-
трата через защитные сооружения старой свалки,
функционирующей более трех десятков лет. Прово-
дится сравнение с данными натурных измерений,
полученных в 2017 году.

Характеристики рассматриваемого
полигона ТКО

Исследуемый полигон захоронения бытовых
отходов эксплуатируется более сорока лет. Поли-
гон располагается на клоне малой реки, рельеф
неровный с общим уклоном в северо-восточном
направлении к пойме этой реки, протекающей в
300 м к северо-востоку от площадки. Прилегаю-
щая территория представляет собой холмистую
поверхность водораздела, поросшей луговой рас-
тительностью, кустарником, мелколиственными
породами деревьев. Фильтрат с полигона растека-
ется по пологому склону и скапливается в пониже-
ниях, прудах-отстойниках. По периметру полигон
обвалован дамбой, местами со следами временных
водотоков, высотой до 6 метров, шириной до 12
метров и осушительная траншея глубиной до 2 м. В
нижней части склона на высоте 1,5 метра от подош-
вы дамбы находится промоина, по которой проис-
ходит высачивание фильтратам из пруда. В южной
части за дамбой наблюдаются переувлажненные
участки. Изыскания показали, что появление этих
участков связано, как с обильными осадками, так и
за счет появления воды с полигона, как по основа-

нию дамбы, так и под основанием дамбы. В связи с
этим возник вопрос о распространении фильтрата
из пруда-отстойника через дамбу. В рамках насто-
ящей работы рассматривается участок, размеры
которого представлены на Рис. 1. Координаты ос-
новных представлены в системе, где крайняя точка
расположена на въезде в полигон.

Как видно из Рис. 1 геологическая площадка
полигона ТКО до первого водоупорного горизон-
та, представляет сложением из трех слоев горных
пород. На поверхности расположен слой техноген-
ных отложений, представленный насыпныминеод-
нородными, неслежавшимися и слежавшимися,
неуплотненными и рыхлыми грунтами. По составу
грунты сложены бытовыми отходами и отходами
производственной и хозяйственной деятельности.
За верхним слоем располагается слой, представ-
ляеющий собой собой элювиально-делювиальные
пылевато-глинистые отложения четвертичной си-
стемы, представленные суглинками мягко-, туго-
пластичными, с включениями строительного му-
сора, щебня, песка, в подошве слоя со щебнем и
дресвой песчаников, алевролитов в количестве от
единичных включений до 25%. Мощность суглин-
ков лежит в пределах 4,3 м. Из суглинка сложена
защитная дамба. Следующий слой, ниже суглин-
ка, представлен алевролитами гинистыми, макси-
мальной мощностью (толщиной) 1,5 м. Вниз за сло-
ем алевролита находится слой аргиллита сильно-
выветрелывого (рухлякового), толщина которого
до водоупорного горизонта варьируется в пределах
4 метров.

Математическая модель
распространения фильтрата

Трёхмерное численноемоделирование распро-
странения фильтрата из пруда-отстойника прово-
дилось с использованием ламинарной модели те-
чения в пористой среде. Задача решалась в рамках
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0 часов 24 часа (1 сутки)

168 часов (7 суток) 504 часа (21 день)

1440 часов (60 суток) 2904 часа (121 день, 3 месяца)

Рис. 2. Временная динамика распространения фильтрата от пруда-отстойника.

нестационарного изотермического подхода. Для
решения задачи генерировалась пространственная
сетка, состоящая из четырехсторонних элементов.

Трёхмерное численноемоделирование распро-
странения фильтрата проводилось на основе гео-
метрии вычислительной области, показанной на
Рис. 1. Полагается, что тело полигона (техногенный
слой) является водонасыщенным за счет осадков.
Рассматривалось распространение фильтрат кон-
центрацией C0 = 4700 мг/л. Фоновая концентра-
ция примеси составляет 200 мг/л. Динамика рас-
пространения фильтрата от пруда-отстойника по-
казана на Рис. 2.

Основноенаправление распространенияфиль-
трата наблюдается в горизонтальномнаправлении,
при этом слои пористой среды имеют характеризу-
ются проницаемостью и пористостью равнознач-
ной по вертикальному и горизонтальному направ-

лению. Фильтрат распространяется в толщу дам-
бы, двигаясь по естественному уклону основания
полигона. В течении трех месяцев происходит за-
полнение тела дамбы практически полностью. При
этом в озеро за дамбой фильтрат попадает через
дно озера. Просачиваясь в водоносный горизонт
с грунтовыми водами, фильтрат начинает мигри-
ровать за пределы полигона. В озере за дамбой
концентрация растет, после чего выходит на насы-
щение.
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Моделирование закономерностей
самоидуцированного капиллярного распада

вязкой струи, ее самопроизвольного изгиба, а также
взаимодействия капельного потока с жидкой пленкой

Сафонов А.А.

АО ГНЦ «Центр Келдыша», Москва

Решение ряда задач, связанных с использо-
ванием космического пространства, требует каче-
ственного повышения мощности энергетических
установок космических аппаратов. При создании
таких систем возникает задача отведения низко-
потенциального тепла. Как правило, в космосе она
решается с помощью панельных холодильников –
излучателей. Однако при повышении отводимой
мощности быстро растет площадь, а с ней - и ме-
теоритная уязвимость таких систем. Бронирова-
ние поверхности излучателя неприемлемо повы-
шает массу конструкции. Выходом представляется
использование капельного холодильника – излу-
чателя (КХИ), идея которого заключается в ради-
ационном остывании распространяющегося дис-
персного потока. Создание капельной пелены осу-
ществляется с помощью генератора капель, сбор
остывшего потока – уловителем капель.

Капельный поток создается методом капил-
лярного распада струй, истекающих из капилляр-
ных форсунок генератора капель. Для лучшего
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остывания рабочего тела, необходима минимиза-
ция скорости капельного потока. При ее снижении
до уровня, сравнимого с капиллярным пределом,
возникает ряд новых физических эффектов, не ти-
пичных для классических задач диспергирования
вещества.

Качественноменяются закономерности капил-
лярного распада струи. Образование капель стано-
вится самоиндуцированным процессом. При отде-
лении зародыша капли, в струе формируется ко-
ротковолновые бегущие волны. При отражении
от капиллярной форсунки, за счет эффекта До-
плера меняется их длина волны, и часть спектра
преобразуется в длинноволновые растущие, но не
распространяющиеся (относительно струи) возму-
щения. Для качественного описания этого явле-
ния вместо моделей абсолютной и конвективной
неустойчивостей приходится использовать моде-
ли глобальной [1] и граничной [2] неустойчиво-
стей струи. Экспериментальное изучение развития
данных неустойчивостей затруднено влиянием си-
лы тяжести, «искажающим» закономерности явле-
ния [2]. Количественное теоретическое описание
закономерностей самоиндуцированного распада
струи из-за сильной нелинейности волновых явле-
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ний становится возможным лишь путем численно-
гомоделирования. В даннойработе для численного
моделирования капиллярного распада использо-
валась методика, основанная на методах механи-
ки Лагранжа, разработанная в работе [3]. Метод
численного моделирования верифицирован путем
сравнения с результатами космического экспери-
мента по самоиндуцированному распаду не вяз-
кой струи [2]. Применительно к задаче создания
КХИ, интерес представляют закономерности рас-
пада вязких струй (все жидкости – потенциальные
рабочие тела с низкой испаряемостью, обладают
высокой вязкостью). Рассчитана зависимость дли-
ны нераспавшейся части струи от ее скорости и
вязкости жидкости.

При снижении скорости истечения струи ин-
тенсифицируется явление ее самопроизвольного
изгиба. Его экспериментальное изучение показы-
вает, что изгиб происходит в результате развития
коротковолновых возмущений с длиной волны, со-
измеримых с диаметром струи. В то же время, в
большинстве работ, посвященных изучению зако-
номерностей изгиба струи (например [4]) обсужда-
ются закономерности развития длинноволновых
возмущений. Задача изгиба струи в математиче-
ской формулировке оказывается аналогичной за-
даче потери устойчивости сжатой балки [5]; в этом
смысле как правило задача исследуется в постанов-
ке, аналогичной теории балок Эйлера–Бернулли.
В данной работе задача изгиба струи исследована
в постановке, аналогичной теории изгиба балок
Тимошенко. Дополнительно предложен метод рас-
четамаксимального углового отклонения струи, ос-

нованный на учете нелинейных эффектов в окрест-
ности капиллярной форсунки. Проводится сравне-
ние теоретически полученных результатов с экспе-
риментами.

В КХИ ряд ограничений на параметры капель-
ного потока определяются закономерностями вза-
имодействия капельного потока с уловителем ка-
пель. Разработано несколько различных концеп-
ций уловителей капель. Но в уловителе любого
типа капельный поток взаимодействует с поверх-
ностью движущейся пленки. В уловителе капель
КХИ недопустимо возникновение вторичных ка-
пель при сборе дисперсного потока. В данной ра-
боте методами механики Лагранжа исследуются
развитие неустойчивостей на поверхности жидкой
пленки, взаимодействующей с капельным пото-
ком.
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Численное исследование взаимодействия струи воды
с расплавом свинец–висмут1
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Введение
Взаимодействие высокотемпературных рас-

плавов с водойможет приводить к явлениюпарово-
го взрыва, встречающемуся в различных областях
(тяжелые аварии на АЭС, подводные извержения
вулканов, металлургия). Опасность парового взры-
ва в ядерной энергетике связана с возникновением
ударных волн вследствие быстрого вскипания теп-
лоносителя (вода, жидкий натрий) при контакте с
расплавом активной зоны, имеющим температуру
порядка 3000 К. Резкое выделение пара в процессе
взаимодействия и связанное с этим расширение
среды приводят к распространениюпо двухфазной
смеси взрывных волн, которые могут нарушить це-
лостность корпуса реактора, повредить окружаю-
щие конструкции, нарушить герметичность обо-
лочки [1]. В конечном итоге столь серьезные воз-
действия, не предусмотренные при проектирова-

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ
(проект№ 21-19- 00709).
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нии энергетических реакторов, потенциально мо-
гут повлечь за собой непоправимые последствия,
такие как выход радиоактивности в окружающую
среду.

Перспективным направлением развития атом-
ной энергетики является создание реакторов с тя-
желометаллическим теплоносителем (ТЖМТ). Так,
в 2021 году в России началось строительство атом-
ного энергоблока мощностью 300 МВт с инноваци-
онным реактором на быстрых нейтронах БРЕСТ-
ОД-300 со свинцовым теплоносителем. Другим ти-
пом ТЖМТ является свинцово-висмутовый теп-
лоноситель (реакторы СВБР). Опасность возник-
новения парового взрыва при авариях на реакто-
рах с ТЖМТ связана с возможным разрывом теп-
лообменной трубки парогенератора, при котором
происходит истечение воды в пространство, запол-
ненное расплавом. Фрагментация воды и расплава,
вскипание истекающей воды приводят к возник-
новению трехфазной смеси из расплава, пара и во-
ды, в которой возможно возникновение паровых
взрывов. Поэтому весьма актуально изучение про-
цессов взаимодействия при проникновении струи
воды в расплав тяжелого металла, включая экспе-
риментальные и численные исследования.

В работе [2] экспериментально исследовалось
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динамическое поведение струи недогретой воды
при проникновении в плоский сосуд с цилиндри-
ческим днищем, заполненный расплавом свинец-
висмут. Динамика проникновения струи и обра-
зования каверны в расплаве визуализировались с
помощью нейтронной радиографии с высокой ча-
стотой кадров, при этом измерялась глубина про-
никновения, форма каверны, соотношение ее дли-
ны к ширине. Был проведен ряд экспериментов,
различающихся скоростью водяной струи и тем-
пературой расплава, что позволило рассмотреть
гидродинамический и тепловой аспекты взаимо-
действия.

Данная работа посвящена трехмерному чис-
ленному моделированию взаимодействия струи
расплава свинец-висмут с водой. Основной целью
работы являлось сравнение полученных результа-
тов с работой [2], поэтому все параметры задачи
(геометрия сосуда, температура воды и расплава,
скорость струи) в расчетах принимались в соответ-
ствии с экспериментальными данными. Свойства
воды и водяного пара, а также свойства расплава
свинец-висмут задавались в соответствии с лите-
ратурными данными.

Вычислительная модель
Численные расчеты проводились при помощи

авторского расчетного модуля fciFoam, разработан-
ного в рамках программного пакета с открытым
кодом OpenFOAM. В этом модуле в рамках подхода
Volume-of-Fluid (VOF) реализована модель сжимае-
мой среды с фазовыми переходами, не имеющая
аналогов в стандартном наборе расчетных моду-
лей. Созданная модель валидирована путем каче-
ственного и количественного сравнения с анали-
тическими и экспериментальными данными. Бо-

лее подробная реализация модели и результаты
ее применения для расчета гидродинамических
и тепловых явлений при взаимодействии воды с
расплавами представлены в работе [3].

Результаты
В работе исследовано проникновение струи во-

ды диаметром Dj = 6 мм со скоростью Vj = 4.7 м/c
в плоский сосуд с расплавом свинец-висмут при
температуре Tm = 778 К, температура воды состав-
ляла 20 ◦С. Как и в экспериментах [2], расчеты про-
водились при атмосферном давлении, выделяю-
щийся при вскипании воды пар свободно вытекал
из резервуара через открытую верхнюю границу.

Основной экспериментальной характеристи-
кой, полученной в работе [2] и описывающей
конфигурацию каверны, возникающей при ударе
струи воды по расплаву, является отношение ее
глубины к ширине Hc/Wc. На рис. 1а) произведе-
но сравнение экспериментальной [2] и численной
оценок этого отношения. Видно, что численные
расчеты дают правильную качественную картину
развития каверны, хотямаксимальное значениеис-
следуемого отношения оказывается на 30% выше,
чем в эксперименте. При этом время достижения
максимума достаточно хорошо совпадает с экспе-
риментом. К моменту достижения максимальной
глубины проникновения каверна в расчетах уже
интенсивно расширяется, тогда как в эксперимен-
тах наблюдается примерно постоянное значение
отношения в течение некоторого времени после
начала затормаживания струи.

На Рис. 1б) представлены рассчитанные и экс-
периментальные зависимости безразмерной глу-
бины проникновения Hc/Dj от безразмерного вре-
мени t∗ = tVj/Dj. Наблюдается хорошее совпаде-

а) б)

Рис. 1. Сравнение результатов численных расчетов с экспериментальными: а) отношение глубины каверны к ее
ширине; б) безразмерная глубина проникновения
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ние безразмерного момента времени, соответству-
ющего максимальной глубине (t∗ ∼ 100), различие
между абсолютными значениями максимальной
глубины каверны составляет порядка 15%.

Результаты численных расчетов методом VOF,
демонстрирующие процесс взаимодействия струи
воды с расплавом, показаны на Рис. 2. Слева

(Рис. 2а) построены распределения объемных до-
лей расплава, воды и пара в плоскости симметрии,
справа (Рис. 2б) приведены поверхности воды и
расплава в те же моменты времени.

В начальные моменты проникновения струи в
расплав вода растекается по образующейся в рас-
плаве каверне, при этом вдоль поверхности кавер-

а) б)

Рис. 2. Взаимодействие струи воды с расплавом: а) объемные доли фаз в плоскости симметрии; б) поверхности
расплава и воды. t∗ = 10, 65, 100, 150 (сверху вниз)
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ны направлен поток воды, поднимающийся вверх
(рис. 2, t∗ = 10). Толщина водяной пленки при при-
ближении ко дну каверны заметно меньше, там
происходит вскипание воды, а образующийся пар,
в свою очередь, возмущает поверхность каверны,
меняя ее конфигурацию. По мере проникновения
струи в расплав каверна начинает сужаться (Рис. 2,
t∗ = 65), что приводит к взаимодействию струи во-
ды и противоточного двухфазного потока воды и
пара. Далее происходит разделение каверны на две
части (Рис. 2, t∗ = 100), нижняя часть каверны име-
ет довольно гладкую форму, что может говорить о
происходящем в ней пленочном кипении. После
достижения максимальной глубины каверна начи-
нает схлопываться, одновременно с этим в области
начинается неустойчивое кипение, приводящее к
значительной деформации поверхности расплава,
что в свою очередь приводит к увеличению теп-
лоотдачи от расплава к воде и еще более сильно-
му вскипанию воды (рис. 2, t∗ = 150). Часть воды
вытесняется из полости, и в дальнейшем форма
каверны принимает свою окончательную конфи-
гурацию. Описанные выше этапы взаимодействия
хорошо соответствуют этапами, выделенными в
экспериментальной работе [2] на основе анализа
данных рентгеновской съемки.

Заключение
При численном моделировании взаимодей-

ствия струи воды с расплавом свинец-висмут ме-
тодом VOF получена картина, хорошо согласую-
щаяся с экспериментальными наблюдениями. На
этапе первичного проникновения струи, вплоть до
достижения максимальной глубины проникнове-
ния, расчет воспроизводит наблюдающиеся в экс-
периментах конфигурации каверны, включая ее
разделение на две части. В процессе взаимодей-
ствия, сопровождающегося интенсивным кипени-
ем, происходит сильное развитие гидродинами-
ческой неустойчивости на поверхности каверны,
приводящее к фрагментации расплава и образо-
ванию трехфазной области. Для более подробного
изучения влияния кипения на динамику взаимо-
действия в дальнейших работах будет проведена
оценка возникающих тепловых потоков и коэффи-
циентов теплоотдачи.
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Цифровая модель лазерного реактора каталитической
конверсии метана в углеводороды и водород1

Снытников В.Н., Пескова Е.Е.

Институт катализа имени Г.К.Борескова СО РАН, Новосибирск

Современное развитие химических техноло-
гий направлено, в частности, на создание малотон-
нажной переработки метана в этилен, ацетилен,
водород. Нами было предложено искать решение
этой задачи на путях лазерной термохимии. В этой
области химические реактора разрабатываются на
основе воздействия лазерного излучения на реак-
ционную среду. В нашем случае, это газ метан и
нанометровые каталитические частицы, которые
витают в объеме. Частицы нагреваются излучени-
ем, становясь объемным источником радикалов.
Сверхравновесная концентрация радикалов в га-
зе ведет к синтезу непредельных углеводородов
из метана при относительно невысоких темпера-
турах реакционного газа. Размеры оксидных ча-
стиц в первом десятке нанометров обеспечивают
быстрый сброс их температуры вне лазерного из-
лучения, что приводит к торможению вторичных
реакций и к закалке получаемых продуктов.

Для нестационарных задач лазерной термохи-
мии нами разработана математическая модель [1],
численный алгоритми собственныйCFD код. В нем

1Работа выполнена при поддержке РНФ (грант No 21-19-
00429)
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в комплексе решаются задачи дозвуковой много-
компонентной газодинамики с изменением объе-
ма из-за химических реакций, с динамикой мно-
гокомпонентной пыли, гетерогенно-гомогенной
кинетикой радикальных цепных реакций для уг-
леводородов, с переносом и поглощением излуче-
ния. Используя этот код, нами создана цифровая
модель лабораторного реактора с перспективой
масштабного перехода к реакторам большей про-
изводительности.

Цифровая модель лазерного реактора с тече-
нием газа и твердых наночастиц рассчитывается в
двумерной осесимметричной геометрии со стен-
ками, через которые осуществляется нагрев среды
помимо лазерного излучения. В реакторе проис-
ходит встречное столкновение нагретой газопыле-
вой смеси и метана пониженной температуры без
каталитических наночастиц. Лазерное излучение
вводится в однофазный поток метана. Оно погло-
щается в зоне повышенной концентрации этилена.
Реакционная среда с продуктами конверсии мета-
на выводится через боковое отверстие в стенке тру-
бы. Лазерный синтез непредельных углеводородов
из природного газа изучен для различных пара-
метров. Выяснилось, что на реакционной длине
до 40 см изменение числа частиц диаметром 10
нм в диапазоне 1018 - 1019 м-3 ведет к измене-
нию выходов продуктов в десятки раз при прочих
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одинаковых значениях интенсивности излучения
до 100 Вт, температуры смеси и стенок реактора и
пр. Поиск активного катализатора и эксперимен-
тальное измерение для него энергии активации
метана стало одной из ключевых задач проектиро-
вания лабораторного реактора. В целом, изучение
цифровой модели реактора показало возможность
получить высокие, более 60% конверсии сырья в
водород и другие целевые продукты в ламинарных

потоках без дополнительной закалки продуктов
при использовании технологических лазеров уме-
ренной мощности.
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Экспериментальные исследования газоразрядной
плазмы в стационарных и динамических средах1

Солодовников С.И., Рулева Л.Б.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Введение
Многолетние исследования квазистационар-

ной газоразрядной плазмы востребованы по сей
день [1,2]. Нормальный тлеющий разряд (НТР) ха-
рактеризуется наименьшей постоянной плотно-
стью тока. В паре катод-анодпри уменьшении элек-
трического тока, протекающего через разряд, на-
пряжение на катодном слое с некоторого момента
сохраняет свое минимально возможное значение,
разряд стягивается, и занимает лишь часть поверх-
ности катода [3].

Известныисследования [4] динамики свечения
плазмы импульсного поверхностного, объемного
разряда в покоящемся воздухе и в скоростных по-
токах при инициировании разряда в наносекунд-
ной длительности. Показано, что релаксирующая
плазма имеет свечение в течение нескольких мик-
росекунд после окончания тока разряда, которое
связано с режимами течения. Вопросы управления
конфигурацией ударных волн при обтекании с по-
мощью сверхбыстрого локального нагрева среды
при создании и распаде сильнонеравновесной им-
пульсной плазмы показали, что метод эффективен
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и на малых дозвуковых скоростях [5].
Эксперименты с газоразрядной плазмой про-

ведены на специально созданной установке [4] для
исследования «Нормального тлеющего разряда»
(НТР), а затем были адаптированы к установке (ГУ-
АТ).

Лабораторная установка НТР
Схема лабораторной установки НТР показана

на Рис. 1, на Рис. 2 приведены вольт-амперные ха-
рактеристики (ВАХ) в азоте.

В экспериментах использовался источник пи-
тания Spellman SA4. Напряжение на газоразрядном
промежутке и ток в нем измерялись с использова-
нием аналого-цифрового преобразователя АЦП (10
МГц), подключенного к компьютеру посредством
делителей: балластного сопротивления (R0 = 300
кОм) и шунта (R = 75 Ом), соответственно. Про-
водилось фотографирование разряда при разных
значениях ЭДС (ε) источника питания, что позво-
лило получать оценочные значения диаметра то-
кового столба в области положительного столба,
катодного и анодного пятен. В неподвижной среде
сопряженное численное и физическое моделирова-
ние нормального тлеющего разряда (НТР) в моле-
кулярном азоте при давлении 3 и 5 Торр показало
удовлетворительное согласие расчетных и экспери-
ментальных данных. Анализ опытных и расчетных
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Рис. 1. Установка НТР Рис. 2. ВАХ в N2: 1,6 — эксперимент (p = 3 и 5 Torr);
2–5 (p = 3 Torr), 7 (5 Torr) — расчет

данных позволил идентифицировать НТР и быстро
находить области существования квазистационар-
ной газоразрядной плазмы в экспериментах.

Лабораторная установка ГУАТ

В аэродинамическом блоке ГУАТ [1], объемом
800 л, модели различных форм обтекаются газовы-
ми потоками в широких диапазонах чисел Маха. В
соответствии с принципом действия в ГУАТ удар-
ная волна переотражается от торцов и при каждом
торможении ее у входа в сопло происходит истече-
ние потока на модель, что в дальнейшем влияет на
физическую картину существования разряда.

Проведены экспериментальные исследования
модели плоского канала, снабженной высоковольт-
ными электродами. На Рис. 3–5 показаны: фраг-
мент ГУАТ, высокоскоростная камера перед иллю-
минатором и модель перед соплом.

Разряд зажигается не только в азоте, но и в
воздухе при давлении 5 Torr, напряжении 2 кВ и
токе 5 мА. В неподвижном воздухе разряд стабиль-
но горит до момента снижения давления менее 3
Torr. Физические картины экспериментов в ГУАТ и
на установке НТР соответствовали друг другу, при
этом разрядный столб не совершал движения, и
его поперечное сечение не меняло своего мини-

мального значения.
При истечении потока со скоростью = 2,94 на

модель, разрядный столб выгнулся по потоку, за-
тем разорвался. При переотражении ударной вол-
ны в ударной части ГУАТ в аэродинамической ча-
сти в области разряда происходило следующее. Ко-
гда к соплу подходила волна разрежения, в аэроди-
намическом блоке разряд вспыхивал снова, затем
после изменения давления потока на модель он
трансформировался. Все эти процессы регистриро-
вала видеокамера с длительностью одного кадра
300 мкс при приемлемом разрешении, притом, что
длительность кадра может быть уменьшена на по-
рядок. На Рис. 6 приведены кадры видеосъемки
горения разряда в развитии в положении видеока-
меры у иллюминатора.

При регистрации теневой картины ударно-
волновых структур видеокамера не «видит» разряд
через теплер, а без теплера видеокамера в поло-
жении рис. 4 регистрирует разряд, но не «видит»
ударно-волновых конфигураций. Теневая картина
в развитии показана на рис. 7.

Погрешность регистрации давлений в пробке
торможения ударной волны ГУАТ перед соплом со-
ставили 1,6% и 5,7% . Сравнение структур показало
небольшое увеличение расстоянияфронта ударной
структуры от модели.

Рис. 3. ГУАТ Рис. 4. Видеорегистрация Рис. 5. Модель
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Рис. 6. Разряд в потоке ГУАТ

Рис. 7. Теневая картина в развитии

Выводы
Эксперименты с газоразрядной плазмой в

неподвижной среде и в скоростном потоке пока-
зали согласие по формированию параметров нор-
мального тлеющего разряда. Отмечено устойчивое
горение при давлениях среды: 3–8 торр и токе 3–
5 мА.

Анализ опытных и расчетных данных позво-
лил идентифицировать НТР и быстро находить об-
ласти существования квазистационарной газораз-
рядной плазмы в экспериментах. Эксперименты
с газоразрядной плазмой в области расположения
моделей перед соплом показали трансформацию
разряда при квазистационарном и нестационар-
ном обтекании моделей воздушным потоком.
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Тепломассоперенос и диспергирование при нагреве
композиционного топлива гранул гидрата метана и

жидкого биотоплива1

Стрижак П.А., Антонов Д.В.

Томский политехнический университет, Томск

В работе приведены результаты экспериментальных исследований характеристик взаимосвязанных физико-
химических процессов и фазовых превращений при нагреве композиционного жидкого топлива на основе
гранул гидрата метана и жидкого биотоплива в виде рапсового масла. Изучены закономерности трансформации
поверхности образца топлива при инициировании процессов плавления, испарения, кипения, диссоциации,
диспергирования и зажигания. Разработана прогностическая математическая модель тепломассопереноса для
композиционного топлива.

Введение
Основным направлением применения гидра-

тов метана считается энергетический сектор [1]. Их
рассматривают как перспективный и экологичный
альтернативный дополнительный вид топлива и
добавку для энергетических установок [2]. В связи
с повышенным интересом к альтернативным ви-
дам топлива для повышения экологических харак-
теристик работы энергетических и двигательных
установок в последние годы активно развиваются
технологии вовлечения биокомпонентов в энерге-
тический цикл. Наибольшую калорийность имеют
жидкие биотоплива, в частности, рапсовое масло.
Однако прямое сжигание рапсового масла имеет

1Работа выполнена при поддержке гранта Приоритет-2030-
НИП/ЭБ-006-375-2023
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определенные ограничения. Это является основ-
ной причиной использования данного масла в ка-
честве добавки к различным энергетическим топ-
ливным смесям. Композиционное топливо, приго-
товленное из смеси преимущественно отработан-
ных компонентов, характеризуется устойчивым
равномернымгорением, чтопозволит заменятьим
первичные энергоресурсы и снижать негативное
воздействие на объекты окружающей среды. До-
бавление рапсового масла в качестве биотоплива к
газовому гидрату позволит получить экологичное
и энергоэффективное композиционное топливо.
Это и послужило мотивацией настоящей работы.
Цель настоящей работы – определение критиче-
ских условий зажигания образцов композицион-
ного жидкого топлива на основе гранул гидрата
метана и жидкого биотоплива в виде рапсового
масла на основе результатов экспериментальных
исследований и численного моделирования.
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Рис. 1. Схема экспериментального стенда

Экспериментальная методика
В качестве образцов газового гидрата исполь-

зовались гранулы гидрата метана c пористостью
28–32%. Содержание метана в грануле гидрата со-
ставляло 11–13 %. В качестве жидкого горючего
компонента использовалось рапсовое масло (ГОСТ
31759-2012).

Для определения характеристик зажигания и
горения исследуемых топлив использовался экспе-
риментальный стенд, представленный на Рис. 1.

Результаты экспериментального
исследования

На Рис. 2 представлены типичные видеокад-
ры, полученные при регистрации характеристик
зажигания исследуемых топлив. Для всех топлив-
ных композиций зарегистрированы специфиче-
ские особенности. Так, например, зажигание газо-
вого гидрата (Рис. 2а) включало два этапа. Сперва
инициировалось зажигание в процессе диссоциа-
ции метана и кипения талой воды, а затем иници-
ировалось горение в приповерхностном слое газо-
вого гидрата с малым размером пламенной зоны.

Данный эффект обусловлен ограниченной скоро-
стью диссоциации метана, т.е. не весь объем гидра-
тизированного газа одновременно вступал в реак-
цию, а лишь его небольшая доля, диссоциирующая
со свободной поверхности. Совместное сжигание
гидрата метана и рапсового масла характеризова-
лось тремя этапами (Рис. 2б). Сперва происходи-
ло зажигание диссоциирующего метана и паров
рапсового масла, сопровождающееся диспергиро-
ванием микрокапель жидкости. Далее иницииро-
валось воспламенение рапсового масла, прогрето-
го до критических температур. Горение рапсово-
го масла происходило в газовой фазе. Пары масла
наиболее интенсивно формировались при темпе-
ратуре приповерхностных слоев 232 ◦С за счет ин-
тенсивного кипения масла (227 ◦С). Так как в образ-
це топлива с маслом присутствует гидрат, то при
его диссоциации определенный объем воды остает-
ся. Формируется граница раздела вода/масло. Этот
фактор приводит к диспергированию образца в ре-
жимах микровзрыва и паффинга.

На Рис. 3 приведены установленные зависимо-
сти значений времени задержки зажигания гидра-
та метана и рапсового масла от температуры газо-
воздушной среды в камере сгорания. Максималь-
ные времена задержки зажигания соответствуют
смеси рапсового масла и воды. Для данного соста-
ва при изменении температуры в камере сгорания
от 500 ◦С до 900 ◦С времена задержки зажигания
снижались с 31 с до 6.5 с. Это обусловлено боль-
шими затратами энергии на испарение воды для
интенсификации зажигания паров масла. Време-
на задержки зажигания для гидрата метана изме-
нялись в диапазоне 0.6–5.9 с при температуре в
камере сгорания 700–900 ◦С.

а

б

Рис. 2. Видеофрагменты воспламенения образцов исследуемых топлив: а — гидрат; б — рапсовое масло и гидрат
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Рис. 3. Зависимости времени задержки зажигания
гранул газового гидрата и рапсового масла от
температуры газовоздушной среды в камере
сгорания

Математическая модель
Для демонстрации условий прогрева слоев, со-

стоящих из гранул гидрата метана, воды и жидкого
биотоплива, разработана модель. При формулиро-
вании базовой постановки задачи считалось, что
композиционное топливо прогревается в муфель-
ной печи.

Полученные результаты численного модели-
рования показали, что добавление к газогидрату

дополнительных компонентов в виде воды и рап-
сового масла приводит к неравномерному распре-
делению температур внутри слоя и росту гради-
ентов температуры. Сформулирован вывод о том,
что процессами тепломассопереноса в слое гидра-
та можно управлять за счет компонентного состава
и соответственно интенсифицировать процессы
диспергирования и микровзрыва на границе раз-
дела компонентов.

Заключение
Зажигание исследуемых топлив включало

нескольких этапов. Горение гидрата метана харак-
теризуется более высокими времена задержки за-
жигания и длительности горения по сравнению с
рапсовым маслом. Разработана математическая
модель тепломассопереноса для прогнозирования
характеристик физико-химических процессов в ка-
мере сгорания с композиционным топливом. Уста-
новлено неравномерное распределение темпера-
тур внутри слоя и рост градиентов температуры
при добавлении в состав гидрата дополнительных
компонентов.
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Особенности структурообразования вблизи
реакционного фронта в системе несмешивающихся

растворов кислоты и основания1

Уточкин В.Ю.

Пермский национальный исследовательский политехнический университет, Пермь

Исследование взаимосвязи химических реак-
ций и конвективного движения жидкости моти-
вируется двумя глобальными причинами. Первой
причиной служит бурное развитие представлений
о самоорганизации в сложных нелинейных систе-
мах, начавшееся в середине прошлого столетия.
Технологические приложения обеспечивают вто-
рую важную мотивацию. Локально воздействуя на
концентрационные и температурные поля, реак-
ция способна не только инициировать макроско-
пическое движение, но и осложнять его динамику
более тонкими эффектами. Область применения
данных эффектов включает технологические про-
цессы хемосорбции при захвате CO2 в почве, неф-
тедобычу и нефтепереработку, сепарацию руд. В
качестве отдельной перспективной отрасли можно
выделить химические микрореакторы проточного
типа, где отыскание оптимального способа пере-
мешивания реагирующих компонентов является
ключевой проблемой.

Cтруктурообразование вблизи реакционного

1ИсследованиефинансовоподдержаноРоссийскимНаучным
Фондом (грант№ 19-11-00133).
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фронта в двухслойной системе несмешивающихся
растворов подробно изучались в работах [1,2]. Най-
денные режимы неустойчивости были обусловле-
ны формированием в среде плотностных потенци-
альных ям, проявляющих себя локально. Это под-
черкивает, что реакция является локализованным
механизмомпреобразованияплотности среды, что
совершенно не свойственно, например, классиче-
ской тепловой конвекции, возникающей под дей-
ствием внешнего нагрева жидкости.

В настоящей работе исследуется хемокон-
вективное движение, вызванное протекани-
ем реакции нейтрализации в вертикально-
ориентированной ячейке Хеле–Шоу. В начальный
момент времени полость заполнена однородным
водным раствором щелочи, который находится
в состоянии механического равновесия. На верх-
ней границе ячейки задается фиксированное
значение концентрации кислоты (Рис. 1). Через
некоторое время после приведения реагентов
в контакт система приобретает неустойчивую
стратификацию по плотности, что приводит
к возбуждению макроскопического движения.
Предлагаемая математическая модель данного
явления включает в себя уравнения движения
жидкости в приближениях Буссинеска и Хеле–
Шоу, а также уравнения реакции — диффузии. В
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Рис. 1. Схематическое изображение ячейки Хеле-Шоу в координатах {x, y, z} (а), и конфигурации реагентов и про-
дукта реакции в процессе эволюции течения (b)

используемом подходе учитывается не только
расход кислоты и основания, но и производство
растворителя, что впервые позволило объяснить
возникновение регулярной системы вихрей, ранее
наблюдавшейся экспериментально.

Проведено формальное параметрическое ис-
следование системы при изменении безразмерно-
го параметра, отвечающего за интенсивность про-
изводства воды. Показано, что при некотором кри-
тическом значении параметра в системе наблюда-
ется переход от стандартнойнеустойчивостиРэлея-
Тейлора к упорядоченной хемоконвекции. Картина
течения представляет собой единую систему паль-
чиковых структур, чьи кончики выровнены вдоль
горизонтальной линии (Рис. 2, а). Нижняя граница
вихрей равномерно движется вниз. При этом вме-
сто обычного огрубления структуры, наблюдается
рост аспектного отношения вихрей, достигающе-
го нескольких десятков. Изучена эволюция длины

волны конвективной структуры, а также динамика
ее нижней границы. Сложные перестройки фронта
реакции, которые включают процессы рождения
и слияния плюмов, иллюстрируются с помощью
пространственно-временных диаграмм (Рис. 2, b).
Отмечается, что волновое число вихревой структу-
ры постепенно выходит к асимптотическому зна-
чению близкому к единице. Ведущую роль в сохра-
нении квази-постоянного значения длины волны
играет процесс вторичной неустойчивости реакци-
онного фронта.
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Рис. 2. Пространственное распределение плотности ρ(x, y) в заданный момент времени (а), и пространственно-
временная диаграмма ρ(x, t) для фиксированного на реакционном фронте значения вертикальной координа-
ты (b)



ISSN 2658–5782 Том 18 (2023), №4, с. 356–358

Многофазные системы
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.109.pdf Получена: 15.09.2023
DOI: 10.21662/mfs2023.4.109 Принята: 10.11.2023

Образование Pb-O в возмущенном потоке жидкого
свинца: молекулярно-динамический подход
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Задача контроля состояния кислорода в свин-
цовых расплавах имеет практическую важность.
Для создания моделей, описывающих систему на
макроскопическом уровне, необходимо понима-
ние процессов, происходящих на атомистическом
масштабе. Нами созданы межатомные потенциа-
лов для системы Pb-O, показана их точность в опи-
сании транспортных свойств атомов и концентра-
ции насыщения расплава кислородом. Предложен
метод и проведен расчет для предтурбулентного
режима течения расплава свинца.

Введение
На текущий момент перспективным для атом-

ной энергетики является введение в эксплуатацию
реакторов на быстрых нейтронах для замыкания
топливного цикла. Ввиду принципа действия в та-
ких реакторах в качестве охладителя первого кон-
тура используются тяжелые металлические теп-
лоносители, в частности, свинец. Использование
свинцового охладителя влечет за собой технологи-
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ческую сложность – металлическую коррозию кон-
струкционных сталей. Для предотвращения нега-
тивных эффектов коррозии и растворения стали
вследствие непосредственного контакта со свин-
цовым охладителем в расплав вводится кислород
для роста защитной оксидной пленки на поверх-
ностях. Контроль состояния кислорода в расплаве
также важен для предотвращения шлакообразова-
ния – роста твердофазных частиц PbO в объеме
теплоносителя.

Нуклеобразование в свинцовом расплаве опи-
сывается из термодинамических и кинетических
соображений. Практический интерес представляет
создание континуальной (CFD) модели, коррект-
но учитывающей процессы в контуре и описыва-
ющей его функционирование. В работе [1] предло-
жена модель на основе классической теории нук-
леации. Уравнения из работы [1] внедрены в CFD
модель, результаты расчета с использованием ко-
торой сравнивались с результатами для экспери-
ментального контура [2]. Практическая важность
второй работы заключается в учете влияния турбу-
лентного перемешивания как в CFD расчете, так и
в эксперименте. Указанная теоретическая модель
нуклеации содержит ряд существенных предполо-
жений о процессах, протекающих на микроскопи-
ческом уровне, в частности, о химическом состо-
янии кислорода и его диффузии в расплаве, что
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также существенно для измерения концентрации
кислорода датчиками. Подобные вопросы могут
быть изучены первопринципными атомистически-
ми методами (см., например, [3]), которые, однако,
позволяют исследовать только системы размером
порядка нанометра. Классическая молекулярная
динамика (МД) с использованием потенциалов вза-
имодействия с одной стороны является атомисти-
ческим подходом, а с другой позволяет проводить
масштабные расчеты для изучения нуклеобразова-
ния и турбулентного течения. Актуальной задачей
является создание межатомных потенциалов для
расплава свинца с примесями и исследование вы-
шеописанных процессов.

Модель межатомного потенциала
взаимодействия

Для оптимизации потенциалов взаимодей-
ствия нами создана выборка на основе данных по-
лученныхвпервопринципныхрасчетах. Такжепер-
вопринципные расчеты используются для анализа
физико-химического состояния уединенного ато-
ма кислорода в расплаве свинца. Показано, что по-
ведение уединенного атома кислорода в расплаве
Pb качественно совпадает с таковым в эвтектике
свинец-висмут (LBE), см., например, [4].

Для системы Pb-O оптимизированы межатом-
ные потенциалы взаимодействия форм EAM иMTP.
Первая используемая модель межатомного потен-
циала — EAM является вычислительно более эф-
фективной, что позволяет проводить масштабные
расчеты (для сотен миллионов атомов), но в то же
время менее точной в описании первопринцип-
ных данных, чем MTP модель. Выбранная нами
модель MTP20 требует примерно в 200 больше вы-
числительного времени, чем EAM для аналогично-
го расчета. Целью создания таких моделей, как уже
отмечалось выше, является проведение расчетов
систем больших размеров, чем те, которые доступ-
ны для первопринципных расчетов. При этом мы
стремимся воспроизвести наблюдаемое в перво-
принципных расчетах поведение кислорода.

Валидация созданных потенциалов
С использованием созданных потенциалов

проводятся МД расчеты для сравнения результа-
тов с первопринципными расчетами и экспери-
ментальными данными. Показано соответствие в
описании транспортных свойств атомов, а также в
описании температурной зависимости концентра-
ции насыщения свинцового расплава кислородом.

На Рис. 1 и Рис. 2 показано соответствие экспе-
риментальным данным температурных зависимо-
стей для коэффициента самодиффузии свинца, а

Рис. 1. Сравнение динамической вязкости свинца c
экспериментальными данными [5]

Рис. 2. Сравнение коэффициента самодиффузии
свинца c экспериментальными данными [5]

также динамической вязкости расплава свинца. Из
соответствия зависимостей можно сделать вывод
о точном описании транспорта атомов свинца в
расплаве предложенными потенциалами.

Моделирование предтурбулентого
течения в расплаве свинца

Развитие технологий параллельных вычисле-
ний на GPU ускорителях делает масштабные ато-
мистические расчеты более доступными при воз-
можности эффективной параллелизации задачи.

Ввиду относительно малых, как правило суб-
микроскопических размеров рассчитываемых си-
стем, для предотвращения возможных эффектов
влияния свободной поверхности в большинстве
случаев используются периодические граничные
условия (ПГУ). Однако при необходимости поддер-
жания скорости потока, а также его ламинарно-
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Рис. 3. Завихренность ω = rot V⃗) скорости потока атомов свинца в расчете

сти перед препятствием использование только ПГУ
недостаточно.

Для озвученных целей предложен и теорети-
чески обоснован метод, реализующий специаль-
ные граничные условия. Суть этого метода состо-
ит в использовании ПГУ и при этом дополнитель-
ном переназначении скоростей атомов при их пе-
реходе через границу. Метод реализован для ши-
роко используемого в случае атомистических рас-
четов программного пакета LAMMPS. Добавлена
поддержка для эффективной параллелизации кода
на GPU в рамках модуля LAMMPS/KOKKOS.

С использованием разработанного метода, а
также потенциала EAM показана возможность по-
лучить отрывное течение для потока расплава
свинца в атомистическом расчете. Моделирование
проводится для ячейки размером 2500 × 500 × 3nm,
система состоит из ≃ 108 миллионов атомов рас-
плава свинца, поток которого обтекает цилиндр
свинца радиусом R = 321 nm. Скорость потока ато-
мов свинца составляет V = 300 m/s. Данные па-
раметры расчета соответствуют числу Рейнольдса
Re ≈ 230. При таком режиме течения наблюдает-
ся вихревая дорожка в потоке за цилиндром. За-
вихренность ω = rot (V) скорости потока атомов,
обтекающего цилиндр, показана на Рис. 3.

Показана возможность масштабирования рас-
чета — увеличения системы с сохранением отно-
сительной производительности для достижения
больших чисел Рейнольдса. Масштабирование си-
стемы также существенно для моделирования нук-
леации твердофазного Pb-O в потоке атомов рас-
плава свинца.
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Введение

Из множества теорий, описывающих дробле-
ние горячего расплава при его взаимодействии
с жидкостью-охладителем, можно выделить т.н.
кавитационно-акустическую гипотезу. В ее основе
лежит предположение о том, что внутри металли-
ческой капли возникают зоны с отрицательными
давлениями, которые могут быть вызваны внеш-
ним воздействием. Наличие таких зон свидетель-
ствует о возникновении растягивающих напряже-
ний, которые в свою очередь могут приводить к
разрывуметаллу изнутри ввиду резкого внутренне-
го вскипания (кавитации). Данная теория исполь-
зуется для объяснения процесса тонкой фрагмен-
тации капель воды и олова при кратковременном
воздействии на них лазерным импульсом [1].

Цель данной работы — оценить, может ли
взрывное разрушение паровых пузырей охлади-
теля на поверхности расплава [2] инициировать
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импульсы давления, достаточные для возникнове-
ния явления внутреннего вскипания.

Эксперементальное исследование
Из-за технических трудностей количествен-

ные измерения непосредственно в жидком метал-
ле сильно затруднены. Поэтому эксперименты по
измерению пульсаций давления, которые сгенери-
рованные коллапсом паровых пузырей при кри-
зисе поверхностного кипения дистиллированной
воды, проводились непосредственно в охлаждаю-
щей жидкости (Рис. 1).

Опыты выполнены с использованием горячих
стальных стержней, имеющих полусферические
торцевые окончания. Стержни погружены в воду
на глубину радиуса полусферы. Температуры об-
разцов и охладителя, измеряемых термопарами
типа хромель – алюмель, варьировались, соответ-
ственно, в диапазонах (200–600) ◦C и (15–95) ◦C.
На фиксированном расстоянии от нижнего торца
располагался пьезодатчик, измеряющий импульс
давления при взрывном разрушении паровой обо-
лочки (Рис.1а).

Результаты эксперимента показывают
(Рис. 1б), что амплитуда давления, измеренная
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а) б)

Рис. 1. а) Схема опытного участка установки: 1 — нагреваемый полусферический торец, 2 — охлаждающая жидкость,
3 — паровая пленка, 4 — пьезодатчик; б) Характерный вид осциллограммы давления на расстоянии 6 мм от
торца полусферы

на расстоянии 6 мм, может превышать 10 атм.,
а время длительности отдельного импульса
составляет несколько микросекунд.

Численные оценки
Первоначально, опираясь на эксперименталь-

ные данные, было оценено значение амплитуды
давления в точке взрывной генерации паровой
структуры на горячей поверхности. Для этого про-
водилось численное моделирование, соответству-
ющее эксперименту, в акустическом приближении
в области охлаждающей жидкости (воде).

Расчет производился методом итерационного
пересчета амплитуды давления p0, т.е. амплитуд-
ное давление в предполагаемом месте разруше-
ния - на нижнем торце капли варьировалось до тех
пор, пока на интересующем нас расстоянии расчет-
ное значение не совпадало с экспериментальными
1 МПа.

Характерный вид пульсаций, представленный
на Рис. 1б позволяет при построении математиче-
ской модели использовать гауссову форму (1) для
описания импульса давления, инициируемого на
поверхности расплава:

pgauss =

 p0e
−π2(t−t0)2

t0
2 , t ∈ [0, t0],
0, t ⩾ t0

(1)

здесь t0 — длительность импульса задавалась по-
рядка 1мкс. Также предполагается, что помере рас-
пространения волнового фронта форма импульса
не изменяется, а область нагружения имеет линей-
ный размер порядка 1 мм.

В качестве уравнения состояния для воды ис-

пользовалось соотношение в форме Тэта:

p = p0 +
((
ρ

ρ0

)n
− 1

)
,

здесь p < 3 · 109 Па, а B = 31 · 107, n = 7, 15.
В результате была получена следующая зави-

симость амплитудного значения давления в охла-
ждающей жидкости по мере удаления от места
схлопывания (Рис. 2а) при наличии только одного
поверхностного источника. Согласно результатам
расчета, давление при таком нагружении в месте
схода паровой структуры может достигать 20 МПа
(200 атм.).

Опираясь на полученное значение импуль-
са давления (удара по поверхности) был прове-
ден расчет акустических полей непосредственно в
жидкометаллической капле. Импульсная нагрузка
осуществлялась в трех различных конфигураци-
ях: одиночный местный источник давления, пара
местных источников на верхнем и нижнем торцах
капли, воздействие по всей сферической поверх-
ности. В последнем случае имитируется взрывное
одновременное разрушение всей паровой пленки.

Для жидкого олова при температуре плав-
ления использовалась зависимость плотности
от давления согласно уравнению состояния Ми-
Грюнейзена (Рис. 2б).

Результаты расчета свидетельствуют, что внут-
ри жидкого металла действительно возникают от-
рицательные давления (Рис. 3), которое практиче-
ски линейно изменяется от количества дискретных
источников.

При воздействии импульсом по всей поверх-
ности давление концентрируется в центре капле
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а) б)

Рис. 2. а) Расчетный график зависимости давления от расстояния до места схода паровой структуры при нагружении
одним источником б) график зависимость давления в жидком олове от плотности согласно уравнению Ми-
Грюнейзена

а) б) в)

Рис. 3

и может возрастать на 1–2 порядка до (200–2000)
МПа.

Выводы
В результате работы был проведен численный

расчет, благодаря которому была установлена кри-
вая зависимости давления по мере удавления от
места разрушения паровой структуры, а также оце-
нено значения давления в самом месте разруше-
ния.

Полученные акустические поля в капле жидко-

го олова не противоречат гипотезе кавитационно-
акустической фрагментации расплава.

Список литературы
[1] Vinokhodov A. Y. et al. Formation of a fine-dispersed liquid-

metal target under the action of femto-and picosecond laser
pulses for a laser-plasma radiation source in the extreme
ultraviolet range // Quantum Electronics. 2016. V. 46 (1), p. 23.
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Моделирование фронта горения в процессе
окислительной регенерации катализатора1

Язовцева О.С.∗, Губайдуллин И.М.∗∗,∗∗∗, Загоруйко А.Н.∗∗∗∗
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∗∗Институт нефтехимии и катализа - обособленное структурное подразделение

Уфимского федерального исследовательского центра РАН, Уфа
∗∗∗Уфимский государственный нефтяной технический университет, Уфа
∗∗∗∗ФИЦ «Институт катализа им. Г. К. Борескова СО РАН», Новосибирск

Исследование посвящено математическому
моделированиюпроцесса окислительной регенера-
ции слоя катализатора, в частности, исследованию
условий возникновения фронта горения в слое ка-
тализатора при регенерации [1]. Окислительная
регенерация катализатора — это выжиг коксовых
отложений кислородсодержащим газом с целью
восстановления каталитической активности.

Хорошо известны проблемы выжига коксовых
отложений, связанные с экзотермичностью реак-
ции. Горение кокса сопровождается резким повы-
шением температуры, возникающим в определен-
ный момент времени [2]. Фронт горения переме-
щается по длине слоя катализатора, образуя боль-
шие температурные забросы, что может привести

1Работа Язовцевой О.С. выполнена за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект №19-71-30012). Работа Губай-
дуллина И.М. выполнена в рамках государственного задания
Института нефтехимии и катализа УФИЦ РАН (тема No FMRS-
2022-0078).
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к необратимой порче катализатора и возникнове-
нию опасных ситуаций на производстве [3].

Математическое моделирование выжига кок-
совых отложений катализатора позволяет эффек-
тивно выявлять проблемные участки горения и ис-
следовать возможности управления процессом за
счетподбораначальныхданныхи технологических
параметров.

Модель регенерации слоя катализатора вклю-
чает в себя нестационарные уравнения диффузии-
конвекции-реакции для описания химических и
диффузионных процессов в зерне катализатора.
Граничные условия отвечают условиям массооб-
мена между газом в зерне и в реакционной смеси.
Химическое взаимодействие в ходе выжига описа-
но как окисление углерода до его диоксида [2].

Для упрощения постановки задачи принята
гипотеза об изотермичности зерна катализатора.
Она позволяет не учитывать в тепловом балансе
зерна изменение температуры по линейным пара-
метрам зерна [4].

Уравнения учета движения газа в слое ката-
лизатора являются стационарными уравнениями
переноса, что соответствуетмоделиидеального вы-
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теснения [5]. Скорость газа принята постоянной [2].
Расчет коэффициентов тепло- и массообмена

проведен с использованием критериев подобия [2].
Эффективные коэффициенты теплопроводности
реакционной смеси и теплоемкости зерна катали-
затора рассчитаны с учетом химических составов и
пористости зерна [6]. Эффективный коэффициент
диффузии рассчитан как среднегармоническое ко-
эффициентов молекулярной и кнудсеновской диф-
фузии с учетом проницаемости пор [7].

Предложенная модель хорошо отражает реаль-
ные процессы, протекающие в слое катализатора
при его регенерации [2]. Изменение входных дан-
ных процесса ощутимо влияет на ход процесса, на-
пример, скорость движения фронта горения в зна-
чительной степени зависит от скорости реакцион-
ной смеси. Это дает основания полагать эффектив-
ность динамического управления процессом [8].

Вычислительный алгоритм выполнен на осно-
ве интегро-интерполяционного метода. В силу су-
щественной нелинейности уравнения диффузии-
конвекции-реакции проинтегрированы явно. При
этом уравнения переноса по длине реактора ап-
проксимированы неявной схемой, поскольку неиз-
вестные функции входят в них линейно. Гранич-
ные условия аппроксимированы также неявно: при
некоторых параметрах возникает значительный
градиент температуры и концентраций на границе
зерна катализатора.

В работе представлены результаты моделиро-
вания слоя катализатора в процессе окислительной
регенерации при нестационарных граничных усло-
виях.
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Волновые явления при быстром вскипании жидкостей:
физические процессы и проблемы моделирования1

Якуш С.Е.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Введение
Фазовые переходы, сопровождающиеся значи-

тельным увеличением удельного объема вещества,
могут служить источником механической энергии
за счет расширения образующейся при переходе
фазы. Характер этого расширения зависит от ско-
рости фазового перехода — от изобарного при низ-
ком темпе (квазистационарный процесс) до волно-
вого, когда расширяющееся вещество служит сво-
его рода поршнем, вызывающим формирование
волн сжатия в окружающем пространстве. Из всех
возможных типов фазового перехода, наибольший
интерес с этой точки зрения вызывает вскипание
жидкости, для которого (вдали от критической точ-
ки) отношение плотностей в конденсированной
(жидкой) и паровой фазах может составлять 2–3
порядка величины. Быстрое вскипание жидкости
способно порождать ударные волны, данные явле-
ния относятся к категории физических взрывов [1].

Причины интенсивного вскипания жидкости
могут быть связаны как с выделением внутренней
энергии самой жидкости, так и с сообщением ей

1Исследование выполнено в рамках госзадания ИПМех РАН
(тема 123021700057-0).
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энергии от внешнего источника, которым может
служить нагретое до высокой температуры тело
или другая жидкость, температура которой значи-
тельно превосходит температуру кипения более
летучей жидкости. Явления первого типа характер-
ны для аварий при хранении и транспортировке
сжиженных углеводородов – аварии типа BLEVE
(Boiling Liquid Expanding Vapor Explosion) [2,3]. Вто-
рой тип физических взрывов представляет значи-
тельный интерес в связи с проблемами безопас-
ности ядерных энергетических реакторов — паро-
вой взрыв при взаимодействии расплава кориума
с водой при плавлении активной зоны, либо воды
с тяжелометаллическим теплоносителем при раз-
рыве трубки парогенератора реактора на быстрых
нейтронах.

Физические взрывы обладают значительно
меньшей энергетической эффективностью по срав-
нению с взрывами конденсированных веществ.
Причинами сильной неидеальности являются ко-
нечная скорость выделения энергии (по сравнению
с практически мгновенной детонацией при хими-
ческих взрывах), кроме того, выделение энергии
происходит в значительно большей области, что
существенно снижает плотность энергии и плот-
ность мощности взрыва.

Моделирование физических взрывов требует
привлечения моделей многофазных сред для опи-
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сания источника, в котором происходит преобразо-
вание внутренней энергии вскипающей жидкости
в механическую работу расширения, в сочетании
с подходами для описания возникающих в атмо-
сфере или жидкой среде ударных волн, успешно
применяемыми в газовой динамике. В работе рас-
смотрены примеры моделирования физических
взрывов указанных типов.

Взрывы резервуара высокого давле-
ния

Для описания быстрых газодинамических про-
цессов при явлении типа BLEVE (взрыв расширя-
ющихся паров вскипающей жидкости) плодотвор-
ной оказывается использование гомогенной рав-
новесной модели, в которой предполагается, что
паровая фаза при вскипании движется совместно
с жидкой фазой, при этом процессы вскипания
и конденсации протекают гораздо быстрее, чем
собственно расширение облака. Это позволяет ис-
пользовать предположение о термодинамическом
равновесии между фазами, без необходимости рас-
смотрения кинетики фазового перехода. Наиболее
простая модель для двухфазной среды получается
в предположении об изэнтропичности процесса [2],
более сложное описание включает решение урав-
нения для энергии двухфазной смеси и определе-
ние давления и объемной доли пара по найденной
плотности и удельной внутренней энергии [3].

Как правило, считается, что явления типа
BLEVE происходят со сжиженными газами, кото-
рые хранятся при температуре окружающей атмо-
сферы в виде жидкости высокого давления (напри-
мер, пропан), тогда как легкие углеводороды (ме-
тан) в этом контексте не рассматриваются (их сжи-
жение требует криогенных температур). Однако в
связи с бурным ростом во всем мире производства
и перевозок сжиженного природного газа (LNG)
встает вопрос о более адекватной оценке связан-
ных с этим опасностей. В частности, при выходе
из строя системы охлаждения следует ожидать рез-
кого роста давления в резервуаре со сжиженным
природным газом, что при последующем разруше-
нии оболочки также может вызвать физический
взрыв типа BLEVE. Поэтому встает вопрос о харак-
теристиках взрывных волн и их опасности.

Для демонстрации относительной опасности
взрывов от различных сжиженных углеводородов
были проведены сравнительные расчеты взрыва
резервуара диаметром 10 м, содержащего метан
CH4, пропилен C3H6 и пропан С3H8 при одинако-
вых начальных давлениях — 10 и 30 бар. Несмотря
на значительные различия в начальных термоди-
намических параметрах (так, при давлении 10 бар

начальная температура сжиженного метана состав-
ляет 149 К, пропана — 300 К, при 30 бар — 177 К и
350 К, соответственно), выделяющаяся при взры-
ве удельная энергия оказывается довольно схожей:
при 10 бар для метана она составляет 21.7 кДж/кг,
для пропана — 23.6 кДж/кг, а при 30 бар — 67.5 и
73.6 кДж/кг, соответственно. Более того, характер-
ная скорость расширения, оцененная из выделя-
ющейся энергии, при давлении 10 бар для метана
составляет 208 м/с, для пропана — 217 м/с, а при 30
бар — 367 и 383 м/с, соответственно. Фактически,
данные скорости определяют скорость «поршня»,
который толкает газ в атмосфере при разрушении
резервуара и вызывает возникновение воздушной
ударной волны. Расчеты, выполненные по сопря-
женной модели, подтвердили слабую зависимость
характеристик ударных волн от вещества в резер-
вуаре – практически все определяется начальным
давлением, которое соответствует, однако, различ-
ным температурам перед взрывом.

Вскипание воды в расплаве тяжелого
металла

Явления типа физического взрыва могут воз-
никать не только в атмосфере, но и в жидкостях.
Примером может служить авария с разрывом теп-
лообменной трубки парогенератора ядерного энер-
гетического реактора на быстрых нейтронах со
свинцовым теплоносителем. В результате такой
аварии в расплав свинца при давлении порядка
1 МПа может выбрасываться насыщенная вода
из второго контура, имеющая давление порядка
20 МПа. Истечение может быть как струйным, так
и одномоментным, в последнем случае капля во-
ды высокого давления оказывается окруженной
значительно более плотной средой низкого дав-
ления. Первым этапом перехода воды к новому
термодинамическому состоянию является вскипа-
ние и расширение пароводяной смеси, и лишь на
более позднем этапе роль начинают играть тепло-
вые процессы, связанные с нагревом пароводяной
смеси горячим расплавом.

Рассмотренная в первом разделе равновесная
гомогенная модель пригодна для описания волн
сжатия, распространяющихся в расплаве свинца,
а также последующего расширения пароводяной
смеси. При этом для внутренней задачи пригод-
на та же модель, что применялась для описания
взрывов резервуаров высокого давления, а внеш-
няя среда (расплав свинца) описывается баротроп-
ным уравнением Тейта p = p∗ + B [(ρl/ρ∗)γ − 1],
которое нашло широкое применение, например,
при моделировании подводных взрывов в воде. Па-
раметры уравнения для свинца были определены
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Рис. 1. Волна давления в расплаве свинца при вски-
пании капли воды

из его справочных свойств [6], в частности – из-
вестной начальной плотности и скорости звука в
расплаве: p∗ = 0.1MPa, ρ∗ = 10417.4 кг/м3, γ = 12 и
B = 2677.5 МПа. Для воды использовались таблич-
ные данные по свойствам на линии насыщения.

Расчеты по сопряженной модели позволили
получить волны давления, распространяющиеся
по расплаву свинца при резком выбросе объема во-
ды высокого давления. На Рис. 1 показаныполучен-
ные волныдавления в свинцепривскипаниикапли
воды радиусом 13 мм с начальным давлением 18
МПа. Видно, что за быстро распространяющимся
фронтом давления устанавливается квазистацио-
нарное распределение давления, а снижение давле-
ния в пароводяной области происходит медленно
вследствие большой инерции тяжелого металла, за-
полняющего внешнее пространство. Дальнейшее
расширение смеси вызывает радиальное растека-
ние свинца, оно сопровождается периодическим
перерасширением и схлопыванием, аналогично

классической задаче Рэлея. Данные колебания, од-
нако, не играют большой роли с точки зрения оцен-
ки опасности разрыва трубки парогенератора ре-
актора, а имеют скорее теоретический интерес.

Заключение
Физические взрывы представляют собой инте-

ресное явление, в котором взаимодействуют как
гидродинамические, так и теплофизические про-
цессы. Использование гомогенной равновесной
модели является весьма продуктивным, посколь-
ку позволяет описать процессы без рассмотрения
деталей на микроуровне, что сопряжено со значи-
тельными неопределенностями.

Автор выражает глубокую благодарность сво-
им коллегам по исследованиям О.И.Мелихову и
В.И.Мелихову (МЭИ).
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Дальние волновые поля на поверхности раздела
глубокого океана и ледяного покрова от

локализованных источников1

Булатов В.В.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Решена задача о дальних волновых полях, возникающих на границе раздела льда и бесконечно глубокого одно-
родного океана при обтекании локализованного источника возмущений. Получено интегральное представление
решения и с помощью метода стационарной фазы построено асимптотическое представление решения для
различных режимов волновой генерации. Численные расчеты показывают, что при изменении скоростей потока и
толщины льда происходит заметная качественная перестройка фазовых картин возбуждаемых дальних волновых
полей на границе раздела льда и жидкости.

Введение
Изучение волновых процессов в море с пла-

вающим ледяным покровом актуально для изуче-
ния его реакции на различные гидродинамические
возмущения, движущиеся надводные и подводные
суда, процессы распада ледяных полей в интересах
судоходства, а также совершенствования методов
дистанционного зондирования поверхности ледя-
ного покрытия. Поверхностные возмущения ледя-
ного покрова, которые могут быть зарегистрирова-
ны с помощью специальных радиолокационных и
оптических систем, несут информацию не только
об источниках возмущений, но и о характеристи-
ках морской среды подо льдом [1–3]. Плавающий
ледяной покров, определяющий динамическое вза-
имодействие между океаном и атмосферой, влияет
на динамику не только морской поверхности, но и

1Работа выполнена по гранту РНФ№ 23-21-00194.
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подповерхностных вод, так как в общем движении
по вертикали участвует как ледяной покров, так и
вся масса жидкости под ним. Одним из заметных
источников возбуждения ледяного покрова могут
являться интенсивные внутренние гравитацион-
ные волны, в частности что колебания ледяного
покрова за счет внутренних волн могут быть от
нескольких сантиметров (прилив) до 2–3 метров
(цунами), амплитуды до 30 см регистрировались
при наличии ветровых волн [4], [5].

Обычно предполагается, что ледяной покров
является сплошным (его горизонтальные масшта-
бы превышают длины возбуждаемых волн), и при
достаточно общих условиях моделируется тонкой
упругой физически линейной пластиной, дефор-
мации которой малы. Для проведения прогнозных
расчетов возмущений ледяного покрова можно
подбирать параметры модели генерации так, что-
бы приблизить смоделированную волновую систе-
му к реально наблюдаемым в природных условиях
картинам возмущения поверхности льда.
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Постановка задачи и основные
результаты

Целью настоящей работы является решение
ранее не рассматриваемой задачи о построении
асимптотик дальних волновых возмущений ледя-
ного покрова, возбуждаемых локализованным ис-
точникомвпотоке однороднойжидкости бесконеч-
ной глубины. Рассматривается поток идеальной
бесконечно глубокой жидкости, который обтека-
ет точечный источник мощности массы. Числен-
ные расчеты показывают, что при изменении па-
раметров волновой генерации (изменение скоро-
стей потока и толщины льда) происходит заметная
качественная перестройка фазовых картин возбуж-
даемых волновых полей на границе раздела льда
и жидкости. На Рис. 1 представлены результаты
расчетов фазовых картин возвышения ледяного
покрова для значения толщины льда 1 см и скоро-
сти потока 10 м/сек. Сплошные линии на рисун-
ке – линии равной фазы, штриховые —- волновые
фронты.

Дисперсионные зависимости могут представ-
лять замкнутые, всюду выпуклые кривые, а также
могут иметь две пары точек перегиба, которые су-
ществуют только при достаточно малых значени-
ях волновых чисел и расположены симметрично.
Усложнение топологии дисперсионных зависимо-
стей приводит к генерации дополнительной систе-
мы поперечных волн и появлению соответствую-
щих пар волновых фронтов. В этом случае фазовые
картины демонстрируют пространственные струк-

туры типа «ласточкина хвоста» (Рис. 1), когда вфик-
сированной точке наблюдения происходит каче-
ственная перестройка одновременно приходящих
волновых фронтов [2,3]. Наиболее интересными с
практической точки зрения являются локальные
экстремумы дисперсионных зависимостей, так как
асимптотики дальних волновых полей в окрестно-
сти соответствующих волновых фронтов и каустик,
отвечающих этим экстремумам, можно описать
с помощью метода эталонных интегралов. Слож-
ность топологии рассчитанных дисперсионных за-
висимостей требует для корректного асимптоти-
ческого исследования дальних полей применения
специального математического аппарата.

Численный анализ решений показал, что ос-
новными параметрами, которые могут приводить
к существенной изменчивости качественных ха-
рактеристик дисперсионных соотношений, явля-
ются толщина льда и скорость потока. Остальные
параметры (модуль Юнга, коэффициент Пуассо-
на, напряжение, плотность сред), в пределах есте-
ственных масштабов их природной изменчивости
практически не влияют на динамику поведения
дисперсионных зависимостей. Поэтому усложне-
ние наблюдаемых волновых картин возвышения
ледяного покрова может являться одним из при-
знаков заметного изменения только таких пара-
метров морской среды как скорость течения и тол-
щина льда.

Увеличение скорости течения при неизмен-
ной толщине льда приводит к расширению (в про-

Рис. 1. Фазовые картины волновых возмущений поверхности ледяного покрова
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странстве волновых чисел) дисперсионных кри-
вых. Кривая, соответствующая меньшей скорости
потока, целиком находится внутри кривой, отве-
чающей большей скорости потока. Поэтому при
увеличении скорости течения длина волны вдоль
положительной направления горизонтальной оси
движения источника возрастает, а вдоль отрица-
тельного направления этой оси убывает. Также при
увеличении скорости потока происходит умень-
шение пространственной области, где существуют
волновые колебания. Вне этой зоны амплитуды
дальних волновых полей экспоненциально малы.
Этот же эффект наблюдается при изменении тол-
щины льда при неизменном значении скорости по-
тока. При увеличении толщины льда происходит
сужение (в пространстве волновых чисел) диспер-
сионных кривых, и, соответственно, расширение
пространственной области волновых колебаний.
Длина волны вдоль положительного направления
оси движения источника возрастает, а вдоль отри-
цательного этой оси – убывает.

Численные анализ асимптотик показал хоро-
шее совпадение с точным решением уже на рассто-
яниях, начиная с десяти и более метров от источ-
ника, то есть на таких расстояниях можно исполь-
зовать понятие дальних волновых полей. Поэто-
му, исходя из результатов рассмотрения подобно-
го класса задач и оценок пространственных мас-
штабов возможного затухания волновых возмуще-
ний в природных условиях, представляется вполне
обоснованным использования линейного прибли-
жения и метода стационарной фазы для расчета
возмущений ледяного покрова и получения физи-
чески адекватных результатов.

Построенные асимптотики дальних полей да-
ют возможность эффективно рассчитывать основ-

ные характеристики волновых возмущений на гра-
нице раздела ледяного покрова и качественно
анализировать полученные решения. Полученные
асимптотические результаты с различными зна-
чениями входящих в них физических параметров
позволяют провести оценку характеристик возму-
щенийледяногопокрова, наблюдаемыхвреальных
морских условиях и рассчитывать дальние волно-
вые поля, в том числе, и от нелокальных источни-
ков возмущений различной физической природы.
В результате проведения модельных многовари-
антных расчетов по асимптотическим формулам
смоделированная волновая система может быть
приближена к наблюдаемым в натурных условиях
волновым картинам, что дает возможность оце-
нить физические параметры реальных источников
в морской среде c ледовым покрытием и опреде-
лить основные характеристики начальных возму-
щений, варьируя модельные значения исходных
параметров. Таким образом, модели волновой ге-
нерации на поверхности раздела морской воды и
льда могут быть не только верифицированы, но и
использованы для проведения прогнозных оценок.
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Внутренние волны — механизмы их проявления на
оптических и радиолокационных изображениях1
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Движения в поверхностном слое океана, вызываемые прохождением внутренней волны, вызывают возмущения
в характеристиках границы раздела океан-атмосфера и стратификации верхнего слоя. Внутренняя волна форми-
рует чередующиеся конвергентные и дивергентные зоны, параллельные фронту волны, и собственно изменяет
глубину верхнего слоя. Именно эти два фактора влияют на параметры среды, формирующие сигналы датчиков
дистанционного зондирования оптических сканеров и радиолокаторов. Ниже приведен обзор особенностей
проявления внутренних волн на спутниковых оптических изображениях высокого пространственного разрешения
(MSI Sentinel-2, OLI Landsat-8) и на радиолокационных снимках (C-SAR Sentinel-1).

Радиолокационные изображения
На радиолокационных изображениях поверх-

ностное проявление внутренних волн определяет-
ся изменением шероховатости морской поверхно-
сти в конвергентно-дивергентных зонах. Выделя-
ются два механизма модуляции – гидродинами-
ческий и сликовый [1]. Гидродинамическая моду-
ляция поверхности при прохождении пакета внут-
ренних волн вызывает увеличение шероховатости
морской поверхности в зонах конвергенции и со-
ответственно увеличение рассеянного излучения.
Обычно случаи гидродинамического проявления

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ
№23-21-00194 «Аналитические методы математического мо-
делирования волновой динамики неоднородных гидрофизиче-
ских сред».
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внутренних волн обнаруживаются на фоне низких
или умеренных скоростей ветра (примерно от 2–3
до 7–8 м/с).

Сликовый механизм также связан с фор-
мированием внутренними волнами системы
конвергентно-дивергентных течений и модуляции
пленок (сликов) природного или антропоген-
ного происхождения. При прохождении пакета
внутренних волн наблюдается противоположные
гидродинамическому механизму эффекты: слики,
концентрируясь в зонах конвергенции, выглажи-
вают поверхность и способствуют ослаблению
обратного рассеяния. Случаи проявления слико-
вого механизма регистрируются обычно на фоне
ветров со скоростями до 2–3 м/с.

Оптические изображения
На оптических спутниковых изображениях ме-

ханизмы проявления внутренних волн определя-
ются не только изменением шероховатости мор-
ской поверхности и отраженного солнечного излу-
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Рис. 1. Пример инверсии оптического контраста при
прохождении пакета внутренних волн из Ги-
бралтарского пролива в Средиземное море;
объединенные сцены MSI Sentinel-2 от 21
июня 2017 г.

чения, но также возможным изменением восходя-
щего из водной толщи излучения, формируемого
в верхнем слое, толщина которого изменяется при
прохождении внутренней волны.

Гидродинамическая модуляция поверхности.
Наиболее распространенные случаи поверхност-
ного проявления внутренних волн, регистрация
осуществляется за счет отраженного излучения и
аналогична регистрации радиолокационными сен-
сорами. Конвергентные (с большей шероховато-
стью) зоны в оптическом диапазоне в зависимости
от взаимной геометрии Солнца и датчика могут
быть как более темными, так и более светлыми. В
зоне близкой к прямому зеркальному солнечному
излучению увеличение шероховатости может вы-
зывать уменьшение принимаемого датчиком сиг-
нала, а на периферии солнечного блика, наоборот,
увеличение. В промежуточной зоне может наблю-
даться инверсия оптического контраста (Рис. 1), —
то есть, из-за геометрических характеристик паке-
та для зон конвергенции и дивергенции значения
яркости восходящего излучения, что в одной части
фронта, могут быть противоположными в другой
части, а в зоне перехода сравниваться.

Сликовая модуляция поверхности. Проявление
базируется на том же принципе, что и при фик-
сации радиолокационными сенсорами, пленками
могут являться нефтепродукты, масла, пленки био-
логического происхождения и иные ПАВы. Взаимо-
действие внутренних волн и пленок регистрирует-
ся достаточно редко, на возможность обнаружения
влияют характеристики приводного ветра (прояв-
ление при ветрах со скоростями примерно до 2–
3 м/с) и взаимное расположение Солнца и спут-

ника (проявление при различии в интенсивности
сигналов отраженного излучения, поступающих
от пленок и окружающих вод в оптический сен-
сор). Прохождение пакета внутренних волн создает
два варианта взаимодействия с пленочными струк-
турами. Первый вариант заключается в том, что
пленки концентрируются в зонах конвергенции
и отсутствуют в зонах дивергенции — характерно
для оптически «тонких» пленок (изменяющих толь-
ко шероховатость поверхности). Второй вариант
связан с оптически «толстыми» пленками — теми,
что помимо шероховатости поверхности изменя-
ют и коэффициент отражения поверхности: при
прохождении пакета внутренних волн пленки вы-
являются в зонах конвергенции и дивергенции, но
под действием орбитальных течений варьирует их
оптическая толщина.

Модуляция глубины рассеивающего слоя. Комби-
нирование оптических каналов позволяет мини-
мизировать или устранить полностью отраженное
излучение и выделить восходящую из-под воды
рассеянную компоненту сигнала. В рассеянном из-
лучении обнаруживаются внутренние волны, из-
меняющие толщину мутного слоя: она меньше над
гребнями пакета внутренних волн (достигающими
или не достигающими поверхности) и больше —
над подошвами. Внутренние волны с таким типом
проявления обнаруживаются в районах с высоким
содержанием гидрозолей (взвешенное вещество,
фитопланктон) — преимущественно в зонах реч-
ных плюмов или в прибрежных зонах.

Модуляция объектов в поверхностном слое и на
поверхности. Аналогично сликовому механизму
концентрации пленок в конвергентных зонах, мо-
гут скапливаться и другие плавающие субстанции.
Такими объектами могут быть: различный мусор,
пыльца растений, икра рыб, слоевища Саргассо-
вых водорослей, цианобактерии, морская слизь и
др. Для этих формирований характерна концен-
трация в зонах конвергенции при прохождении
пакета внутренних волн, и на оптических изоб-
ражениях выделяются квазипаралелльные полосы
с повышенной яркостью восходящего излучения
с максимумом излучения на различных участках
видимого диапазона (что зависит от оптических
свойств объектов).

Модуляция плавающих тающих, раздробленных
льдов. Льды также относятся к плавающим объек-
там, и их изменение при прохождении внутренних
волн имеет сходство с влиянием на иные плаваю-
щие объекты. Но проявление пакета внутренних
волн на оптических и радиолокационных изобра-
жениях зависит от характеристик льда. Так, немно-
гочисленные разрозненные льдины концентриру-
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ются в зонах конвергенции в зависимости от разме-
ра: большему влиянию орбитальных течений под-
вержены льдинымалых размеров (до десятков мет-
ров), меньшему— более крупные (от сотен метров).
В тех случаях, когда регистрируются начальные ви-
ды льда или тающий однолетний лед, проявление
внутренних волн зависит от толщины льда: онимо-
гут представлять собой чередование зон преиму-
щественно льда (зоны конвергенции) и преимуще-
ственно водной поверхности (зоны дивергенции)
при прохождение через поле льда с малой толщи-
ной, и могут выделяться за счет чередования льдов
большей и меньшей концентрации. Во втором слу-
чае в зонах конвергенции отражение сигнала про-
исходит ото льда, а в зонах дивергенции—от смеси
льда и воды. Кроме того, регистрируются случаи,
когда прохождение пакета внутренних волн меня-
ет характеристики льда – трансформирует его в
менее плотный по ширине фронта.

Модуляция обрушений поверхностных волн.
Здесь работает гидродинамический механизм, вы-
зывающий увеличение обрушений и площади по-
крытой пеной в зонах конвергенции. Как правило,
такого рода явления наблюдаются при ветрах уме-
ренных или высоких скоростей (от 5–8 м/с и вы-
ше) [2]. Обычно такой механизм реализуется для
интенсивных внутренних волн — примером таких
могут служить внутренние волны, распространя-
емые из Гибралтарского пролива в Средиземное
море. Они генерируются под действием полусуточ-
ных приливов из-за сложного рельефа дна на входе
в Гибралтарский пролив.
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В последние десятилетия большой интерес проявлен к циркуляционным конвективным структурам — замкнутым
термоконвекционным структурам, называемым также термиками, и незамкнутым системам, в атмосферном
пограничном слое (АПС). Характерные проявления таких структур исследовались на примере экспериментальных
данных, полученных в экспедициях ИФА им. А.М. Обухова РАН и по результатам расчета мезомасштабной
негидростатической атмосферной модели WRF-ARW, адаптированной к конкретным синоптическим ситуациям –
частным случаям.

Полевые эксперименты проводились в силь-
ных и слабых ветровых и различных температур-
ных условиях над Прикаспийской низменностью в
восточной части Республики Калмыкия, Россия, в
летнее время 2007, 2016, 2018, 2019, 2021, 2022 гг.
Доплеровский акустический локатор (содар) серии
ЛАТАН-3 [1] с вертикальным разрешением 20 и
10 м, интервалом излучения импульсов 5 и 3 с, диа-
пазоном высот 600 и 350 м и базовой несущей ча-
стотой 2 кГц и 4 кГц измерял вертикальные про-

1Исследования выполнены при поддержке гранта Президен-
та Российской Федерации для молодых учёных-кандидатов на-
ук (проект№МК-5516.2022.1.5)
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фили интенсивности эхо-сигнала, пропорциональ-
ного структурной характеристики температуры, а
также профили компонент скорости ветра. По про-
филям определялась предельная вертикальная ско-
рость, рассчитывались максимальная скорость в
интервале существования циркуляционных кон-
вективных структур и их горизонтальный масштаб.

Статистическое распределение выбранных ха-
рактеристик в дневное время оказалось близ-
ким к распределению Рэлея [2], применяемого, в
частности, для статистики интенсивных влажно-
конвективных вихрей и высоты волн в океане (см.,
например, рис. 1 для максимальной вертикальной
скорости ветра 2016 г.):

I?(U) = 2U
U2

0
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U2

m − U2
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0

)
,
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(а) (б)

Рис. 1. Гистограмма распределения максимального значения вертикальной скорости (красные прямоугольники),
распределение Рэлея (зеленая линия), Калмыкия, 23 (а) и 24 (б) июля 2016 г.

где U2
0 =

[〈
U2〉− U2

m
]
,
〈
U2〉— средняя квадратич-

ная вертикальная скорость термиков, Um — пре-
дельное значение вертикальной скорости термика.

Предполагается, что замкнутые термики дви-
жутся вперед за любой относительно небольшой
временной шаг с некоторой усредненной скоро-
стью (гипотеза Тейлора), при этом адекватно вос-
производятся пространственное распределение
поля скорости и его временные вариации. Этот
шаг по времени был принят эмпирически, от 5
до 10 мин. Рассмотрены случаи превышения вер-
тикальных скоростей предельных значений, при
которых гипотетически возникала конвективная
структура (0.3 м/с, 0.6 м/с и 1.2 м/с). Известно, что
в случае ансамбля термиков модель [3] дает одно-
мерное распределение Максвелла.

При исследовании циркуляционных конвекци-

онных структур в АПС создано большое количество
теоретических физико-математических моделей.
Точные аналитические решения встречаются лишь
в некоторых частных случаях, поэтому статистиче-
ские методы сохраняют свою актуальность и значи-
мость и продолжают развиваться [3–5]. Такие ме-
тоды исследования данных натурных измерений
имеют особуюценность, в частности, при разработ-
ке вихреразрешающего моделирования атмосфер-
ных конвективных процессов. С помощью адапти-
рованной модели WRF моделировалось несколько
частных случаев над районом измерений в Калмы-
кии, хорошо визуализирующих как замкнутые тер-
мики — «пузыри», — так и незамкнутые структуры
конвекции.

В случае горячей подстилающей поверхности
замкнутые структуры характерны для слабых вет-

(а) (б) (в)

Рис. 2. Температура и ветер на высоте 2 м, атмосферное давление на уровне моря — для 12 (а), 12:30 (б), 13 (в)
UTC; над районом измерений, вид сверху. Точка измерений в Калмыкии располагается в центре области,
координаты 45.42◦ с.ш. 46.47◦ в.д. Модифицированная модель WRF, 23 июля 2021 г. Шаг сетки 60 м
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(а) (б) (в)

Рис. 3. Распределение вертикальной скорости по высоте в нижнем слое АПС — для 12 (а), 12:30 (б), 13 (в) UTC;
над районом измерений, вид сбоку, сечение по долготе точки измерений. Координаты точки измерений в
Калмыкии 45.42◦ с.ш. 46.47◦ в.д. Модифицированная модель WRF, 23 июля 2021 г. Шаг сетки 60 м

ровых условий. Во всех выбранных случаях кон-
векция была хорошо развита. При сильном ветре
замкнутые структуры термиков исчезали и наблю-
далась проникающая конвекция. Этот вывод хо-
рошо визуализируется на рисунке вертикальной
скорости вблизи района измерений (см. рис. 2, 3).

Эмпирические параметры распределения Рэ-
лея для конвективных структур могут быть реа-
лизованы в параметризациях атмосферных моде-
лей, позволяя увеличить точность прогнозирова-
ния условий зарождения и пути распространения
таких структур и, собственно, понимания процес-
сов в так называемой «серой зоне» численного мо-
делирования.

Приносим благодарность М.А. Каллистрато-
вой, Р.Д. Кузнецову, В.Ф. Крамару, В.С. Люлюкину и
Д.Д. Кузнецову за вклад в подготовку и проведение
экспериментов по акустическому зондированию;

и М.В. Курганскому за полезные советы и интерес
к работе.
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В турбулентном течении стратифицированной
жидкости со сдвигом скорости вертикальныйпоток
массы Q обычно представляют в виде:

Q = K(dρ/dz), (1)

где K — коэффициент вертикального турбулент-
ного обмена, который не является константой, а
зависит от числа Ричардсона. Поскольку стратифи-
кация подавляет турбулентность можно допустить,
что K есть убывающая степенная функция Ri:

K ∼ CRi − n, где n > 0. (2)

Если n > 1, то из (1)–(2), следует, что потокмассыQ
является убывающей функцией градиента плотно-
сти dρ/dz.

Это означает, что если где-то в потоке гради-
ент плотности локально увеличился, то поток мас-
сы через эту область — уменьшился, из-за чего гра-
диент вырос еще больше.

Данная ситуация неустойчива: малое отклоне-
ние от равновесия приводит к дальнейшему росту

1Работа выполнена по теме госзадания FMWE-2021-0002.
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отклонения. Поток стремится разбиться на одно-
родные слои, разделенные ступеньками с большим
градиентом плотности, где обмен затруднен [1,2].

При n < 1 неустойчивость отсутствует, локаль-
ные неоднородности градиента рассасываются, так
как поток массы Q является возрастающей функ-
цией dρ/dz.

Для экспериментальной проверки данной мо-
дели были проведены опыты с однородным по
вертикали перемешиванием колеблющимися вер-
тикальными стержнями изначально линейного
вертикального градиента солености: (∂S/∂z)0, ко-
торый изменялся по величине от опыта к опы-
ту. Микродатчиком электропроводности измеря-
лись профили солености S(z) и, по изменению со-
лености в приповерхностном слое со временем,
рассчитывался средний по вертикали поток со-
ли Qs, который рассматривался в зависимости
от числа Ричардсона, Ri = (g/ρ)(∂ρ/∂z)d2/u2,
где ∂ρ/∂z = β∂S/∂z — текущий градиент плотно-
сти по вертикали, (g/ρ)d2/u2 = const, g — ускоре-
ние свободного падения, ρ— плотность воды, β—
коэффициент соленостного сжатия, d — диаметр
стержней, u — их скорость, средняя по периоду ко-
лебания (Рис. 1).

В опытах с тонкоструктурным ступенчатым
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Рис. 1. Профили солености: начальный (квазилинейный), два последующих — ступенчатые и квазилинейный — на
завершающей стадии опыта

Рис. 2. Зависимость логарифма потока массы от логарифма градиента плотности (переменная составляющая числа Ri)
с аппроксимирующими линиями, характеризующими различные этапы эволюции тонкой структуры. k = n − 1—
коэффициент аппроксимирующей прямой

расслоением водной среды (наблюдавшемся при
большом начальном градиенте солености) обнару-
жен различный характер поведения вертикального
потока солености (массы) в зависимости от теку-
щего значения числа Ричардсона — вертикального
градиента плотности (солености).

На Рис. 2 приведены экспериментальные точ-
ки и аппроксимирующие линии зависимости лога-
рифма потока солености от логарифма градиента
плотности для этапов образования, эволюции и
разрушения тонкой структуры: первый этап — об-
разование устойчивых во времени слоев — поток
растет с уменьшением градиента; второй этап —
слои разрушаются при убывании потока с умень-

шением градиента; третий этап — слои разруши-
лись (опять квазилинейная стратификация), поток
практически не зависит от градиента.

Результаты опытов в целом подтвердили ме-
ханизм тонкоструктурного расслоения изначально
линейно стратифицированой водной среды при
однородном по вертикали турбулентном переме-
шивании, предложенный в [1,2].
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Оценки бюджета доступной потенциальной энергии
в черном море при использовании новых схем
аппроксимации уравнений адвекции-диффузии

тепла и соли1

Демышев С.Г., Дымова О.А.

ФГБУН ФИЦ «Морской гидрофизический институт РАН», Севастополь

Введение
Мезомасштабные вихри и течения представля-

ют собой водные динамические объекты, обеспе-
чивающие вертикальный и горизонтальный обмен
импульсом, теплом и веществом в океанах и морях.
В современных условиях численное моделирова-
ние является основным инструментом их анализа
и прогноза. Но несмотря на значительные дости-
жения в этой области точность воспроизведения
мезо- и субмезомасштабных процессов недоста-
точна высока, особенно при длительных расчетных
периодах.Одинизпутейрешения этойпроблемы—
построение численных уравнений гидродинамики
и энергетики океана, обладающих рядом инвари-
антов. В соответствии с современными представле-
ниями наличие законов сохранения в дискретной
задаче обеспечивает правильное описание физи-

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ
№ 23-27-00141.
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ческих процессов и повышает устойчивость раз-
ностной схемы.

Доступная потенциальная энергия (ДПЭ) явля-
ется главным источником энергии мезомасштаб-
ных вихрей [1] в океанах и морях, уравнение бюд-
жета которой описывает роль основных сил в дина-
мике моря. Точность расчета дискретного уравне-
ния для ДПЭ, соответствующего численной поста-
новке, обеспечивает адекватность выводов о фи-
зических механизмах исследуемых процессов. В
работе [2] предложена схема аппроксимации урав-
нения скорости изменения доступной потенциаль-
ной энергии, в точности соответствующая конечно-
разностной постановке. В [3] описаны новые схемы
аппроксимации уравнений адвекции-диффузии
тепла и соли, обеспечивающая сохранение тем-
пературы и солености в любой конечной степени.
В настоящей работе выполнен расчет уравнения
бюджета доступной потенциальной энергии с це-
лью проанализировать пространственную структу-
ру основных энергетических потоков и провести
сопоставление с результатами предыдущих рас-
четов, использующих традиционную аппроксима-
цию уравнений адвекции-диффузии тепла и соли.
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Материалы и методы
Анализ энергетики проведен на примере мо-

делирования циркуляции Черного моря в 2016 г.
Численные эксперименты выполнены на основе
вихреразрешающей модели Морского гидрофизи-
ческого института c разрешением 1,6 км. В модели
учитывалось реалистичное атмосферное воздей-
ствие по данным реанализа ERA5, климатический
сток и водообмен через проливы, проводилась ас-

симиляция спутниковых данных о температуре по-
верхностиморя.Приидентичныхнастройкахмоде-
ли проведено для эксперимента по реконструкции
циркуляции и расчету бюджета энергии c исполь-
зованием традиционной

Ti+1/2,j,k) = Ti+1/2,j,k
x, Si+1/2,j,k = Si+1/2,j,k

x (1)

и уточненной

Si+1/2,j,k = 4
5

S4
i+1,j,k + S3

i+1,j,kSi,j,k + S2
i+1,j,kS2

i,j,k + Si+1,j,kS3
i,j,k + S4

i,j,k

S3
i+1,j,k + S2

i+1,j,kSi,j,k + Si+1,j,kS2
i,j,k + S3

i,j,k
,

Ti+1/2,j,k = 4
5

T2
i+1,j,k + Ti+1,j,kTi,j,k + T2

i,j,k)
Ti+1,j,k + Ti,j,k

(2)

записи разностных операторов в уравнениях
адвекции-диффузии тепла T и соли S. Формулы
(1) и (2) приведены для координаты x (для y, z ана-
логично). Разница между экспериментами состоит
в том, что в эксперименте (1) сохранялись T, S и
T2, S2; в эксперименте (2) — T, S и T3, S5.

Валидация результатов моделирования выпол-
нена на основе контактных измерений темпера-
туры и солености буями-профилемерами ARGO
и в рейсах НИС «Профессор Водяницкий» в 2016
г. Оценки точности модельных термоалинных ха-
рактеристик показали, что схемы аппроксимации
уравнений адвекции-диффузии тепла и соли, обес-
печивающие сохранение прогностических пара-
метров в степени больше двух, улучшают точность
воспроизведения солености Черного моря в верх-
нем 100-м слое в течение всего года, толщины верх-
него перемешанного слоя в зимний период и глу-
бины залегания верхней границы слоя скачка тем-

пературы летом в центральной части моря.

Результаты
По результатам двух экспериментов рассчита-

ны ДПЭ и составляющие ее бюджета: работа силы
плавучести (WRG), адвекция (ADV), вертикальная
(DIFV) и горизонтальная (DIFH) диффузия АРЕ в
2016 г. Для всего периода интегрирования сред-
няя по объему ДПЭ в эксперименте 2 превышает
примерно в 1,5 раза значения эксперимента 1. Ана-
лиз изменения со временем компонентов бюджета
ДПЭ показал, что в летний сезон увеличение ДПЭ
связано с уменьшением потерь энергии за счет го-
ризонтальной диффузии, а зимой — вследствие
уменьшения интегрального вклада работы силы
плавучести и потерь за счет адвекции ДПЭ.

Пространственный анализ диффузионной
компоненты бюджета энергии летом показал, что
в эксперименте 2 (Рис. 1б) наблюдается ослабление

(а) (б)

Рис. 1. Пространственное распределение проинтегрированной по вертикали компоненты DIFH по результатам
экспериментов 1 (а) и 2 (б) 15 июня 2016 г.
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(а) (б)

Рис. 2. Пространственное распределение проинтегрированных по вертикали компонент WRG и ADV по результатам
экспериментов 1 (а) и 2 (б) 15 декабря 2016 г.

горизонтальной диффузии в прибрежной зоне
на Северо-западном шельфе (СЗШ) и в глубоко-
водной части моря. При этом пространственное
распределение термохалинных характеристик
свидетельствует об уменьшении горизонтальных
градиентов T и S на СЗШ, а следовательно, и
об уменьшении вклада горизонтальной диффу-
зии в бюджет энергии. Ослабление диффузии
в центральной части связано с более однород-
ным пространственным распределением поля
плотности в глубинных слоях.

Пространственный анализ проинтегрирован-
ных по вертикали компонентов бюджета ДПЭ зи-
мой показал, что наибольшие отличия между экс-
периментами наблюдаются в центральной части и
над свалом глубин. По данным эксперимента 2 в
западной части моря усиливается преобразование
кинетической энергии в потенциальную (WRG <0),
а зоны отрицательных и экстремальных значений
адвекции ДПЭ увеличиваются (Рис. 2б).

Для летнего и зимнего периодов также полу-
чена разница в изменении по глубине запаса ДПЭ
для двух экспериментов. Так летом, в верхнем 40-
метровом слое средняя ДПЭ выше в эксперимен-
те 1, а начиная с глубин 50 м — в эксперименте
2, достигая максимума на глубине 700 м. Анализ
изменения по глубине средней на горизонтах ДПЭ
зимой показал, что в отличие от летнего сезона

энергия в эксперименте 1 выше, чем в 2 в слое 50-
100 м. На глубоководных горизонтах изменчивость
ДПЭ аналогична летнему периоду с увеличением
разницы между результатами экспериментов по-
чти в 2 раза.

Обсуждение

Основная причина отличий в результатах рас-
четов ДПЭ и ее бюджета — это разница в полях
плотности морской воды. Сравнительный анализ
пространственного распределения полей ДПЭ и
аномалии плотности летом показал, что в верх-
нем слое ДПЭ меньше в эксперименте 2 вследствие
уменьшения величины модуля аномалии плотно-
сти на СЗШ. Для зимнего сезона получено, что в
эксперименте 2 в западной части моря обширные
области повышенных значений ДПЭ соответству-
ют антициклоническим вихревым образованиям
с отрицательными аномалиями плотности. На го-
ризонтах ниже 100 м в течение всего года увеличе-
ние ДПЭ связано с ростом аномалий плотности на
периферии бассейна вследствие интенсификации
мезомасштабных антициклонов.

Валидация результатов моделирования пока-
зала, что использование схем аппроксимации, со-
храняющих температуру и соленость в степени
больше двух, позволяет уточнить поле плотности
в верхнем слое Черного моря, а следовательно, и
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более точно рассчитать энергетические компонен-
ты системы. В энергетическом аспекте обеспече-
ние высокой степени инвариантности дискретных
уравнений адвекции-диффузии тепла и соли при-
водит к уменьшению диссипации доступной по-
тенциальной энергии. Результаты работы важны
для анализа механизмов эволюции мезомасштаб-
ных вихрей на основе оценки энергетических вкла-
дов таких физических процессов как диссипация,
неустойчивость, работа сил плавучести и давления.
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Лабораторное исследование влияния подводного
хребта на перемещение антициклонических вихрей
над наклонным дном во вращающейся жидкости под

действием топографического бета-эффекта1

Елкин Д.Н., Зацепин А.Г.

Институт океанологии им. П.П. Ширшова РАН, Москва

При наблюдениях за эволюцией «Севастополь-
ского» антициклонического вихря в Черном мо-
ре, перемещающимся вдоль изобат над континен-
тальным склоном в юго–западном направлении
было обнаружено, что движение вихря замедля-
ется в области подводного хребта, образованного
локальным поднятием батиметрии между двумя
каньонами — палеоруслом Дуная и палеоруслом
Западного Днепра. В связи с этим была поставле-
на задача лабораторного экспериментального ис-
следования влияния подводного хребта располо-
женного на наклонном дне и направленного вдоль
склона на антициклонические вихри, перемеща-
ющиеся вдоль изобат за счет топографического
бета-эффекта [1,2].

Эксперимент производился в цилиндриче-
ском бассейне сделанном из оргстекла и разме-
щенном в центре вращающейся против часовой

1Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 21-77-
10052 и в рамках темы госзадания FMWE-2021-0002.
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стрелки, платформе, в который был вставлен впи-
санный конус вершиной вверх (Рис. 1). Угол между
образующей конуса и горизонталью составлял 15◦.
Бассейн заполнялся однородной по плотности во-
дой, пресной, или с определенной соленостью, не
более 4 %. Уровень слоя жидкости в бассейне был
таков, что вершина конуса находилась под поверх-
ностью воды. Антициклонические вихри создава-
лись с помощью локального источника постоянно-
го расхода воды той же плотности (солености), что
в бассейне — баротропные вихри, или, меньшей
плотности (солености) — бароклинные вихри. Этот
источник представлял собой вертикальную трубку,
конец которой располагался на поверхности водно-
го слоя на расстоянии половины радиуса бассейна
от его центра. Он снабжался водой из закреплен-
ной на стойке платформы объемной бюретки, за-
полненной пресной водой, подкрашенной красите-
лем в ярко синий цвет. Половина опытов проводи-
лась над гладкимконусом, а другая половина—при
наличии хребта, закрепленного на поверхности ко-
нуса вдоль его образующей. Хребет представлял
собой правильную треугольную призму. Он рас-
полагался на расстоянии от источника, приблизи-
тельно равном радиусу бассейна в антициклони-
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 — цик-
лонически вращающаяся платформа; 2 — ци-
линдрический бассейн из оргстекла; 3 — усе-
ченный конус; 4 — барьер; 5 — объемная бю-
ретка с краном; 6 — трубка; 7 — видеокамера
сверху; 8 — видеокамера сбоку; 9 — вытекаю-
щая из источника вода и образующиеся под
ним антициклонические вихри

ческом направлении и его высота по отношению
к общей глубине слоя воды в области распростра-
нения вихрей составляла 0.1—0.2. Таким образом,
хребет представлял собой небольшое препятствие,
приблизительно подобное своему черноморскому
аналогу. Для видеозаписи эксперимента сверху, на
платформе располагалась верхняя видеокамера, а
для видеозаписи сбоку — боковая видеокамера.

Когда вода в бассейне раскручивалась до со-
стояния твердотельного вращения, включались ви-
деокамеры, и источник, через который пресная
вода с квазипостояннымрасходомпоступала на по-
верхность воды. Вследствие этого под источником
образовывались антициклонические вихри, кото-
рые в баротропном случае достигали дна, а в ба-
роклинном заканчивались на некоторой глубине,
образуя антициклоническую приповерхностную
плотностную линзу. В этом случае, из-за закона со-
хранения потенциального вихря, под линзой фор-
мировалась антициклоническая вихревая колон-
ка, достигавшая дна. Вследствие топографического
бета-эффекта баротропные и бароклинные вихри,
образующиеся под источником перемещались над
конусом в «западном» — антициклоническом на-
правлении. По поверхности водного слоя рассыпа-
лись мелкие бумажные пелетки, видеосъемка кото-
рых позволяла определить скорость орбитального
вращения воды в вихрях.

После каждого опыта, на основе обработки
данных видеосъемки, определялись следующие па-
раметры вихревого течения: трансляционная ско-
рость распространения вихрей от источника в ан-

тициклоническом направлении; максимальная ор-
битальная скорость вращения воды в вихрях; ради-
ус вихрей (по расстоянию от центра вихря до орби-
ты максимальной скорости) и выявлялось влияние
хребта на параметры вихревого течения.

На Рис. 2 а)—г) и 2 д)–з) представлены кадры
видеосъемки распространения вихревого течения
в антициклоническом направлении над конусом
без хребта и с хребтом, соответственно. Хребет
сильно замедляет распространение вихревого те-
чения и способствует ослаблениюиндивидуальных
вихрей. Расчеты показали, что при пересечении
хребта азимутальная скорость вихревого течения
уменьшается в два раза и более. Наиболее сильное
замедление течения происходит в случае баротроп-
ных вихревых колонок. Плотностная стратифика-
ция несколько ослабляет действие топографиче-
ского бета-эффекта, но не подавляет его полно-

 

а) б) 

д) е) 

 

в) г) 

ж) з) 

Рис. 2. Вид сверху. Опыт без хребта: а) 12 лаб. сут.;
б) 18 лаб. сут.; в) 42 лаб. сут.; г) 66 лаб. сут.
Опыт с хребтом: д) 12 лаб. сут.; е) 18 лаб. сут.;
ж) 42 лаб. сут.; з) 66 лаб. сут. Соленость воды в
бассейне S = 1 %
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Рис. 3. Схема прохождения антициклонического вих-
ря над хребтом (пояснение в тексте)

стью. Хребет уменьшает глубину проникновения
бароклинного вихревого течения и уменьшает ве-
личину орбитальной скорости вихрей.

Схема прохождения антициклонического вих-
ря над хребтом показана на Рис. 3. Рис. 3 а) отоб-
ражает момент времени, когда вихрь (обозначен
буквой «А») подходит вплотную к хребту. Стремясь
перемещаться вдоль изобаты, заползая на хребет,
антициклонический вихрь смещается вниз по скло-
ну. При этом выше него образуется циклонический
вихрь (обозначен буквой «С») меньшего диаметра
(Рис. 3 б)). Данная вихревая пара имеет тенденцию
к перемещению в циклоническом направлении,
поэтому перемещение антициклона в антицикло-
ническом направлении замедляется. Поскольку ан-
тициклон является более крупным и мощным вих-

рем, по сравнению с циклоном, он «прокручива-
ет» последний вокруг себя (Рис. 3 в)). В конце кон-
цов, оба вихря пересекают хребет (Рис. 3 г)). Вско-
ре после этого циклон диссипирует, а антициклон
в ослабленном виде продолжает перемещаться в
антициклоническом направлении за счет топогра-
фического бета-эффекта.

В целом, результаты эксперимента подтверди-
ли натурные наблюдения, а также результаты чис-
ленного моделирования [3] свидетельствующие о
влиянии вдольсклонового подводного хребта, рас-
положенного в западной части Черного моря на
процесс распространения и орбитальную скорость
«Севастопольского» антициклонического вихря.
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Экспериментальное исследование затухания волн на
поверхности воды, покрытой пластиковой пленкой, с

использованием радиолокационных методов1
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Введение
Как известно, поступление пластикового му-

сора (ПМ) в океан в последние десятилетия достиг-
ло угрожающего масштаба, представляя серьез-
ную экологическую угрозу морским экосистемам.
В этой связи проблема дистанционной, в частно-
сти, спутниковой диагностики ПМ в океане приоб-
рела исключительную важность и широко обсуж-
дается в литературе. В решении данной пробле-
мы важная роль отводится радиолокационным (РЛ)
системам, прежде всего микроволновым радиоло-
каторам с синтезированной апертурой. Рассеяние
микроволнового излучения определяется харак-

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 23-17-00167, https://rscf.ru/project/23-17-00167/.
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теристиками мелкомасштабных гравитационно-
капиллярных волн (ГКВ) на водной поверхности,
в частности, их нелинейностью, поэтому важным
является анализ гидродинамических эффектов из-
менчивости характеристик ГКВ в присутствии пла-
вающих в приповерхностном слое воды пластико-
вых предметов. В настоящее время публикаций,
относящихся как к гидродинамической, так и ра-
диофизической частям проблемы довольно мало.
Можно упомянуть, например, лабораторные и тео-
ретические исследования затухания волн на воде
с упругими пластинами [1] в приложении в про-
блеме плавающих на поверхности моря волнога-
сителей, а также близкие в определенной степени
задачи о затухания волн на макроводорослях [2] и
фрагментированном льду [3,4]. Что касается радио-
физического аспекта, то, насколько нам известно,
имеются пока лишь отдельные качественные на-
блюдения изменения интенсивности РЛ сигнала в
скоплениях ПМ.

Настоящая работа посвящена описанию ре-
зультатов первых натурных экспериментов с «ис-
кусственным ПМ», а также лабораторных экспери-
ментов по моделированию затухания ГКВ на пла-
стиковых пленках.
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(а) (б)

Рис. 1. (а) Cпектрограмма РЛ сигнала при прохождении пленки «против ветра», интенсивность РЛ сигнала за под-
ветрой стороной пленки (левая часть) меньше, чем перед наветренной (правая часть), центральная часть —
рассеяние на пленке; (б) пектры ускорений в поле ветровых волн до и после прохождения пленки

Натурные эксперименты
В ходе натурных экспериментов исследова-

лись особенности изменчивости характеристик ра-
диолокационных сигналов в присутствии полиэти-
леновой пленки на водной поверхности. Наблюде-
ния проводились на Горьковском водохранилище
с маломерного судна с использованием микровол-
нового скаттерометра, зондирование проводилось
при средних углах падения радиоволн перпенди-
кулярно, либо под углом к скорости ветра. В ка-
честве имитатора ПМ использованлась упаковоч-
ная «пузырчатая» пленка, как неподвижная (заяко-
ренная), так и свободно дрейфующая в поле ветра
и волнения. Исследовалась изменчивость допле-
ровских спектров радиолокационных сигналов Ка-
диапазона при движении локатора параллельно
пленке. Наряду с усилением РЛ рассеяния непо-
средственно в области пленки, обнаружен эффект
ослабления интенсивности РЛ сигнала в подветрен-
ной области за пленкой (Рис. 1(а)). С использовани-
ем установленных на пленке миниатюрных акселе-
рометров зарегистрировано ослабление ветровых
волн при прохождении области, занятой пленкой
(Рис. 1(б)), что объясняет эффект «РЛ тени» от плен-
ки.

Лабораторные эксперименты
Лабораторное моделирование влияния ПМ на

ГКВ проводилось в овальном ветроволновом бас-
сейне ИПФ РАН, в котором механически возбуж-
дались поверхностные волны с различной крутиз-
ной и с длинами порядка 10 − 20 см. В качестве

имитаторов ПМ использовались полиэтиленовые
пленки различной толщиныи структуры, в томчис-
ле, тонкая (20 мкм) стрейч–пленка, толстая плен-
кой (толщина200мкм)и упаковочная «пузырчатая»
пленка толщиной около 4 мм. Измерения ампли-
туд волн выполнялись струнными волнографами.
РЛ зондирование ГКВ проводилось с использова-
нием скаттерометра Ка-диапазона, работающего
на вертикальной и горизонтальной поляризациях,
угол падения микроволн составлял 55 град.

В ходе экспериментов показано, что ГКВ зату-
хают при прохождении области, занятой пласти-
ковой пленкой (рис. 2), коэффициент затухания
растет с ростом толщины пленки.

Рис. 2. Относительная амплитуда ГКВ ( частоты 3.5 Гц
и 4.5 Гц) в зависимости от длины пластиковой
пленки
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Фазовая скорость ГКВ в присутствии пленки
увеличивается по сравнению с чистой поверхно-
стью воды, оценка скорости с учетом упругости
и толщины пленки согласуется с экспериментом.
Получено, что паразитная капиллярная рябь и
buldge-структуры, которые возникают на профиле
ГКВ большой крутизны и которые являются основ-
ной причиной рассеяния излучения Ка-диапазоне
(см. [5]), существенно подавляются пленками, при
этом соответственно уменьшается и интенсив-
ность РЛ сигнала. РЛ рассеяние в присутствии плен-
ки становится более неполяризованным по срав-
нению с рассеянием от ГКВ на чистой воде.
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Волнообразные структуры в устойчиво
стратифицированном атмосферном пограничном слое
по данным наземного дистанционного зондирования1

Зайцева Д.В., Люлюкин В.С., Кузнецов Д.Д., Вазаева Н.В.
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Волнообразные движения с периодами от де-
сятка секунд до нескольких десятков минут регу-
лярно регистрируются в устойчиво стратифициро-
ванном атмосферном пограничном слое (УАПС).
В частности, колебания расположения турбулизи-
рованных слоёв наблюдаются в поле эхо-сигналов
наземных дистанционных средств зондирования
атмосферы, например, [1,2]. Такие колебания обыч-
но интерпретируются как проявление внутренних
гравитационных волн (ВГВ), захваченных в УАПС.
Волнообразные движения могут оказывать значи-
тельное влияние на структуру и динамику УАПС,
например, [3]. В последние два десятилетия, в свя-
зи с проблемами краткосрочного локального про-
гноза высокого разрешения, интерес к исследо-
ваниям взаимодействия волн и турбулентности в
УАПС усилился.

В работе былииспользованыданныемноголет-

1Исследования выполнены при поддержке гранта Президен-
та Российской Федерации для молодых учёных-кандидатов на-
ук (проект№МК-5516.2022.1.5)
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них измерений, проводимых в пригородной мест-
ности на Звенигородской научной станции Инсти-
тута физики атмосферы РАН. Доплеровский аку-
стический локатор (содар) серии ЛАТАН-3 [4] из-
мерял вертикальные профили интенсивности эхо-
сигнала, пропорционального структурной характе-
ристики температуры, а такжепрофили компонент
скорости ветра. Для регистрации ВГВ проводился
визуальный анализ высотно-временных развёрток
содарного эхо-сигнала (эхограмм). По вертикаль-
ной структуре эпизодыволновой активности разде-
лялись на два класса— внутрениие гравитационно-
сдвиговые волны (Рис. 1, а) и волны плавучести
(Рис. 1, б).
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(а)

(б)

Рис. 1. Примеры регистрации на содарных эхограммах (а) цуга внутренних гравитационно-сдвиговых волн в фор-
ме наклонных полос; (б) цуга волн плавучести в форме колебания высоты расположения приподнятого
инверсионного слоя
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О прибрежных апвеллингах и даунвеллингах,
обусловленных вихревой динамикой вод в
северо-восточной части Черного моря1

Зацепин А.Г., Подымов О.И.

Институт океанологии им. П.П. Ширшова РАН, Москва

Физическую природу апвеллингов в Мировом
океане обычно связывают с ветровым воздействи-
ем, экмановским переносом поверхностных вод от
берега и компенсирующим восходящим движени-
ем глубинных вод [1–4]. В прибрежной зоне Черно-
го моря ветер также считается основной причиной
прибрежных апвеллингов [5]. Однако направление
и интенсивность вдольбереговых геострофических
течений в верхнем слое океана также играют важ-
ную роль в формировании апвеллингов и даунвел-
лингов, причем такие течения зачастую не имеют
прямой связи с ветром [6,7].

Для Черного моря характерна циклоническая
циркуляция, которая влияет на весь бассейн и вы-
зывает подъем вод в его центральной части и их
опускание на периферии. Основным структурным
элементом этой циркуляции является Основное
черноморское течение (ОЧТ) — кольцевое баро-
клинное течение с максимальной скоростью вбли-
зи поверхности моря. Стрежень ОЧТ в среднем рас-

1Работа выполнена по теме госзадания FMWE-2021-0002 и
при поддержке гранта РНФ№23-17-00056.
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положен возле подножия черноморского конти-
нентального склона, примерно в 20–30 км от бере-
га в северо-восточной части моря, где шельф и ма-
териковый склон— узкие. Скорость ОЧТ, в среднем
составляющая 0,15-0,25 м/c, но иногда превышаю-
щая 1 м/c, быстро уменьшается с глубиной, убывая
в несколько раз в области перманентного пикно-
халоклина (далее — пикноклин), который располо-
жен в диапазоне глубин 50–200 м. Вертикальный
турбулентный перенос в этом слое сильно подав-
лен. Из-за этого вертикальный поток растворенно-
го кислорода оказывается недостаточным для того,
чтобы эффективно окислить органическое веще-
ство и, начиная с нижней части пикноклина и до
дна моря, располагается бескислородная зона, зо-
на сероводородного заражения вод. Следует отме-
тить, что динамика вод активно влияет на процес-
сы вертикального перемешивания и вентиляцию
вод пикноклина, а также на положение границы
между кислородосодержащими и бескислородны-
ми водами.

В северо-восточной части моря, где шельфово-
склоновая зона — узкая, из-за меандрирования
ОЧТ его стрежень, то приближается к берегу (в цик-
лоническом меандре), то отдаляется от него (в ан-
тициклоническом меандре). Вследствие этого те-
чение в прибрежной зоне демонстрирует преиму-
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Рис. 1. Череда циклонических (С) и антициклонических (АС) меандров ОЧТ и вихрей в северо-восточной части
Черного моря. Красными стрелками показаны знакопеременные вдольбереговые течения на шельфе и
верхнейчасти континентального склона. Спутниковый снимок, Ландсат-8, 15 апреля 2015 г. (предоставлен С.В.
Станичным, ФИЦ МГИ РАН)

щественно бимодальное поведение. Циклониче-
ский меандр вызывает усиление северо-западного
течения. Антициклонический — создает антицик-
лонический вихрь и изменяет направление вдоль-
берегового течения на юго-восточное. Вследствие
геострофического приспособления поля плотности
к полю течения, при этом должна изменяться глу-
бина залегания изопикн в пикноклине и изотерм
в сезонном термоклине (далее — термоклин).

На основе анализа данных долговременных
совместных измерений вертикальных распреде-
лений температуры, плотности и скорости тече-
ния на акватории полигона «Геленджик» показа-
но, что квазипериодические подъемы и опускания
изопикн и изотерм на шельфе и верхней части кон-
тинентального склона на синоптическом времен-
ном масштабе (5-15 суток), действительно, связа-
ны с изменениями направления и силы вдольбере-
гового течения и геострофическим приспособле-
нием поля плотности к полю скорости [8,9]. Цик-

лонические и антициклонические меандры ОЧТ
(Рис. 1) медленно перемещаются вдоль берега с
юго-востока на северо-запад. Вследствие этого, в
точке наблюдения на шельфе или, в верхней части
континентального склона, возникает квазипери-
одическое изменение направления вдольберего-
вого течения с северо-западного (циклонический
меандр ОЧТ) на юго-восточное (антициклониче-
ский меандр ОЧТ, или антициклонический мезо-
масштабный вихрь). Полный период смены зна-
ка течения в среднем составляет около 10 суток.
На фазе северо-западного течения пикноклин и
термоклин опускаются (фаза даунвеллинга), что
приводит к увеличению их толщины и толщины
верхнего квазиоднородного слоя (ВКС). На фазе
юго-восточного течения пикноклин и термоклин
поднимаются (фаза апвеллинга) и сжимаются по
вертикали, уменьшается также толщина ВКС.

Установлены статистически значимые линей-
ные зависимости вертикальных смещений изо-
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пикн и изотерм от скорости вдольберегового тече-
ния, позволяющие оценивать величину «геостро-
фического» апвеллинга или даунвеллинга по дан-
ным измерений профиля скорости течения в верх-
ней части континентального склона, на внешнем
и внутреннем шельфе. Оценены значения ампли-
туды колебаний изопикн в пикноклине и изотерм
в термоклине, показана их квазисинфазность. При
этом отмечено, что геострофический апвеллинг,
как правило, бывает неполным, т.е. слой скачка
температуры и термоклин не выходят на поверх-
ность моря.

Тем не менее, важным следствием геострофи-
ческого апвеллинга является приближение сезон-
ного термоклина к поверхности моря, благодаря
чему интенсивное воздействие ветра любого на-
правления вызывает значительное турбулентное
вовлечение термоклинных вод в ВКС, способствует
его охлаждению и обогащению биогенными эле-
ментами. Результатом этого может быть повышен-
ная первичная продуктивность: совпадение силь-
ного ветра и геострофического апвеллинга должно
оказывать синергетическое воздействие на пер-
вичную продуктивность вод прибрежной экосисте-
мы.

Вертикальные колебания изопикн, вызванные
геострофическими апвеллингами и даунвеллинга-
ми, приводят квазипериодическим изменениям
положения нижней границы кислородной зоны и
верхней границы сероводородной зоны, которые

могут оказывать влияние на структуру биологиче-
ских сообществ и глубину распространения бенто-
са на черноморском шельфе.
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Об учете влияния стратификации жидкости при
моделировании движения подводного глайдера

дискообразной формы
Коваль К.А., Сухоруков А.Л.

АО «ЦКБ МТ „Рубин“», Санкт-Петербург

Введение
В рамках работы рассматривается движение

подводного глайдера дискообразной формы в стра-
тифицированнойжидкости, состоящей из двух сло-
ев, обладающих различной плотностью. Для уче-
та изменения гидродинамических характеристик
(ГДХ) глайдера при движении вблизи скачка плот-
ности предложенметод совместного решения урав-
нений динамики вязкой жидкости и уравнений
движения подводного аппарата. Применение дан-
ного подхода позволит более точно прогнозиро-
вать параметры движения глайдеров в реальных
акваториях.

Подводный глайдер дискообразной
формы

Внастоящее время количество иноменклатура
задач, выполняемых с помощью подводных робо-
тотехнических средств, неуклонно возрастает. В
некоторых ситуациях целесообразно использова-
ние такого класса аппаратов, как подводные глай-
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деры, отличающиеся малошумностью и высокой
энергетической эффективностью.

На Рис. 1 показан один из возможных вариан-
тов конструктивного исполнения глайдера — аппа-
рат дискообразной формы, разработанный япон-
скими специалистами [1]. Его преимуществом яв-
ляется «всенаправленность» — возможность оди-
наково маневрировать в любом направлении. Си-
стема управления плавучестью, благодаря кото-
рой глайдер способен осуществлять перемещения
в пространстве, состоит из четырех гидроцилин-
дров, способных принимать или удалять заборт-
ную воду.

Учет стратификации жидкости
при моделировании движения

Реальные акватории характеризуются значи-
тельной пространственной неоднородностью гид-
рофизических полей. Одним из наиболее простых
для рассмотрения типов стратификации является
резкий скачок плотности:

ρw(y) =
{
ρ1, y > y∆ρ;
ρ1 + ∆ρ, y ⩽ y∆ρ;

(1)

где ρw —плотность жидкости; ρ1 —плотность верх-
него слоя; ∆ρ— значение скачка плотности; y∆ρ —
координата скачка плотности.
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Рис. 1. Глайдер дискообразной формы

При изменении плотности жидкости изменя-
ются действующие на аппарат выталкивающая и
гидродинамическая силы, восстанавливающий мо-
мент, связанный с остойчивостью, а также избы-
точная плавучесть, создаваемая при помощи гид-
роцилиндров. С учетом данных поправок можно
модифицировать математическую модель движе-
ния глайдера [2] для случая стратифицированной
жидкости. На основе данной модели были опреде-
лены параметры движения глайдера при его погру-
жении с пересечением скачка плотности. Анализ
траекторий, полученных при различных значени-
ях ∆ρ и показанных на Рис. 2, позволяет сделать
вывод, что скачок плотности оказывает заметное
влияние на динамику аппарата, вплоть до невоз-
можности преодолеть пикноклин с использовани-
ем штатных средств управления плавучестью.

Сопряженный подход
при моделировании движения

При использовании классического подхода
к моделированию движения подводного объекта
предполагается, что ГДХ объекта постоянны. Од-
нако, при взаимодействии подводного аппарата с

пикноклином гидродинамические реакции сильно
зависят не только от угла атаки, но и от других па-
раметров, характеризующих положение глайдера
относительно скачка плотности [3]. Одним из спо-
собов учета влияния стратификации на ГДХ может
быть совместное решение уравнений динамики
вязкой жидкости и уравнений движения аппара-
та. Суть метода заключается в том, что на каждом
временном шаге в гидродинамическом решателе
вычисляются силы и моменты, действующие на
объект со стороны жидкости, затем на основе этих
данных решаются уравнения движения глайдера и
определяются перемещения для следующего вре-
менного шага. Таким образом, перемещения объ-
екта и воздействия на него со стороны потока вза-
имосвязаны.

В качестве валидационной задачи для под-
тверждения адекватности метода рассматривалось
всплытие дискообразного глайдера в однородной
жидкости. На Рис. 3 показано изменение поло-
жения глайдера в процессе расчета. Сопоставле-
ние параметров движения, полученных с помощью
классического и предложенного метода показано
на Рис. 4.

Рис. 2. Траектории при ∆ρ = 3 кг/м3 (слева) и ∆ρ = 5 кг/м3 (справа)
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Рис. 3. Изменение положения глайдера в процессе численного расчета с применением сопряженного подхода

Рис. 4. Изменение положения глайдера в процессе численного расчета с применением сопряженного подхода

После подтверждения адекватности сопряжен-
ного подхода он был применен для моделирования
погружения глайдера в стратифицированной сре-
де. Задание слоев жидкости различной плотности
внутри расчетной области осуществлялось при по-
мощи метода Volume–of–Fluid (VoF). На Рис. 5 по-
казано пересечение глайдером скачка плотности.
Параметры движения, полученные при моделиро-
вании на основе классического и сопряженного
подходов, показаны на Рис. 6. Видно, что в про-
цессе приближения к скачку плотности и при его

пересечении проявляется различие между резуль-
татами. Это свидетельствует о влиянии изменения
ГДХ при взаимодействии подводного аппарата с
пикноклином.

Заключение
В результате выполнения работы была предло-

жена модификация математической модели дви-
жения подводного аппарата, позволяющая учиты-
вать влияние стратификации жидкости. Разрабо-
тан метод совместного численного интегрирова-

Рис. 5. Пересечение глайдером пикноклина
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Рис. 6. Параметры движения глайдера (скорость и дифферент) при погружении с пересечением скачка плотности

ния уравнений гидродинамики и уравнений дви-
жения подводного аппарата. Использование пред-
ложенных подходов позволит значительно улуч-
шить качество моделирования движения глайде-
ров с учетом реальной гидрологии, а также раз-
работать системы управления, обеспечивающие
эффективность и безопасность маневрирования.
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Расчет переноса вещества и энергии в невязком
стратифицированном океане и атмосфере1

Лапшина К.Ю.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Введение

Исследование волнового массопереноса в
сплошных средах имеет большое количество при-
кладных и академических приложений. Однако,
до сих пор исследователи не обращали внимание
на перенос вещества связанный с распространени-
ем периодического возмущения границы раздела
двух стратифицированных жидкостей. Дисперси-
онные характеристики периодического волнового
движения на границе раздела в двухслойной си-
стеме невязких стратифицированных жидкостей
были определены в [1]. Методика расчета и выраже-
ния для скорости массопереноса и траекторий дви-
жения материальных частиц в однородных средах
получены в работе [2]. В настоящей работе ставится
задача о расчете переноса вещества и энергии, свя-
занного с возмущением поверхности на границе
раздела двух стратифицированных невязких жид-
костей.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект
19-19-00598-П, «Гидродинамика и энергетика капли и капель-
ных струй: формирование, движение, распад, взаимодействие с
контактной поверхностью», https://rscf.ru/project/19-19-00598/)
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Постановка задачи

Рассмотрим две идеальные стратифицирован-
ные жидкости в декартовой системе координат
Oxz, в которой ось Oz направлена вертикально
вверх против направления действия сил тяжести
g, а осьOx совпадает с равновесным положением
границы раздела z = 0 вдоль которой распростра-
няется периодическое возмущение z = ζ(x, t. Дви-
жение считается независимым от горизонтальной
координаты y. Капиллярные силы на поверхности
раздела характеризуется коэффициентом поверх-
ностного натяжения σ. Будем считать, что нижнее
полупростаранство z < 0 заполняет более плотная
жидкость с плотностью ρw, а верхнееполупростран-
ство занимает жидкость с плотностью ρa < ρw. Бу-
дем считать, что жидкости равномерно стратифи-
цированы по экспоненциальному закону. Здесь и
далее индексами a, w обозначены верхняя и ниж-
няя среды соответственно. Математическая фор-
мулировка задачи состоит из уравнений Эйлера и
неразрывности для обеих сред, также их следует
дополнить граничными условиями на поверхности
раздела:

z >ζ :


ρa = ρ00a exp(−z/Λa)(1 + ρ̃a(x, z, t))
ρa∂tua + ρa(ua · ∇)ua = −∇Pa + ρag

∂tρa + div(ρaua) = 0

(1)

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.123.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.123.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.4.123
mailto:krislapshina03@gmail.com


398 Многофазные системы

z <ζ :


ρw =ρ00w exp(−z/Λw)(1+ρ̃w(x, z, t))
ρw∂tuw+ρw(uw ·∇)uw =−∇Pw+ρwg

∂tρw + div(ρwuw) = 0

(2)

z = ζ :


∂t(z − ζ) + ua · ∇(z − ζ) = 0

∂t(z − ζ) + uw · ∇(z − ζ) = 0

Pw − Pa − σdiv(n) = 0

(3)

n = ∇(z − ζ)
|∇(z − ζ)| = −∂xζex + ez√

1 + (∂xζ)2
,

Здесь ρ00a,w — равновесное значение плотности
сред, Λa,w = |d ln ρa,w/dz|−1 — масштаб страти-
фикации, ρ̃a,w — описывает возмущение плотно-
сти, связанное с волновым движением, u = uxex +
uzez — поле скоростей, Pa,w — давление жидкостей,
n — вектор нормали к границе раздела, направлен-
ный из нижней среды в сторону верхней. В есте-
ственных условиях возмущение плотности мало по
сравнению со средним значением ρ̃a,w ≪ 1. Реше-
ние задачи ищется в виде бегущей волны методом
разложения по малому параметру, пропорциональ-
ному амплитуде волнового движения в приближе-
нии Буссинеска.

Расчет скорости массопереноса
Решение линеаризованной задачи (1)–(3) поз-

воляет записать поле скоростей с точностьюдо пер-
вого порядка в эйлеровом представлении VE =
VE(r, t) для верхней и нижней сред соответствен-
но:

uxa = −Akza exp(−kzaz) cos(kxx − tω),

uza = Akx exp(−kzaz) sin(kxx − tω)
(4)

uxw = Bkzw exp(kzw z) cos(kxx − tω),

uzw = Bkx exp(kzwz) sin(kxx − tω)
(5)

Здесь A, B — амплитуды, kza,w, kx — компоненты
волнового числа, ω— частота волнового движения.

Переход к переменным Лагранжа, для опреде-
ления дрейфовой скорости и описания движения
частиц среды, осуществляется посредством подста-
новки выражений (4)–(5) в следующуюформулу [3]:

VL(r0, t)= VE(r0, t)+

 t∫
0

VE(r0, τ)

∇0

VE(r, t), (6)

где VE(r, t) необходимо взять в точке r = r0 и ин-
декс «0» означает— что действие совершается в на-
чальном положении отслеживаемой материальной
точки. При переходе в лагранжево представление
поле скоростей координаты эйлеровых скоростей
изменяют свой статус — это позволяет получить

скорость жидкой частички, которая в нулевой мо-
мент времени t = 0 находилась в точке простран-
ства r = r0.

При этом для корректного применения форму-
лы (6) необходимо перейти в другую систему коор-
динатO∗x∗z∗, которая движется вместе со средой.
Также частота волнового движения изменяется из-
за необходимости учета эффекта Доплера:(

x∗

y∗

)
=
(

x − Udriftt

y

)
⇒

⇒ kxx −ωt = kx (x∗ + Udt) − Ωt

⇒ Ω = ω− kxUdrift,

(7)

где Udrift — дрейфовая компонента скорости, кото-
рая смещает частицу жидкости с течением време-
ни.

В формуле (6) горизонтальной скорости с точ-
ностью до второго порядка малости определены
как дрейфовые, так и циклические слагаемы скоро-
сти. При подстановке (4)–(5) в (6) слагаемые, име-
ющие периодический характер, являются цикличе-
скими. Дрейфовые компоненты скорости появля-
ются в результате вычисления интегральных сла-
гаемых, путем усреднения их за период мы можем
определить дрейфовую компоненту скорости у обе-
их сред:

Uadrift =
{

A2kxk2
za

exp(−2kzaz)
ω

; 0
}

,

Uwdrift =
{

B2kxk2
zw

exp(2kzwz)
ω

, 0
} (8)

При расчетах траекторий движения индиви-
дуальных жидких частиц необходимо выполнить
еще одно действие. В этом случае формулу пересче-
та (6) корректно применять в системе координат,
движущейся со скоростью среднего лагранжево-
го течения VL = VE + Udrift, которая вычисляется,
как сумма скорости среднего эйлерова течения и
скорости среднего массопереноса, вычисленной на
предыдущем этапе.

Важными характеристиками потока жидкости,
помимо дрейфового течения, являются плотность
потока энергии и поток импульса:

ρa,wua,w

(
u2

a,w

2
+ Pa,w
ρa,w

)
;

Pa,wk + ρa,wua,w(ua·w · k)
(9)

Здесь k — волновой вектор, определяемый в хо-
де решения дисперсионного соотношения через
положительно определенную частоту волнового
движения ω.
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Заключение
Был проведен анализ влияние стратификации

на перенос вещества в жидкости, исследована ско-
рость дрейфа контактирующих сред, построены
траектории движения материальных частиц жид-
кости. Расчеты показывают, что учет стратифика-
ции наиболее сильное влияние оказывает в обла-
сти гравитационных волн. Особый интерес вызы-
вает переход в область капиллярных волн, где зна-
чение скорости дрейфа Стокса при отдалении от
границы раздела в стратифицированной жидко-
сти значительно больше, чем в однородной жид-
кости, в отличии от области гравитационных волн,

где стратифицированная жидкость характеризует-
ся меньшей скоростью дрейфа, чем однородная.
Также были визуализированы потоки энергии и
импульса, возникающие при волновом движении.
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Формирование и эволюция крупномасштабных
вихревых структур в аккреционных дисках вокруг

нейтронных звёзд1

Ливенец З.Д.∗, Луговский А.Ю.∗,∗∗

∗Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», Москва
∗∗Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва

Целью работы является исследование свойств
аккреционных звездных дисков при моделирова-
нии нестационарных процессов в них. Подобные
газовые диски формируются вокруг компактных
небесных тел большой массы. Таким объектом мо-
жет быть нейтронная звезда или черная дыра. В
результате захвата гравитационным полем звезды
межзвездного газа с большим угловым моментом
возникает аккреционный диск. Для того, чтобы
вещество аккрецировало (падало) на звезду, необ-
ходим отвод углового момента от вещества диска.
Известно много механизмов отвода углового мо-
мента от вещества аккреционного диска, но все
они имеют те или иные недостатки.

Особый интерес представляет развитие круп-
номасштабной турбулентности в сдвиговом тече-
нии аккреционного диска, для изучения которого
используется компьютерное моделирование дан-
ного процесса. Интересно проверить некоторые ги-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант
20-11-20165).
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потезы. Возможно ли появление крупномасштаб-
ных вихрей в сдвиговом течении аккреционного
диска? Способны ли подобные структуры привести
к перераспределению углового момента и обеспе-
чить необходимый темп аккреции (массовая ско-
рость падения вещества на центральное тело)?Пра-
вомерен ли двумерный подход для изучения аккре-
ционных дисков?

В работе исследуется новый механизм перено-
са углового момента крупными вихревыми струк-
турами, возникающими в сдвиговом течении ве-
щества аккреционного диска.
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Рис. 1. Эволюция вихревых струткру в аккреционном диске. Их движение сопровождается переносом вещества в
объеме газового облака



ISSN 2658–5782 Том 18 (2023), №4, с. 402–404

Многофазные системы
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.4.125.pdf Получена: 15.09.2023
DOI: 10.21662/mfs2023.4.125 Принята: 10.11.2023

Изгибно-гравитационнын волны в ледяном покрове от
движущихся периодически меняющихся возмущений

Маленко Ж.В.∗,∗∗, Ярошенко А.А.∗,∗∗
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Введение
В зимний период для продления навигации на

реках и озерах, покрытых ледяным покровом, воз-
никает необходимость его разрушения. Для этих
целей часто используются суда на воздушной по-
душке (СВП), так как их можно применять на мел-
ководье, где невозможно применение других ледо-
кольных средств. Одним из способов разрушения
ледяного покрова СВП является резонансный ме-
тод. Эффективность применения СВП может быть
увеличена, если при прямолинейном равномерном
движении периодически изменять давление в воз-
душной подушке судна [1,2].

В работах [3–6] проводится исследование коле-
баний ледяного покрова, которые вызваны движу-
щимися периодически меняющимися возмущени-
ями. В [3] рассматривается плоская задача. В [4] изу-
чаются трехмерные неустановившиеся изгибно-
гравитационные волны. В статье [5] исследуется
волновое движение в плавающем морском льду,
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возбуждаемое перемещением вибрирующего гру-
за. В работе [6][6] приводятся фазовые портреты
образующихся волн в зависимости от скорости дви-
жения источника и частоты его колебаний. Настоя-
щая работа посвящена исследованию колебаний с
учетом сжимающих усилий.

Постановка и решение задачи
На поверхности однородной идеальной несжи-

маемой жидкости конечной глубины плавает
сплошной ледяной покров, по поверхности кото-
рого перемещается нагрузка вида:

p = p0 f (x1, y) exp(iσt), x1 = x + vt, v = const. (1)

Ледяной покров моделируется тонкой упругой изо-
тропной пластинкой толщины h, плавающей на
поверхности жидкости. Полагаем, что до начала
действия возмущений, жидкость не возмущена и
граница поверхности пластина–жидкость горизон-
тальна.

Исследуем развитие трехмерных изгибно-
гравитационных волн, генерируемых движущим-
ся источником возмущений (1). Считая движение
жидкости потенциальным, в рамках линейной тео-
рии в системе координат 1, y, связанной с движу-
щейся со скоростью v областью давлений, задача
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сводится к решению уравнения Лапласа

∆φ = 0, −H < z < 0, −∞ < x, y < ∞ (2)

со следующими граничными, начальными и кине-
матическим условиями:

D1∇4
ζ+ Q1∆lζ+ χ1Fζ+ ζ+

+
(

∂φ

∂t
+ v

∂φ

∂x

)
1
g

= p
ρg

при z = 0,

∂φ/∂z = 0 (3)

при z = −H, φ(x, y, z, 0) = ζ(x, y, 0) = 0,

∂ζ/∂t = ∂φ/∂z − v∂ζ/∂x при z = 0,

где D1 = D/ρg, Q1 = Q/ρg, χ1 = rho1h/ρg, D =
Eh3/(12(1 − µ2)), ∇4 = ∆2

l , ∆l = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2,
F = ∂2/∂t2 + 2v∂2/∂t∂x + v2/∂x2, ρ — плотность
жидкости, E, h, ρ1, µ— модуль нормальной упруго-
сти, толщина, плотность и коэффициент Пуассона
пластинки, Q — сжимающее усилие, ζ— возвыше-
ние поверхности пластина-жидкость. Здесь и далее
у x1 опущен индекс 1.

Применяя для решения задачи (1)–(3) метод
интегральных преобразований Фурье по горизон-
тальным координатам x, y и Лапласа по времени t,
а затем переходя к полярным координатам в слу-
чае осесимметричного распределения давлений
(1), выражение для ζ примет вид:

ζ = − p0

8π2ρg
ℑ(eiσt(J1 − J2)), (4)

Jj =
∞∫

0

t∫
0

3π/2∫
−π/2

r f ∗(r)
τ(r) M(r)e−i(rR cos(θ−γ)−∆jξdθ dξ dr,

R = (x2 + y2)1/2, r = (m2 + n2)1/2,

x = R cos γ, y = R sin γ, m = r cos θ, n = r sin θ,

τ(r) = (l(r)M(r))1/2, l(r) = 1 + Q1r2 + D1r4,

M(r) = rg(1 + χ1rgthrH)−1thrH,

f ∗(m, n) — трансформанта Фурье функции f (x, y).

Результаты асимптотического анализа
Асимптотическое исследование выражения (4)

для возвышения поверхности пластина-жидкость
ζ при больших значениях R и t выполним методом
стационарной фазы для многомерных интегралов.
Из анализа стационарных точек получим, что в
зависимости от скорости перемещения и частоты

колебаний источника, генерируется от одной до
семи систем волн с амплитудой затухания R−1/2:

ζ =



ζ14, при: 0 < σ < σ0, 0 < v < v01;
σ0 < σ < σ6, 0 < v < v11;
σ > σ6, 0 < v < v03

ζ14 + ζ13, при: 0 < σ < σ3, v01 < v < v03;
σ3 < σ < σ0, v01 < v < v11

ζ14 + ζ21, при: σ > σ6, v03 < v < v11
ζ14 + ζ13 + ζ21,
при: 0 < σ < σ3, v03 < v < v11

ζ14 + ζ12 + ζ13,
при: σ4 < σ < σ0, v02 < v < v03;

σ0 < σ < σ6, v11 < v < v03
ζ14 + ζ11 + ζ12 + ζ13,
при: σ3 < σ < σ4, v11 < v < v03;

σ4 < σ < σ0, v11 < v < v03
ζ14 + ζ12 + ζ13 + ζ21,
при: σ1 < σ < σ4, v02 < v < v12;

σ4 < σ < σ6, v03 < v < v12;
σ > σ6, v11 < v < v12

ζ14 + ζ11 + ζ12 + ζ13 + ζ21,
при: 0 < σ < σ1, v11 < v < v12;
σ1 < σ < σ3, v11 < v < v02;
σ3 < σ < σ4, v03 < v < v02

ζ14 + ζ12 + ζ13 + ζ21 + ζ22 + ζ23,
при: 0 < σ < σ1, v > v02;
σ > σ1, v > v11

ζ14 + ζ11 + ζ12 + ζ13 + ζ21 + ζ22 + ζ23,
при: 0 < σ < σ1, v12 < v < v02

Эти волны формируют колебания пластинки и
волновое движение жидкости, как перед областью
давлений, так и за ней.

Критические скорости v03 и v12 растут при уве-
личении σ, а скорости v01, v02 и v10 убывают. Крити-
ческая скорость v11 имеет минимум. В окрестности
этих скоростей меняется характер волнового воз-
мущения. При σ = 0, v01 = v03 = v0, v11 = v12 = v1,
v10 = v02 = (gH)1/2 [6,7].

Волны ζ14, ζ21, ζ22 обусловлены периодически-
ми изменениями давлений. Волны ζ14 имеют вид
кольцевых волн. В зависимости от скорости v и
частоты σ волны ζ14 распространяются как вокруг
области давлений, так и за ней в угловой зоне. При
0 < v < v02, 0 < σ < σ0 и 0 < v < v11, σ > σ0
волны распространяются вокруг области давлений.
При v > v02, 0 < σ < σ0, и v > v11, σ > σ0 волны
распространяются за областью давлений. Волны
ζ21 имеют характер поперечных, а ζ22 продольных
корабельных волн.

Волны ζ11 и ζ12 носят характер продольных
и поперечных корабельных волн, распространя-
ющихся за источником возмущений. Они образу-
ются и при σ = 0 [7].
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Волны ζ13 и ζ23 — изгибно-гравитационные
волны. Они обусловлены наличием упругой пла-
стины. Из них ζ13 образуются как при σ > 0, так и
при σ = 0 [7]. Волны ζ23 генерируются только при
перемещении периодических возмущений. Волны
ζ13 образуются при v > v01, 0 < σ < σ0, и v > v11,
σ > σ0, а ζ23 при v > v03, σ > 0. Волны ζ13 при
v01 < v < v11, 0 < σ < σ0, как и волны ζ23 при
v03 < v < v12, σ > 0, распространяются как впере-
ди области возмущений, так и за ней.

Заключение
Приперемещениипо ледяномупокрову возму-

щений переменной интенсивности, в зависимости
от частоты колебаний источника и скорости его пе-
ремещения, существует шесть значений критиче-
ских скоростей, если 0 < σ < σ0, и три, если σ > σ0.
При движении по упругой пластине возмущений
постоянной интенсивности существует три значе-
ния критических скоростей — v0, v1 и (gH)1/2.

Движущимися возмущениями переменной ин-
тенсивности, в зависимости от скорости перемеще-
ния и частоты колебаний источника, может генери-
роваться от одной до семи систем волн, а движущи-
мися возмущениями постоянной интенсивности
(σ = 0) генерируется от одной до трех систем волн.
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Динамика солитоноподобных волновых групп на
встречных струйных течениях1
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Широко распространено мнение, что аномаль-
но высокие волны (т.н. волны-убийцы) в океане
чаще встречаются на течениях. Печально извест-
ным примером является течение мыса Игольно-
го у юго-восточного побережья Африки [1,2]. Для
объяснения такого эффекта первоначально в лите-
ратуре был предложен ряд линейных механизмов
усиления волн на течениях. Позднее наибольшее
внимание привлекла роль волновой нелинейно-
сти. В [3] было выполнено численное моделирова-
ние нелинейной эволюции волн на течении мыса
Игольного в рамках кинетических уравнений с уче-
том рефракции волн на течении. Однако основное
внимание уделяется исследованиям проявлений
модуляционной (Бенджамина–Фейра) неустойчи-
вости в присутствии течений, поскольку можно
считать установленнымфактом, что для узкополос-
ных волновых полей заданной средней (т.н. значи-
тельной) высоты модуляционная неустойчивость
увеличивает вероятность высоких волн. С этой це-
лью в литературе были получены и проанализи-
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рованы различные версии нелинейных уравнений
Шредингера (НУШ) в предположениях о слабости
течения, слабости нелинейности и узости спектра
(см., например, [4] и ссылки в работе). Было обна-
ружено усиление модуляционной неустойчивости
на встречном усиливающемся течении, что также
было подтверждено в рамках численного модели-
рования.

Все вышеперечисленные работы были посвя-
щены рассмотрению свободных волн на поверхно-
сти воды, распространяющихся в горизонтально-
неоднородных течениях. Однако океанские тече-
ния создают условия для захвата волн. Мы пред-
полагаем, что захваченные волны могут играть
ключевую роль в объяснении наблюдаемого пре-
обладания волн-убийц на течениях. В реальном
океане характерные нелинейные пространствен-
ные масштабы таковы, что традиционная лучевая
теория не может описывать эволюцию нелиней-
ных захваченных волн (см. обзоры в [3,4]). Чтобы
восполнить этот пробел в математической теории,
в работе [5] был предложен новый подход, позво-
ляющий асимптотически описывать линейные за-
хваченные волны. Используя найденные асимпто-
тические решения для мод захваченных волн, в
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Рис. 1. Численное моделирование взаимодействия пары солитонов огибающей захваченных волн (верхний ряд) и
независимого распространения каждого из солитонов по отдельности (средний и нижний ряды). Показаны
смещения поверхности (цветом) и профили течения (стрелками). Граничные условия периодичны по обоим
горизонтальным направлениям. Слева: начальный момент времени t = 0, справа: конец расчета t = 1200 с

работе [6] был развит слабо нелинейный подход
для описания захваченных волн в рамках модовой
теории. Для волновых полей с узким частотным
спектром, но не обязательно с узкими угловыми
распределениями, волновая динамика для одной
моды на глубокой воде в главном порядке описы-
вается одномерным модифицированным нелиней-
ным уравнением Шредингера с фокусирующим ти-
пом нелинейности. Решения НУШ – солитоны оги-
бающей и бризеры — часто рассматриваются как
прототипы волн-убийц (см. в [7]).

В настоящей работе мы исследуем взаимодей-
ствия между солитонами огибающей существенно
нелинейных захваченных волн посредством пря-
мого численного моделирования уравнений Эйле-
ра. При длительном распространении уединенные

волны остаются локализованными в обоих гори-
зонтальных направлениях — как при одиночном
распространении солитонов огибающей захвачен-
ных волн, так и при их взаимодействии, см. при-
мер на Рис. 1. Кроме устойчивости солитонов к вза-
имодействиям показана возможность генерации
экстремальных волн в результате их столкновений.

Нелинейные группы солитонного типа в вы-
числительных экспериментах генерировались с ис-
пользованием приближенных начальных решений,
поэтому тот факт, что солитоны захваченных волн
возникают в результате таких начальных условий в
рамках исходных уравнений гидродинамики, сви-
детельствует, что солитоны огибающей захвачен-
ных волн являются аттракторами. Результаты чис-
ленного моделирования показывают, что нелиней-
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ный межмодовый обмен при эволюции захвачен-
ных нелинейных волн на струйных течениях незна-
чителен (по крайней мере, в некотором классе вол-
новых условий), что делает модовую теорию мод,
развитую в [5,6], эффективной. В частности, этот
вывод оправдывает рассмотрение динамики раз-
личных мод захваченных волн как независимых.
Подчеркивая общее качественное согласие между
слабонелинейной теорией и численным моделиро-
ванием исходных уравнений гидродинамики, от-
метим, что также были обнаружены количествен-
ные расхождения между приближенными аналити-
ческими решениями, полученными в предположе-
ниях о слабой нелинейности, слабой дисперсии и
слабого течения, и моделированием. В частности,
взаимодействия между солитонами захваченных
волн не являются полностью упругими; возникают
новые волны малой амплитуды.

Моделирование, представленное в настоящей
работе, проводилось в рамках численной схемы
High Order Spectral Method [8], модифицирован-
ной для учета струйного течения, для двух пара-
метров степени нелинейности: M = 5 (не выше
6-волновых нелинейных взаимодействий) и M = 3
(не выше 4-волновых взаимодействий). Эти экспе-
рименты продемонстрировали очень схожую дина-
мику. Одним из ограничений использованного для
моделирования подхода является предположение
о потенциальности волнового движения, которое
хотя и распространено, но, строго говоря, неверно.
В то же время, грубая оценка возможного вклада
завихренности в динамику волн показывает, что
он слаб, так что на интересующих нас временных
масштабах формирования и эволюции солитонов
огибающей им можно пренебречь. Детальный ана-

лиз роли завихренности волнового поля воды в ди-
намике захваченных волн хотя и представляет ин-
терес, но выходит за рамки настоящей работы и
требует специального исследования. Некоторое об-
суждение влияния завихренности на теорию НУШ
для волн при горизонтально-неоднородном сла-
бом токе можно найти в работе [4].

Более подробное описание работы можно най-
ти в препринте [9]. Устойчивые уединенные волно-
вые группы, полученные в численном моделирова-
нии уравненийЭйлера без предположения о слабой
нелинейности, рассматриваются как правдоподоб-
ная модель волн-убийц на струйных течениях.
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О турбулентном потоке вихря
в приземном слое атмосферы

Соленая О.А., Шишов Е.А., Чхетиани О.Г., Азизян Г.В., Копров В.М.

Институт физики атмосферы им. А.М. Обухова РАН, Москва

Интерес к завихренности обусловлен рядом
причин. Вихрь — наиболее типичная структурная
единица турбулентного течения. Квадрат завих-
ренности (энстрофия) в турбулентности непосред-
ственно связан с диссипацией турбулентной энер-
гии, обеспечивающей каскадный процесс.

Прямые методы измерения завихренности ме-
тодами термоанемометрии реализуются исключи-
тельно в лабораторных условиях. Для измерения
завихренности в реальной атмосфере в был разра-
ботан ряд косвенных подходов, в частности, с изме-
рениями циркуляции по контуру. Впервые экспе-
риментальные исследования циркуляции начаты в
ИФА в 70-е гг В.М. Бовшеверовыми др. [1]. Впервые
в мире были проведены измерения турбулентной
спиральности (скалярного произведения скорости
на завихренность) в АПС [2]. В 2012, 2014 гг. был
предложен градиентный метод измерения цирку-
ляции на базе анемометров, размещенных в вер-
шинах тетраэдра [3,4]. Была отмечена тесная связь
спиральности с характеристиками локальных вет-
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ров [5].
В 2019-2020 гг. в ИФА впервые была пред-

ложена оригинальная пространственная схема
3-компонентного акустического циркулиметра
(Рис. 1), реализованная на новой элементной базе.

По каждому контуру измеряется циркуляция,
которая связана в завихренностью известной фор-
мулой теоремы Стокса. Получаем три компоненты
завихренности и, измерив скорость, можем рассчи-

Рис. 1. Расположение и плоскости измерений цирку-
лиметра. Направление осей: по сторонам све-
та и вертикально
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Рис. 2. Временной ряд горизонтальных компонент
тензора потока вихря. 1, 2 — направление на
север, на запад

Рис. 3. Спектр горизонтальной спиральности для
двухчасового ночного интервала. Приведены
нулевой и наклоны −1 и −5/3

тать компоненты тензора потока вихря — корреля-
ции компонент скорости и завихренности (Рис. 2).
Это понятие было впервые отмечено в [6]. Его диа-
гональные элементы связаны со спиральностью.
Недиагональные компоненты позволяют опреде-
лить и оценить характеристики турбулентной вяз-
кости\диффузии и ветровых сдвигов. Предыдущие
результаты опубликованы в [7].

В данной работе приведены результаты экспе-
диционных измерений циркуляции в приземном
слое атмосферы, полученные на базе Цимлянской
научной станцииИФА им. А.М. Обухова РАН в 2021,
2022, 2023 гг. Циркулиметры вместе с анемометра-
ми размещались на высотах 2, 10 и 30 м. Получены
спектры циркуляции (Рис. 3), спиральности и ее
флуктуаций.

Рассчитаны компоненты тензора турбулентно-
го потока вихря. Рассматриваются связи измерен-
ных величин с параметрами атмосферной устой-
чивости.
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Применения методов градиентной морфологии
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Методы Градиентной Морфологии (ГМ) основываются на Конечно-Мерной Теореме Отсчетов (КМТО). В работе
приводятся реализации методов ГМ, кратко рассматриваются модели векторных шаблонов искомых объектов и
необходимость отфильтровывания одиночных точек в изображении.

Базис Фурье, КМТО
Рис. 1.
1D КМТО [3-6] — Дано: строка отсчетов D =

f (x0) и две матрицы (Базис Фурье) H = H(0)(x0)
и (Фурье гармоники) H(n)(x), тогда при n = 0
“непрерывная” функция f (n)(x) = (HD’)’ H(n)(x),
dx < 1 проходит через точки отсчетов D = f (x0) =
f (0)(x0).

Операции математического анализа и теории
поля сводятся к операциям над Фурье гармоника-
ми H(n)(x): при n > 0 в f (n)(x) реализуем диффе-
ренцирование n-го порядка и при n < 0—интегри-
рование n-го порядка от массива чиселD, заметим,
n может быть не целым.

Общая схема метода
Рис. 2.
КМТО позволяет вычислять частные производ-

ные от массивов чисел, в частности вычислять гра-
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диентное поле B = grad P от изображения — свет-
лое кольцо на темном фоне, см. Рис. 1 слева.

ГМ в дискретной теории поля

Рис. 3 и 4.
В этом разделе рассмотрим красивую учеб-

ную задачу оценивания положения оси 3D вихря
без применения шаблонов. Реальные 2-3D зада-
чи намного сложнее: в области “глаза вихря”, где
SNR∼ 0/0. Шаблоны в SNR( f |X) нужны для уходя
от неопределенностей и упрощения задач. В дан-
ном разделе векторное поле Р={Px,Py,Pz} три 3D
массива чисел.

Оценивание пожаров
с дымовыми шлейфами

Рис. 5.
Для оценивания фронтальных и очаговых по-

жаров применяются другие шаблоны.

Пример, когда для объекта
не очевиден выбор шаблона

Рис. 6.
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Рис. 1. Пример базиса Фурье с операциями дифференцирования и интегрирования в дискретном dx = 1 и с
интерполяцией — в “непрерывном” dx = 0.01 случаях

Рис. 2. Операции над векторными полями, шаблоны, проекции, функция SNR и постановка задачи локализации
(шаблона Х) объекта

Рис. 3. Ось вращения хорошего-безглазого вихря выявляется с помощью отношения Сигнал/Шум из (x0, y0, z0) =
argmax SNR(P), SNR(P) = | rot P|/| div P|
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Рис. 4. Оказывается вихрь остается вихрем и в низкочастотной области

Рис. 5. Пример оценивания пожара с дымовым шлейфом в Сибири, pF = 0.35

Рис. 6. Для Ромашки этот шаблон X можно уточнить: к X добавить X=[diR]
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Рис. 7. Левые кильватерные следы оцениваются аналогично

Оценивание параметров
кильватерных следов кораблей

Рис. 7.

Обсуждение
Методы градиентной морфологии превосхо-

дят на порядок по точности локализации, напри-
мер, обычные морфологические и корреляцион-
ные методы [1]. Для успешной работы методов ГМ
требуется настройка (параметров) шаблонов и для
фильтрация одиночных точек в исходных изобра-
жениях подбор параметр pF > 0.

Выводы
Методы ГМ найдут широкие применения в ре-

шении задач геофизики, волновой физики, в элек-
тродинамике, астрофизике и т.п.
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Структуры объектов цивилизаций 2-го и 3-го типов
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Мы выявили-разрешили в Proxima Centauri [2]
почти квадратный объект с выступом, это совсем
не похоже на экзопланету. Аналогичные проблемы
возникли при анализе данных в большой короне
звезды Beta Ceti, в галактике GLASS-z13. получен-
ные данные логично связать с объектами Цивили-
зациями 2-го и 3-го типа по Кардашеву Н.С. [4].

Метод Математический микроскоп
Основная Задача ММ (ОЗММ): Дано: дискрет-

ное изображение высокой точности Y|A и множе-
ство дискретных обратимых Диаграмм Направлен-
ностей (ДН) или Аппаратных Функций (АФ) {O}.
Требуется найти решение множества систем урав-
нений Y|A={O} X. Заметим, что мы не знаем ДН или
АФ A={AR, AG, AB}, а параметрическое множество
дискретных обратимых АФ {O} есть наше представ-
ление о том, как устроена неизвестная дискретная
АФ А в данных дискретных измерений Y|A. Реше-
ние Y|A={O}Х удается найти в следующем Фунда-
ментальном Физическом Предположении (ФФП):
если при некотором АФ О?{O} в Х=O-1 Y|A выяв-
ляются отдельные изолированные объекты-точки
(звезды), тогда АФ А=О. Решение ОЗММ состоит
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из трех частей: обратимая ДН O={OR, OG, OB}=A,
сверх разрешённое изображение Х=RY, R=O-1 и вы-
явленных объектов-точек в результирующем сверх
разрешённом изображении X.

Объекты цивилизаций
в Proxima Centauri

Рис. 1.
У нас в планах не было поиска внеземных ци-

вилизаций, просто захотели увидеть экзопланеты
у ближайшей к нам звезды Proxima Centauri b, c, d.

Объекты цивилизации
в короне звезды Beta Ceti

Рис. 2.
В короне звезды Beta Ceti есть трудно интер-

претируемые объекты типа “Клетки Дайсона” и
“Сетка энерго-путей”, проходящая через звезду и
вместе c “Клетками Дайсона” образующую “Малую
Сферу Дайсона”, внутри которой находится звезда
Beta Ceti.

Типовые объекты в Proxima Centauri
и Beta Ceti

Рис. 3.
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Рис. 1. Экзопланеты Proxima Centauri b, c, d “откладывают” Яйца Дайсона

Рис. 2. В короне звезды Beta Ceti размножаются “Клетки Дайсона” путем увеличения ядер и делением их пополам с
последующим делением увеличенной Клетки Дайсона



416 Многофазные системы

Рис. 3. Объекты “Яйца Дайсона” имеют одинаковый размер с Луну и у них изменяется внутренняя структура. Объекты
“Клетки Дайсона” имеют одинаковый размер примерно с 1.5 Юпитера с устойчивыми ядрами в своих клетках

Рис. 4. Объекты Цивилизаций 3-го типа
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Объекты цивилизации 3-го типа
в галактике GLASS-Z13

Рис. 4.
Галактика GLASS-z13 сформировалась через

300 миллионов лет после Большого взрыва. Диа-
метр галактики GLASS-z13 примерно 1600 свето-
вых лет, от нас она находится на расстоянии при-
мерно в 33 миллиарда световых лет [5].

Среди объектов Цивилизаций 3 -го типа мы
пока не выделяем типовые объекты среди малых-
точечных и не классифицируем большие объекты
типа “Чемоданы с ручками и без” с характерными
размерами от десятков до сотен световых лет. Это
трудно интерпретируемые объекты, о возможном
существовании которых предупреждал еще Кар-
дашев Н.С. Для нас важен факт — такие объекты
сейчас выявляются, существуют.

Обсуждение
ММ позволил впервые рассмотреть объекты

предположительно Цивилизаций 2-го и 3-го ти-

пов по Кардашеву Н.С. ММ работал по данным с
Proxima Centauri — однобайтовой точностью и по
данным с Beta Ceti — с двухбайтовой точностью.
ММ реализовывал сверх разрешения SR с “обыч-
ным обращением” DK=R O [1].

Выводы
Требуется проверка, подтверждение получен-

ных наших итогов другими независимыми иссле-
дователями, чтобы их превратить в научные ре-
зультаты.
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Рассматривается применение метода Математический Микроскоп (ММ) при поточечном анализе (изображений с
Телескопа Горизонта Событий (ТГС)) окружений двух Черных Дыр Powehi и ЧД в центре нашей галактики. ММ
позволил выявить тонкие, точечные структуры в окрестностях ЧД и в протопланетном диске молодой звезды HL
Тau

Черная дыра в центре галактики М87

Рис. 1 и 2.
ЧД Powehi c массой 6,5 млрд Солнечных нахо-

дится на расстоянии 55 млн световых лет от Земли
в центре галактикиМ87. Изображение ЧД получено
с ТГС [2,3].

На Рис. 2 ниже: (а) - jet плевок ЧД, (в) — звезды
закручиваются в вихри при приближении к гори-
зонту событий и разрываются в струи над ЧД — (с).

ЧД в центре нашей галактики в 2300 раз ближе
к нам, угловые размеры те же.

Черная дыра в центре нашей галакти-
ки

Рис. 3.
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Протопланетный диск молодой звез-
ды HL Tau

Рис. 4 и 5.
Протопланетный диск — это вращающийся

диск из плотного газа, пыли и, возможно, плазмы,
окружающий недавно образовавшуюся звезду HL
Tau [4].

Рис. 4 демонстрирует историю формирования
планет показывает многочисленные кольца и про-
межутки, которые предвещают присутствие пла-
нет, очищающих свои орбиты от пыли и газа.
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Рис. 1. (а) -Y - изображение ЧД с ТГС, X=R Y изображение звездной материи в окрестности ЧД, (с) – Аппаратные
Функции ММ

Рис. 2. Анализ тонких структур около горизонта событий ЧД
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Рис. 3. Выявлены следы движение (облака горячей плазмы) на периферии ЧД

Рис. 4. Изображение ALMA молодой звезды HL Tau и ее протопланетного диска
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Рис. 5. Х - SR изображение тонких структур протопланетного диска с выхода ММ
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