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К расчету неустойчивости заряженной поверхности
неоднородной жидкости

Белоножко Д.Ф.

Ярославский государственный университет им. П.Г.Демидова, Ярославль

Введение

В середине 30-х годов прошлого столетия в ра-
ботах Л. Тонкса [1] и Я.И. Френкеля [2] была по-
строена количественная модель дестабилизации
заряженной поверхности жидкости под действи-
ем поверхностных электрических сил, доминиру-
ющих над силами поверхностного натяжения. За-
дача расчета критического значения поверхност-
ной плотности электрического заряда, превыше-
ние которой приводит к неустойчивости свобод-
ной поверхности, на настоящий момент является
классической и приводится в качестве «простого»
упражнения в восьмом томе курса теоретического
физики Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [3]. Приведен-
ная в [3] методика расчета легко обобщается на
более сложные задачи. Но подобное обобщение за-
частуюнуждается в правильнойфизической интер-
претации. Настоящая работа представляет собой
пример такого обобщения на случай, когда поверх-
ностно заряженная жидкость является стратифи-
цированной по глубине и в расчетах возникают
практически нереализуемые решения, которые из
физических соображений необходимо опустить.
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Математическая формулировка
задачи

Задача решалась в декартовой прямоугольной
системе координатOxyz с осьюOx направленной
горизонтально вдоль поверхности жидкости. Ось
Oz ориентировалась вертикально вверх против на-
правления действия поля силы тяжести g. Полупро-
странство z < 0 считалось заполненным идеаль-
ной, идеально проводящей жидкостью, по поверх-
ности которой равномерно распределен электри-
ческий заряд с постоянной поверхностной плот-
ностью, индуцированной вертикальным электри-
ческим полем с напряженностью E0. Коэффици-
ент поверхностного натяжения жидкости γ пола-
гался постоянным. Считалось, что плотность жид-
кости в невозмущенном состоянии экспоненциаль-
но растет с глубиной ρ = ρ0(1 + exp(−z/Λ)), где
r(z) = exp(−z/Λ). Параметр вертикального мас-
штаба изменения плотности Λ непосредственно
определялся через частоту плавучести N =

√
g/Λ.

Эффектами вязкости, диффузии и теплопроводно-
сти пренебрегалось. Исследовалась устойчивость
системы по отношению к малым возмущениям
z = ξ(t, x) свободной поверхности жидкости. Для
простоты, возмущенное движение жидкости счи-
талось независящим от координаты y.

В линейном приближении по малому парамет-
ру, пропорциональному отношению амплитуды
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возмущения к его длине, в условиях приближения
Буссинеска математическая формулировка задачи
имеет вид:

z > 0 :
∂2φ

∂x2 + ∂2φ

∂z2 = 0;

z < 0 :
∂u
∂t

= − 1
ρ0(1 + r(z))

∂p
∂x

;

∂v
∂t

= − 1
ρ0(1 + r(z))

∂p
∂z

;

∂u
∂x

+ ∂v
∂z

− v
Λ

r(z) = 0;

z = 0 :
∂ξ

∂t
= v;

−ρ0ξg + p − E0
∂φ

∂z
= −γ ∂2ξ

∂x2 ;

φ− E0ξ = 0;

z → ∞ :
∂φ

∂x
→ 0;

∂φ

∂z
→ 0;

z → −∞ : v → 0.

Здесь u ≡ u(t, x, z) и v ≡ v(t, x, z) — горизонталь-
ная и вертикальная компоненты поля скоростей;
p ≡ p(t, x, z) — возмущения к равновесному рас-
пределению давления в жидкости: φ — вызван-
ное волновым искажением поверхности возму-
щение равновесного электрического потенциала
Φ = −E0z + φ в верхнем полупространстве z > 0.

Результаты расчета
Стандартными методами легко построить дис-

персионное уравнение задачи. В отличии от клас-
сической ситуации, для дисперсионного уравне-
ния получаются две ветви. Принимая в качестве
критерия отбора условие затухания движения жид-
кости с глубиной, несложно установить, что в за-
висимости от значения поверхностной плотности
заряда физически реализуются разные части вет-
вей дисперсионного уравнения. В целом, результат
удается описать с помощью формулы:

ω
2 = 1

2

(
N2 + sign(ω2

0)
√

4ω2
0 − N4

)
(1)

ω
2
0 = gk(1 + αk − αkW);

α =
√
γ

ρ0g
; W =

E2
0

4π
√
γρ0g

Здесь k — волновое число возмущения свободной
поверхности; ω0 — циклическая частота элетро-
капиллярно-волнового движения на поверхности
жидкости постоянной плотности ρ0; α — капил-
лярная постоянная жидкости. Безразмерный пара-
метр Тонкса–ФренкеляW характеризует отноше-
ние электрических и капиллярных сил на гребнях
волновых возмущений. Также, как и в классиче-
ском случае, критерием трансформации устойчи-
вого состояния системы в неустойчивое является
переход значений частоты ω0 от действительных
к чисто комплексным значениям. Анализируя (1),
легко установить, что как и в классическом случае,
как толькоW > 2, в спектре волновых искажений
появляется диапазон волновых чисел, которым со-
ответствуют экспоненциально растущие со време-
нем амплитуды. Формально, критерий неустойчи-
вости остается прежним — как и в классической
задаче. Но при этом в выражениях для параметра
Тонкса–Френкеля и капиллярной постоянной сле-
дует брать значение плотности жидкости вблизи
её поверхности.

Результаты
При расчете условий развития неустойчиво-

сти заряженной поверхности неоднородной жид-
кости, необходимо правильно отбирать физически
реализуемые решения электрогидродинамической
задачи. Это позволяет однозначно установить кри-
терий развития неустойчивости, согласованный с
известным классическим решением.
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