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Эффективный подход к математическому
моделированию задач обтекания с фазовыми

переходами1

Гайдуков Р.К., Данилов В.Г.

Национальный Исследовательский Университет «Высшая Школа Экономики», Москва

Классическая математическая модель,
описывающая теплоперенос с фазовым пере-
ходом (например, плавление—кристаллизация,
растворение—осаждение) в подвижной среде
состоит из уравнений движений среды — уравне-
ний Навье–Стокса и неразрывности, уравнений
теплопроводности с адвекцией в каждой фазе, и
условия Стефана на границе раздела фаз. Хорошо
известно [1], что температура фазового в случае
криволинейной границы раздела фаз отличается
от случая плоской границы (см. рис. 2(в)), и эта
разница описывается условием Гиббса–Томсона,
учитывающего поверхностное натяжение на
границе раздела фаз. Получившаяся задача
Стефана–Гиббса–Томсона является вычислитель-
но сложной — требуется очень мелкая сетка для
точного определения положения криволинейной
границы раздела фаз в каждый момент времени.

Однако, эту вычислительную сложность мож-
но обойти, применив другой подход, основанный

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 22-21-00186, https://rscf.ru/project/22-21-00186/.
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на введении функции порядка ϕ = ϕ(t, x, ζ), такой
что ϕ = +1 в жидкой фазе (например, в вводе), и
ϕ = −1 в твердой фазе (например, во льду), t и x —
время и координаты, а ζ— параметр регуляриза-
ции: в ζ-окрестности границы раздела фаз функ-
ция ϕ быстро меняется от−1 до+1. В рамках этого
подхода температура T во всей области и функция
порядка определяется из системы уравнений фазо-
вого поля (см. (2)), которая является регуляризаци-
ей задачи Стефана–Гиббса–Томсона при ζ → +0,
см. [2]. Граница раздела фаз определяется как ли-
ния нулевого уровня функции порядка. Система
фазового поля эффективно решается численно с
помощью простых разностных схем с постоянным
шагом, что позволяет эффективно моделировать
динамику фазового перехода без использования
высокопроизводительных компьютеров.

В рамках такого подхода авторами изучены за-
дачи обтекания водой малых ледяных наростов на
поверхности пластины [3,4] и внутри трубы [5] при
достаточно больших числах Рейнольдса Re (но та-
ких, при которых еще сохраняется ламинарный по-
ток). В [3] изучен случай обтекания поверхности ys
изо льда с малым наростом. А именно, рассматри-
вается нарост в точке x0 = 1 вида ys = ε4/3h(t, (x −
1)/ε), где ε = Re−1/2 — малый параметр, h(t, ξ) —
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гладкая функция, описывающая динамику грани-
цы раздела фаз, такая, что h(t, ±∞) = 0. Отметим,
что такоймасштаб неровностей приводит к двухпа-
лубной структуре пограничного слоя [6]. Получен-
ная в [3] математическая модель состоит из систе-
мы уравнений Прандтля с самоиндуцированным
давлением
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где u∗ = u∗(t, ξ, θ̄) и v∗ = v∗(t, ξ, θ̄) — горизонталь-
ная и вертикальная компоненты вектора скорости,
f — функция Блазиуса; U0 — некоторая гладкая
функция, θ̄ = (y − ys)/ε4/3 — вертикальная по-
гранслойная переменная, ξ = (x − 1)/ε — гори-
зонтальная быстрая переменная, и системы урав-
нений фазового поля
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дополненной некоторыми краевыми и начальны-
ми условиями, θ = θ̄+ h, u и v—продолженные ну-
лем в область твердой фазы скорости u∗ и v∗ (глад-
ко в силу условий прилипания), а постоянные α
и β определяются физическими постоянными и
обезразмериванием, α = ε2/3/(mT0) ≈ 2.1 · 10−2,
β = ε−4/3σT̂m/(lρlT0) ≈ 2.3 · 10−4, подробнее см.
в [3]. В результате численного исследования зада-
чи (1), (2) было показано [3], что при малой разно-
сти температур воды и льда (2◦С и −2◦С) вершин-
ки горбиков плавятся, а на остальной поверхности,
наоборот, происходит намерзание (см. рис. 1(а)),
а наличие потока жидкости приводит к ассимет-
ричному и более быстрому плавлению вершинки
неровности (в 6.5 раз). При большой температуре
воды (20◦С) происходит плавление уже всей обла-
сти (см. рис. 1(б)), но вершинки горбиков плавят-
ся немного быстрее. Также исследовано наличие
зоны отрыва пограничного слоя с вихрем (кото-
рый возникает при превышении высоты горбика

некоторой величины)— скорость таяния вершинок
горбиков больше, чем в случае малой высоты (см.
рис. 1(в)).

В [4] исследован более сложный случай— нали-
чие малого ледяного нароста на нерасплавляемой
подложке (например, замерзшая капля воды), см.
рис. 2(а). Особенностьюэтого случая являетсянали-
чие точек контактов трех сред и двух фаз — воды,
льда и подложки, в которых модель из [3] необ-
ходимо модифицировать, т.к. в точках контакта
не определена нормаль, фигурирующая в условии
Гиббса–Томсона. В [4] было предложено два пути
решения этой проблемы, результаты моделирова-
ния для случая течения воды с температурой 20◦С
(температура льда −2◦С) приведены на рис. 2(б):
видно что плавление происходит активнее со сто-
роны набегающего потока.

В [5] исследована задача о фазовом переходе
на стенках трубы с аксиально–симметричным ле-
дяным наростом на стенке с течением Пуазейля
внутри, см. рис. 3(а). Особенностью задачи явля-
ется то, что при таянии ледяного слоя толщины a
происходит небольшое изменение течения Пуазей-
ля, т.к. увеличивается радиус области, в которой те-
чет жидкость. Отметим, что предложенная модель
годится также и для задач о течении переохлажден-
ной жидкости, результаты такого моделирования
для случая трубы приведены на рис. 3(б): темпе-
ратура воды −1circС, льда — −5◦С. Видно ассимет-
ричное намерзание, позади неровности — более
активное, чем перед ней.

Также предлагаемая модель годится и для мо-
делирования течений с химическим взаимодей-
ствием — фазовым переходом типа растворение—
осаждение. Для таких задач часто используются
довольно экзотические модификации системы фа-
зового поля (что на наш взгляд является излиш-
ним), но общая концепция сохраняется.
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(а) случай малой амплитуды и малой (б) случай малой амплитуды и большой
разности температур; разности температур;

(в) случай большой амплитуды и малой разности температур (правый рисунок: линии тока)

Рис. 1. Динамика границы раздела фаз при плавлении ледяной поверхности с наростом

(а) геометрия задачи; (б) динамика границы раздела фаз; (в) изолинии температур

Рис. 2. Фазовый переход в системе 2 фазы — 3 среды

(а) геометрия задачи; (б) намерзание переохлажденной воды

Рис. 3. Течение в трубе со слоем льда с неровностью


