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Волновые движения и структура течения в вязких
сжимаемых средах1
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Введение
Волновые движения и структура течения в вяз-

ких сжимаемых среда Периодические движения
жидкости очень разнообразныимногогранны. Экс-
перименты с высокой разрешающей способностью
демонстрируют существование тонкой структуры
на всех этапах периодических движений, возника-
ющих в импакте капли [1]. Теоретические исследо-
вания показывают существование тонкой структу-
ры в поверхностных течениях несжимаемых [2], [3]
вязких сред. Настоящая работа посвящена иссле-
дованию периодических движений, возникающих
в вязких слабосжимаемых средах.

Математическая формулировка
задачи

Рассматривается двухслойная система вязких
слабосжимаемых жидкостей в поле сил тяжести g,
верхняя из которых имеет меньшее значение рав-
новесной плотности чем нижняя ρa

00 < ρo
00. Здесь и
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далее верхним индексом «o» обозначены величи-
ны, относящиеся к нижней жидкости, а индексом
«a» - к верхней. Рассмотрение проводится в декар-
товой системе координат Oxz, в которой ось Oz
направлена вертикально вверх, а осьOx направле-
на вдоль поверхности раздела. Движение считает-
ся независящим от горизонтальной координаты y.
Математическая формулировка задачи, определя-
ющая поле скоростей uo,a, давление Po,a, плотность
ρo,a записывается следующим образом:

z < ζ :
∂tuo − νo∆uo + 1

ρo
00

∇Po − ρog = 0,

∂tρ
o + uo · ∇ρo + ρo divuo = 0

(1)

ρ
o =ρo

0 (z) (1−αo
P (Po−Po

0 )) , α
o
P = 1
ρo

(
∂ρo

∂P0

)
S
(2)

z > ζ :
∂tua − νa∆ua + 1

ρa
00

∇Pa − ρag = 0,

∂tρ
a + ua · ∇ρa + ρa divua = 0

(3)

ρ
a =ρa

0(z) (1−αa
P (Pa−Pa

0 )) , α
a
P = 1
ρa

(
∂ρa

∂Pa

)
S
(4)

Здесь νo,a — кинематическая вязкость, а уравне-
ния состояния (2), (4) записаны в предположении
малых девиаций давления и плотности независя-
щей от колебаний температуры и концентрации
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растворенных в жидкости солей. Обе среды пред-
полагаются равномерно стратифицированными:
ρ

o,a
0 = ρo,a

00 exp (−z/Λo,a) с масштабами стратифи-
кации Λo,a. Основные уравнения гидродинамики
(1) – (4) дополняются граничными условиями на
границе раздела сред:

z = ζ :
∂tζ+ uo∂xζ = wo, ∂tζ+ ua∂xζ = wa,

uo · τ = ua · τ
(5)

Po − 2ρoνon · ((n · ∇) uo) =
Pa − 2ρaνan · ((n · ∇) ua) − σ divn

(6)

ρoνo (τ · ((n · ∇) uo) + n · ((τ · ∇) uo)) =
ρaνa (τ · ((n · ∇) ua) + n · ((τ · ∇) ua))

(7)

n = ∇ (z − ζ)
|∇ (z − ζ)| =

 −∂xζ√
1 + (∂xζ)2

,
1√

1 + (∂xζ)2

 ,

τ =

 1√
1 + (∂xζ)2

,
∂xζ√

1 + (∂xζ)2


Задача (1)–(7) решается методом разложения

по малому параметру для малых колебаний. Лине-
аризованная задача позволяет получить диспер-
сионные соотношения, связывающие частоту пе-
риодических возмущений с волновым числом и
другими параметрами задачи.

Решение задачи

Решение линеаризованной задачи (1) – (7) на-
ходится в виде периодических функций вида

uo,a

wo,a

P̃o,a

ρ̃o,a

ζ

=


Uo,a

m
(
exp(iko,a

z z) + Θ exp(iko,a
l z)

)
Wo,a

m
(
exp(iko,a

z z) + Θ exp(iko,a
l )
)

Po,a
m
(
exp(iko,a

z z) + Θ exp(iko,a
l z)

)
Po,a

m
(
exp(iko,a

z z) + Θ exp(iko,a
l z
)
)

Am

×

(8)
× exp(ikxx − iωt)

В решении (8) отражено, что периодическое дви-
жение состоит из волновых и лигаментных компо-
нентов. Волновые компоненты ko,a

z определяются
регулярными решениями дисперсионного соотно-
шения, а лигаментные компоненты ko,a

l определя-
ются сингулярными решениями дисперсионных

соотношений:

ω

co,a2Λo,a2

[
ω
(
νo,a(k2

x + ko,a2
z ) − iω

)
×

×
(

− gk2
xΛo,a +ω(i + ko,a

z Λo,a)×

×(νo,a(k2
x + ko,a2

z ) − iω)
)
+

+e
z

Λo,a ko,a
z

(
(g + ico,a2ko,a2

z )×

×
(

− gk2
xΛo,a +ω(i + ko,a

z Λo,a)×

(νo,a(k2
x + ko,a2

z ) − iω)
)
+

+co,a2k2
xΛo,a(No,a2(iko,a

z Λo,a − 1)+

+ω(iν(k2
x + ko,a2

z ) +ω)
))]

= 0

(9)

Подстановка выражений (8) в линеаризован-
ные граничные условия приводит к дисперсион-
ным соотношениям, связывающим компонент вол-
нового вектора kx с частотой периодических воз-
мущений. Выражение довольно громоздко и с уче-
том решений выражения (9) можно получить чис-
ленные решения, определяющие дисперсионные
характеристики полных решений в двухслойной
системе вязких слабосжимаемых жидкостей.

Дополнительно были проанализированы дис-
персионные соотношения периодических течений,
возникающих в толще вязкой слабосжимаемой
жидкости в трехмерной модели:

Dν (k)
(
ω2D2

ν (k) −ωN2Dν (k) +

+c2k2
⊥N2

c − c2ωk2Dν (k)
)

= 0,

Dν (k) = ω+ iνk2, k2 = k2
x + k2

y + k2
z,

k2
⊥ = k2

x + k2
y, N2 = g

Λ ,

N2
c = N2 − g2

c2

(10)

Выражение (10) имеет решения:

kz = ±
√

−k2
⊥ + iω

ν
(11)

k∗z =±
(

−
(
iνN2+2νω(νk2

⊥−iω)+c2 (2iνk2
⊥+ω

))
2ν (ic2 + νω) −

−

√
−ν2N4+2νc2(2νk2

⊥N2
c −iωN2)+c4

(
ω2+ 4iνN2

c k2
⊥

ω

)
2ν (ic2 + νω)

)1
2

(12)
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k∗z =±
(

−
(
iνN2+2νω

(
νk2

⊥−iω
)
+c2 (2iνk2

⊥+ω
))

2ν (ic2+νω) +

+

√
−ν2N4+2νc2(2νk2

⊥N2
c −iωN2)+c4

(
ω2+ 4iνN2

c k2
⊥

ω

)
2ν (ic2 + νω)

)1
2

(13)
Решение (13) описывает регулярный волновой

компонент, а решения (11) – (12) описывают син-
гулярные лигаментные компоненты течения. Ана-
лиз показывает, что в модели двумерной жидкости
решение (11) вырождается.

Заключение
Проанализированы дисперсионные соотноше-

ния, определяющие все компоненты периодиче-
ского движения вязкой сжимаемой жидкости. По-
казано, что лигаменты, характеризующие тонкие
компоненты течения сопровождают волновое дви-
жение во всех частотных диапазонах — от инфра-

низкочастотных гравитационных до высокочастот-
ных звуковых волн. Предложена модель, позволя-
ющая производить расчеты дисперсионных харак-
теристик движения в системе вязкий слабосжима-
емый океан — вязкая слабосжимаемая атмосфера.
В трехмерной модели возникает дополнительный
лигамент, который вырождается в модели двумер-
ной жидкости. Таким образом, для полноты опи-
сания особенностей движения стоит использовать
трехмерную модель.
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