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Форма гидравлического прыжка в плоской
постановке1
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Введение
Течение в открытых каналах, как направление

гражданского строительства изучается уже долгое
время с помощью лабораторных, численных и на-
турных экспериментов. Гидравлический прыжок
возникает в том случае, когда начинают доминиро-
вать силы инерции, а число Фруда Fr = u/

√
gh ста-

новится много большим 1 [1]. Тогда уровень воды
может резко возрасти, что в строительстве может
использоваться в качестве механизма рассеивания
энергии. При этом ключевыми параметрами для
проектирования водных сооружений являются ме-
сто, где происходит прыжок, его начальная глубина
ипротяженность прыжка. Пионеромвданной обла-
сти был французский ученый Беланджер, который
экспериментально связал отношение двух высот
прыжка к начальному числу Фруда [2]. Реллей [3]
установил эту связь из законов сохранения расхода
и импульса. В более поздних работах эксперимен-
тальных работах по гидравлическому прыжку [4–8]
еще много раз были найдены основные параметры
потока, такие как отношение высот прыжка, дли-
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на прыжка, а главное в данных работах зачастую
приводится и профиль прыжка, которыйпозволяет
произвести наиболее полное сравнение результа-
тов теоретического и экспериментального исследо-
вания. Данное исследование посвящено исследова-
нию профиля плоского гидравлического прыжка,
то есть стационарного течения жидкости со сво-
бодной поверхностью в виде функции h(x) и дву-
мя горизонтальными асимптотами: h(−∞) = h1,
h(+∞) = h2, где h1 < h2. На Рис. 1 представлена
картинка, демонстрирующая постановку задачи.

Основная часть
В нашей работе мы применяем уравнения Бус-

синеска для каналов [9–11]

Q = hu, hu
du
dx

= − dP
dx

,

P = gh2

2
+ ḧh2

3
, ḧ = u

d
dx

(
u

dh
dx

)
.

(1)

Cистема уравненийинтегрируется следующим
образом. Сначала интегрируем второе уравнение
(1): Qu + P + A1 = 0. Подставляя в него выражение
для P и u = Q/h , получим

Q2

h
+ gh2

2
+ hQ2

3
d

dx

(
1
h

dh
dx

)
+ A1 = 0.
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Рис. 1. Постановка задачи гидравлического прыжка

Если умножить это уравнение на
1
h2

dh
dx
, то его

можно записать в виде производной

d
dx

[
− Q2

2h2 + gh
2

+ Q2

6

(
1
h

dh
dx

)2
− A1

h

]
= 0.

Отсюда получаем полный интеграл системы.
Из него можно выразить производную высоты по-
верхности по координате, как функцию от высоты
поверхности.

(h′)2=Pol(h)=3
(

1+ 2
Q2 A1h+ 2

Q2 A2h2− gh3

Q2

)
. (2)

Кубический полином Pol(h) имеет три корня.
Если корни действительные h0 < h1 < h2, то урав-
нение имеет следующий вид

h′ = ±
√

Pol(h),

Pol(h) = 3
(

1 − h
h0

) (
1 − h

h1

) (
1 − h

h2

) (3)

и определяет периодические волны, где h1, h2 —
минимальная и максимальная высоты волны соот-
ветственно. В случае совпадения корней h0 = h1,
мы получаем решения в виде уединенной волны
(солитона). Корни h1 и h2 соответствуют низшей
и высшей точкам волны. Расход выражается че-
рез из уравнений (2) и (3) путем приравнивания
коэффициентов в полиноме при третьей степени
таким образом: Q2 = gh0h1h2 < gh1h2(h1 + h2)/2.
Он точно меньше, чем расход в гидравлическом
прыжке, который должен получаться, исходя из
фундаментальных законов сохранения. Поэтому
система уравнений (1) не применима для описания
гидравлического прыжка. Его можно попытаться
описать, дополнив уравнение силой f . Данная сила
имеетфизический смысл вихревых сопротивлений
на свободной границе гидравлического прыжка и
на дне.

Q = hu, hu
du
dx

= − dP
dx

− f , P = gh2

2
+ ḧh2

3
. (4)

Такой же подход применен в работе Гаврилю-
ка [12], в которой сила берется пропорциональной

квадрату скорости. В этом случае уже проинтегри-
ровать аналитически систему уравнений не удает-
ся, и она исследуется только численно. Мы же под-
берем силу, задав ее потенциал G так, чтобы сила
не меняла полный импульс в системе, то есть долж-
ны выполняться законы сохранения. Покажем, что
сила, определяемая по формуле

f = − dG
dx

,

G = Q2

h1h2

(
h2

(
1
h1

+ 1
h2

)
− h3

h1h2

)
− gh2

2
.

(5)

с расходом Q2 = gh1h2(h1 + h2)/2 не меняет им-
пульс системы.

Аналогичным образом можем получить про-
изводную высоты в новой системе уравнений.(

dh
dx

)2
= 3

(
1 − h

h2

)2 (
1 − h

h1

)2
. (6)

Такимобразом,мыможемописывать профиль
гидравлического прыжка (Рис. 2) зная соотноше-
ния высот на бесконечностях. А само соотношение
высот хорошо предсказывается, исходя из соотно-
шения Беланджера [13,14].
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Рис. 2. Сравнение профиля прыжка с экспериментом и другой современной аналитической моделью с разными
начальными числами Фруда (слева 6.4 и 7.67 справа). Черные точки — эксперимент [15], черная линия —
аналитическая модель [15], черные треугольники — эксперимент (отделены точки безвихревой зоны) [15],
черная пунктирная линия — аналитическая модель [15], синяя линия — наша модель
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