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Критерий допустимости решений в виде
бегущей волны для обобщенного уравнения

Кортевега–Де Вриза–Бюршерса1

Томашева А.М., Коломийцев Г.В., Шаргатов В.А.

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва

Рассматриваются разрывные решения обоб-
щенного уравнения Хопфа, соответствующего
упрощенной модели среды (на крупных масшта-
бах):

∂v
∂t

+ ∂φ (v)
∂x

= 0. (1)

Интегральная форма этого уравнения имеет
вид ∮

φ (v) dt − vdx = 0. (2)

Решение уравнения (2) представляет собой разрыв,
распространяющийся со скоростью W (ударную
волну)

v (x − Wt) =
{

vl x − Wt < 0,
vr x + Wt > 0, W = [φ (v)]

[v] , (3)

где через vr и vl обозначены значения параметров
v перед и за разрывом соответственно.

1Работа выполнена при поддержке гранта Российского науч-
ного фонда№ 20-11-20141.
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Разрывное решение уравнения Хопфа в уз-
кой зоне ударного перехода является непрерыв-
ной функцией, если учитываются мелкомасштаб-
ные процессы. В этом случае решение описывает-
ся обобщенным уравнением Кортевега-де Вриза-
Бюргерса (КдВБ)

∂v
∂t

+ ∂φ (v)
∂x

= µ∂2v
∂x2 − m

∂3v
∂x3 , v = v (x, t) , (4)

где µ, m = const > 0 — коэффициенты диссипации
и дисперсии соответственно.

Для некоторых наборов значенийW и vr суще-
ствуют решения уравнения КдВБ в виде бегущей
волны, которые близки к кусочно-постоянному
решению интегрального уравнения (3) вне узкой
зоны ударного перехода. Такие решения уравне-
ния КдВБ называются стационарными структура-
ми разрывов.

После переобозначений

v → u + vr, t → t
√

m, x → x
√

m,

γ =
√

m
µ

,φ (v) = f (v − ur)

ставится задача на структуру разрывов (решение в
виде бегущей волны):

u = u (ξ) , ξ = x − Wt,
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Рис. 1. f (u). Выделенные интервалы — множество
устойчивых разрывов со структурой. 0— устой-
чивый особый разрыв

Рис. 2. f (u). Множество допустимых разрывов

Рис. 3. f (u) с четырьмя точками перегиба. Множество
допустимых разрывов

d2u
dξ2

− 1
γ

du
dξ

= Wu − f (u)

lim
ξ→+∞

u(ξ) = ur ≡ 0.

В случае наличия диссипации и дисперсии
множество решений в виде бегущих волн со струк-

турой состоит из классических и особых разры-
вов, для которыхнарушается условиеЛакса. Аналог
задачи Римана о распаде разрыва для уравнения
Хопфаможет иметь неединственное решение, если
все разрывы со структурой признать допустимы-
ми.

Для признания разрывов в решении гипербо-
лической модели допустимыми необходимо нали-
чие у них структуры [1]. Кроме того, разрывы не
должны обладать «распадной» неустойчивостью.
Устойчивость разрывов исследуется методом функ-
ции Эванса.

В случае, когда функция потока f (u) имеет две
точкиперегиба (Рис. 1), множество устойчивых раз-
рывов со структурой состоит из особого разрыва
C0, обладающего наименьшей скоростью, класси-
ческих разрывов со скоростью и параметром ul за
разрывом меньше, чем у особого (A – B0), и неко-
торого множества классических разрывов со ско-
ростями и параметром за разрывом больше, чем
у упомянутого особого разрыва (за D0) [2, 3]. На
графике множество таких разрывов обозначено
черной жирной линией.

Множество допустимых разрывов (Рис. 2)
включает в себя также разрывы, которые представ-
ляют собой пульсирующие с определенным пери-
одом структуры, не распадающиеся на последова-
тельность волн.

Для функции потока с четырьмя точками пере-
гиба (Рис. 3) показано, что множество допустимых
разрывов качественно строится тем же образом,
чтоидляфункции с двумя точкамиперегиба. Сфор-
мулирован общий критерий, позволяющий выде-
лить допустимые разрывы при известных скоро-
стях устойчивых особых разрывов. Таким образом,
исчезает неединственность в решении аналога за-
дачи Римана.

Исходя из полученных результатов, также
сформулирована и доказана теорема, которая уста-
навливает зависимость монотонности структур
особых разрывов от скорости W бегущей волны
и значения параметра за разрывом ul.
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