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Оценка диссипации энергии вблизи линии
трёхфазного контакта в процессе движения жидкости1

Юй Чжаокай

МГТУ им. Н. Э. Баумана, Москва

Введение
Экспериментальные данные Г.Н. Микишева и

Н.Я. Дорожкина [1] по определению логарифмиче-
ского декремента малых колебаний реальной жид-
кости дают значение на 40% большие, чем расчёты
с использованием теории погранслоя. В моногра-
фии [2] показывается, что неучёт эффектов вблизи
линии трёхфазного контакта (ЛТК) является одной
из основных причин рассогласования. В статье [3]
предложено, что в процессе движения жидкости
угол смачивания изменяется, пропорциональный
скорости движения линии трёхфазного контакта, и
сформулировано краевое условие с учётом измене-
ния угла смачивания на линии трёхфазного контак-
та. Но полученное условие справедливо только для
движенияжидкости в цилиндрических сосудах при
угле смачивания, равном 90 градусов. В статье [4]
разработан метод малого параметра для учёта дис-
сипации энергии вблизи линии трёхфазного кон-
такта по аналогии с теорией пограничного слоя.
В работе [5] построен численный алгоритм опре-
деления коэффциента демпфирования колебаний
жидкости на основе метода конечных элементов. И

1Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по
стипендиям Китая.

© Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН
© Институт проблем механики им А.Ю. Ишлинского РАН
©Юй Чжаокай, yuzhaokai933@mail.ru

в [6] предложен приближённо-аналитический ме-
тод оценки влияния изменения угла смачивания
на диссипацию энергии вблизи линии трёхфазного
контакта.

Вывод граничного условия
Непосредственные наблюдения показывают,

что жидкость в первый период колебаний смачи-
вает стенку сосуда и при следующих циклах совер-
шает движение по поверхности, покрытой плён-
кой малой толщины. Именно в этой плоскости кон-
такта возникают касательные напряжения трения.
Непосредственные наблюдения показывают, что
жидкость в первый период колебаний смочивает
стенку сосуда и при следующих циклах движет-
ся по поверхности, покрытой плёнкой жидкости
малой толщины. В плоскости контакта возника-
ют касательные напряжения трения Fτ, пропор-
циональные касательной составляющей скорости
(∂h/∂t)/ sinα0 и некоторому коэффициенту тре-
ния µγ.

При плескании жидкости движущаяся сила σ∗,
вызванная отличием α∗ динамического угла сма-
чивания от статического (Рис. 1), уравновешивает-
ся Fτ:

Fτ = −µγ
∂h
∂t

1
sinα0

, σ
∗ = σα∗ sinα0,

Fτ + σ∗ = 0 ⇒ α
∗ = µγ

σ sin2 α0

∂h
∂t

,
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Рис. 1. Схема изменения угла смачивания жидкости:
(а) — равновесие, (б) — жидкость движется в
сторону газа, (в) — движется от стороны газа,
где σ0 и σ′ ‘— поверхностное натяжение разде-
лов жидкости–стенки и газа–стенки, σc и σд —
статическое и динамическое поверхностное
натяжение раздела жидкости–газа, их модули
равны σ

Используя полученные результаты о возмуще-
ниях свободной поверхности в работе [7]], получе-
но новое граничное условие с учётом изменения
угла смачивания для произвольной формы сосуда:

∂h
∂e

+ χh + µγ

σ sin2 α0

∂h
∂t

= 0 на γ.

Параметр χ описывает форму стенки и свобод-
ной поверхности на ЛТК [8]. Из полученного гра-
ничного условия вытекают другие две модели дви-
жения ЛТК:

1) µγ = 0, т.е. имеем условие о сохранении угла
смачивания, как было показано в работах Н.Д. Ко-
пачевского: ∂h/∂e + χh = 0 на γ;

2) µγ → ∞, т.е. имеется модель неподвижной
ЛТК: h = 0 на γ.

Формулировка задачи
Вариационная формулировка задачи о малых

колебаниях капиллярной жидкости с учётом изме-

нения угла смачивания имеет вид:

δI = 0,

I =
∫

Γ0

{[
B0r0s − (k2

1 + k2
2)

]
h2

n + ∇Γhn∇Γhn

}
dΓ0+

+χ
∫
γ

h2
n dγ+ CaΩn

∫
γ

h2
n dγ+

∫
Ω

∇ϕn∇ϕn dΩ,

выражения числа Бонда B0, главной кривизны по-
верхности k1 и k2, параметра линии трёхфазно-
го контакта χ приведены в работе [9], где Ωn =
−εn + iωn — комплексная частота колебаний жид-
кости, а εn —коэффициент затухания за счёт дисси-
пации энергии на ЛТК, Ca — число капиллярности,
характеризующее соотношение вязкого трения и
поверхностного натяжения:

Ca = µγ

sin2 α0
√
ρlσ

=

√
ρl3ω2

n
/
σ

ρl2ωn sin2 α0
/
µγ

= ω∗
n

Re∗
n sin2 α0

.

Обсуждение результатов
Из Рис. 2 следует, что число капиллярности

Ca в диапазоне 10–100 приводит к значительной
диссипации энергии вблизи линии контакта и ко-
эффициент демпфирования ε1 имеет один поря-
док как коэффици затухания вблизи стенки сосуда.
А из выражения числа капиллярности Ca видно,
что при маленьком угле смачивания α0 и большом
коэффициенте трения µγ число капиллярности Ca
реальной жидкости может быть находится в этом
диапазоне.

На Рис. 3 видно, что собственная частота ω1
при Ca в диапазоне 10–100 монотонно увеличи-
вается с повышением числа капиллярности. При
Ca → 0 собственная частота совпадает с числен-
ным значением частоты колебаний жидкости с гра-
ничным условием о сохранении угла смачивания
α0, а при Ca → ∞ частота ω1 приближается к ре-
зультатам при неподвижной ЛТК γ (h = 0 на γ).

(а) (б) (в)

Рис. 2. Коэффицент затухания основного тона ε1 в зависимости от числа капиллярности Ca и числа Бонда B0, (а) —
β = 20%, (б) — 50% и (в) — 80 %
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Рис. 3. Собственная частота основного тона ω1 в зависимости от числа капиллярности Ca и числа Бонда B0, (а) —
β = 20%, (б) — 50% и (в) — 80 %

Выводы
Ввеведено новое граничное условие на линии

трёхфазного контакта с учётом диссипации энер-
гии, вызываемой изменением угла смачивания в
процессе движения жидкости. После решения зада-
чи о малых колебаниях маловязкой капиллярной
жидкости с применением нового граничного усло-
вия получены комплексные числа с отрицательной
вещественной частью и определены коэффициен-
ты демпфирования колебаний жидкости вблизи
линии трёхфазного контакта. Количественно оце-
нено влияние числа Бонда B0, объёма жидкости
β и введённого числа капиллярности Ca на значе-
ние коэффициента демпфирования вблизи линии
трёхфазного контакта. Число капиллярности Ca в
диапазоне 10–100 приводит к значительной дис-
сипации энергии вблизи линии трёхфазного кон-
такта.

Автор выражает благодарность к.ф.-м. А.Н.
Темнову и д.т.н. П.М. Шкапову за помощь в фор-
мулировке задачи и плодотворные обсуждения ре-
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