
 
 

Аналитическая модель гравитационного осаждения дисперсной 
примеси в движущемся потоке  

 
Тукмаков  Д.А. 

 
ИММ ФИЦ КазНЦ  РАН, Казань 

 
 

 
Одним из разделов современной механики жидкостей и газов является динамика неоднородных сред [1-16]. 
Помимо вопросов, связанных с аэродинамическими проблемами очищения газодисперсных сред [1,2] динамика 
неоднородных сред рассматривает также процессы движения частиц взвешенных в жидкостях. Необходимость 
исследования и моделирования диффузионных процессов дисперсных  примесей в водотоках возникает по 
причине   экологических проблем углубления русла рек. В работе [3] описана методика проведения расчета 
условных фоновых концентраций химических веществ в воде водных объектов вне зоны влияния на качество 
воды проектируемого или действующего выпуска сточных вод для установления нормативов допустимых 
сбросов сточных вод. В публикации  [4] рассмотрены особенности задания коэффициентов Шези для русловых 
потоков. Дан анализ современных подходов к оценке коэффициентов Шези при грядовом режиме. 
Продемонстрировано, что данные коэффициенты очень существенно влияют на гидроморфологические 
параметры русловых потоков. В статье   [5] показано влияние коэффициента турбулентной диффузии дисперсной 
примеси и формы частиц на точность прогнозирования распространения взвешенных примесей и их осаждения 
в водотоках. Предложена  модель позволяющая более точно рассчитать толщину слоя наилка и площади 
загрязненного дна.  В публикации  [6] рассмотрена методика расчета скорости осаждения частиц в водной среде 
для моделирования динамики концентрации взвешенных веществ на примере проведения дноуглубительных 
работ и дампинга грунта. Выполнен обзор различных подходов к расчету динамики концентрации взвешенных 
веществ, определены основные входные параметры модели. Предложены модель горизонтального рассеивания 
загрязняющих веществ и методика расчета скорости осаждения частиц, в основу которой положены 
теоретические и эмпирические формулы. Путем сравнения результатов расчетов сделаны выводы об 
универсальности эмпирической формулы и возможности комбинации формулы Стокса в случае ламинарного и 
турбулентного режимов. В статье [7] проанализирована роль мелкодисперсных наносов техногенного 
происхождения в русловом процессе, рассматриваются особенности осаждения частиц различной плотности и 
формы, вопросы хлопьеобразования и консолидации осадков в придонной области потока, приводятся 
экспериментальные данные о величине сцепления между частицами, предложена зависимость для его расчета, 
определен класс наносов, для которых сцепление определяет критическую скорость размыва. На основе 
сопоставления процессов самоочищения речной воды и осаждения мелкодисперсных наносов показано, что 
седиментационные процессы играют важную роль в самоочищении речной воды. В работе  [8] представлена 
усредненная двухмерная численная модель  для моделирования гидродинамики и переноса связных наносов в 
эстуарной системе реки. Модель описывает притоки, а также основной ствол эстуарной системы. 
  В данной работе представлены результаты теоретического исследования диффузии твердой примеси 
оценивается  влияние различных методик расчетов чисел Шези  и дисперсности частиц. Таким образом можно 
сделать вывод о том, что исследование диффузии твердых примесей в водотоках является актуальным  для 
экологической безопасности  гидротехнического строительства. При этом  в различных исследованиях для 
моделирования диффузии твердых примесей применяются различные подходы в разработке моделей, как в 
выводе дифференциальных уравнений описывающих процесс, так и в определении параметров задающих 
гидродинамические свойства  дисперсных примесей.  В данной работе на основе математической модели 
трехмерной нестационарной диффузии  методом разделения переменных получено аналитическое решение, с 
помощью которого исследуется влияние параметров математической модели и моделируемого объекта на процесс 
конвективной диффузии. Рассматривались различные формулы вычисления числа Шези, проводились расчеты 
для различных дисперсностей частиц. 
Уравнение трехмерной нестационарной диффузии (1) имеет вид [9]:  
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Здесь ( )C t,x, y,z ,q,u,v,w,D – концентрация, расход массы, скорости  потока  в пространственных направлениях, 

коэффициенты диффузии для соответствующих пространственных направлений. В данной работе водоток 
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предполагается  прямолинейным, постоянной глубины H, со средней (по расходу) продольной скоростью U=const, 
поперечная и вертикальная скорости водотока считают равными нулю. Ось Ox направлена вдоль берега в сторону 
течения, ось Oy –поперек потока, ось Oz – вертикально вниз. Рассматривается  малоинерционная примесь, у 
которой u=U, v=0, w =W, где W – скорость установившегося осаждения частиц [5], таким образом математическая 
модель будет иметь вид (2): 
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С помощью подстановки  [9], неоднородное уравнение (2) сводится к однородному уравнению (3): 
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Решение однородного уравнения  (3) возможно представить в виде произведения функций (4): 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3C x,y,z,t C x,t C y,t C z,t=  (4) 

Каждая из функций в выражении (5) удовлетворяет одномерному однородному уравнению диффузии : 
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по советующему пространственному направлению, i=1,2,3, x= x1,x2=y, x3=z. Рассмотрим метод разделения 
переменных [9,10,16] решения дифференциальных уравнений в частных производных параболического типа 

применительно к уравнению (4*). Предположим, что  ( ) ( ) ( )i i i i iC x ,t X x T t= . В таком случае уравнение (4*) 

будет иметь вид: 
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Перепишем уравнение (5) в виде уравнения (5*),(6),(6*),(6**): 
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( ) λ λi i ik ik i ik ik iX x A cos x B sin x= + (6**) 

Для функций ( )i iC x ,t
 
зададим граничные условия (7) описывающие отсутствие притока массы дисперсной 

компоненты: 

( ) ( )0 0i i iC ,t C L ,t = =  (7) 

Из граничных условий получаем следующее выражение для слагаемых ряда Фурье ( )ik iX x ,t : 
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Таким образом решение  уравнения (2) имеет  вид (9):  
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Здесь c0 и c1 это соответственно фоновая и максимальная концентрация дисперсной компоненты на поверхности 

канала, z=0. Коэффициенты Аik  определяются следующим образом:
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