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К 85-летию академика Роберта Искандеровича Нигматулина
А.А. Губайдуллин1 , Д.А. Губайдуллин2 , А.А. Аганин2
1 Тюменский филиал Института теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, Тюмень, Россия
2 Институт механики и машиностроения ФИЦ КазНЦ РАН, Казань, Россия

E-mail: a.a.gubaidullin@yandex.ru

On the 85th anniversary of academician Robert Iskanderovich Nigmatulin
A.A. Gubaidullin1 , D.A. Gubaidullin2 , A.A. Aganin2
1 Tyumen Branch of the Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics, Siberian Branch,
Russian Academy of Sciences, Tyumen, Russia

2 Institute of Mechanics and Engineering: Kazan Science Center, Russian Academy of Sciences, Kazan, Russia

E-mail: a.a.gubaidullin@yandex.ru

17 июня 2025 года исполняется 85 лет выдающемуся
ученому, механику и математику, академику Роберту
Искандеровичу Нигматулину.

Наибольший вклад его работы внесли в решение
таких фундаментальных проблем как: математическое
моделирование динамики многофазных сред; гидро-
и газодинамика паро- и газожидкостных систем; горе-
ние, детонация и взрыв в дисперсных средах; фильтра-
ция многофазных жидкостей; динамика упругопласти-
ческих сред с физико-химическими превращениями.
Под руководством Р.И. Нигматулина выполнены акту-
альные исследования и разработки по проблемам без-
опасности энергетических и технологических систем,
новым методам добычи нефти и газа, повышения неф-
теотдачи пластов, повышения эффективности и интен-
сификации технологических процессов в энергетике,
нефтепереработке, химической технологии и взрывном
деле.

Р.И. Нигматулиным предложены оригинальная об-
щая постановка проблемы движения гетерогенных сред,
описания внутрифазных и межфазных процессов, ос-
нованные как на методах осреднения микроуравнений,
так и на феноменологических методах, а также метод
построения замкнутых систем уравнений динамики и
термодинамики различных типов гетерогенных сред.
При этом удалось выделить важный класс движения сме-
сей, содержащих газовую фазу, в которой реализуется
однородное давление, изменяемое во времени. Этот
класс назван гомобарическим, и для него удается упро-
стить систему уравнений динамики смеси и получать
решения соответствующих краевых задач аналитиче-
скими или простыми численными методами.
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Наиболее ярко эффекты неоднофазности проявля-
ются при распространении волн. Р.И. Нигматулиным с
коллегами установлены законы распространения раз-
личных видов волн (волн сжатия, разрежения, горения,
детонации) в двухфазных системах различной структу-
ры и обнаружен ряд новых эффектов. Показано суще-
ствование ударных волн непрерывной монотонной и
осцилляционной структуры, когда большуюроль играют
эффекты нестационарности структуры волны. Обнару-
жена определяющая роль межфазного тепло- и массо-
обмена при распространении ударных волн в пузырько-
вых средах. Установлен механизм аномального усиле-
ния или кумуляции ударных волн в кипящих жидкостях.
Теоретически предсказано существование различных
типов детонационных волн в горючих аэровзвесях и
даны условия их реализации. Поставлен ряд задач об
истечении парожидкостных смесей и кипящих жидко-
стей из объемов, находящихся под большим давлени-
ем, и предложены эффективные методы их решения.
Сформулированы условия критического истечения па-
рожидкостной смеси.

Исследованиями, выполненными под руковод-
ством Р.И. Нигматулина, установлен механизм закоксо-
вывания трубчатых печей для нагрева углеводородного
сырья, который связан не только с кинетикой химиче-
ских реакций, но и с гидродинамикой газожидкостного
потока. В результате были предложены меры по предот-
вращению указанного явления и новые принципы кон-
струирования печей.

Р.И. Нигматулин развил теорию скоростного дефор-
мирования твердых тел при наличии в них полиморф-
ных превращений, образования и движения дислока-
ций, упрочнения металлов при взрывных нагрузках.
Им впервые была поставлена и решена задача о вы-
сокоскоростном соударении упруго-пластических тел,
претерпевающих фазовые переходы, когда возникает
многоволновая картина движения. При этом был пред-
сказан ряд эффектов, которые впоследствии были под-
тверждены экспериментом. В результате тщательного
исследования была доказана определяющая роль фа-
зовых переходов при аномальном упрочнении малоуг-
леродистой стали взрывом; получены уравнения, опи-
сывающие сверхпластичность; предложен теоретико-
экспериментальный метод определения кинетики дис-
локационных процессов исходя из решения обратных
задач.

Р.И. Нигматулиным с коллегами развита теория
распространения акустических волн в пузырьковых
жидкостях. Установлены основные закономерности рас-
пространения и затухания акустических волн в пузырь-
ковых жидкостях в зависимости от вида жидкости, раз-
меров пузырьков, их парогазового содержимого, тепло-
массообмена на их поверхности. Создана теория распро-
странения нелинейных волн в пузырьковых жидкостях.
Установлены закономерности распространения таких
жидкостях плоских волн. Выявлены особенности взаи-
модействия плоских волн с границей между пузырько-
вой жидкостью и чистой жидкостью, их воздействия на

пузырьковые кластеры, их отражения от твердых стенок.
Установлено, что если на акустические волны пузырь-
ковый слой у стенки оказывает в основном экраниру-
ющее воздействие, то в случае нелинейных волн этот
эффект несколько ослабевает, а в некоторых случаях ам-
плитуда волны может даже возрастать. Показано, что
при покрытии стенки пузырьковым слоем с определен-
ным радиусом пузырьков и их объемным содержанием
можно добиться как предотвращения отражения, так и
существенного снижения воздействия на стенку.

Р.И. Нигматулиным предложен метод реализации
сверхсжатия пузырьков непериодическимрезонансным
возбуждением (воздействием на стенку сферического
резонатора в такт с расширением и сжатием пузырька).
Установлено, что по мере увеличения влияния сжима-
емости жидкости применимость этого метода сильно
усложняется. Под руководством Р.И. Нигматулина раз-
работаны широкодиапазонные уравнения состояния
жидкой и паровой фаз воды, ацетона, бензола и тет-
радекана. Без таких уравнений невозможно проведение
теоретических исследований динамики указанных жид-
костей и их пара при больших изменениях давления и
температуры, особенно в условиях, когда имеется гра-
ница раздела фаз, на которой происходит тепломассооб-
мен. Разработана теория эволюции несферических воз-
мущений поверхности пузырьков при их сверхсильном
сжатии. Установлено, что существенную роль в ограни-
чении роста амплитуды несферических возмущений по-
верхности пузырьков при сжатии играет вязкость жид-
кости. Показано, что с повышением температуры жид-
кости рост амплитуды возмущений снижается. Установ-
лено, что при сильном сжатии кавитационных пузырь-
ков в ацетоне амплитуда возмущений растет намного
медленнее, чем в воде, что соответствует результатам
экспериментов по нейтронной эмиссии при акустиче-
ской кавитации дейтерированного ацетона.

Р.И. Нигматулин внес фундаментальный вклад в
разработку теории экстремальной кумуляции энергии
и сверхсжатия среды в кавитационных пузырьках при
коллапсе. Показано, что для реализации такой кумуля-
ции необходимо образование в пузырьках радиально-
сходящихся ударных волн, посредством схождения ко-
торых к центру пузырьков и отражения от него и до-
стигается сверхвысокая степень кумуляции энергии в
малой центральной области пузырьков. Наряду с этим в
ходе коллапса пузырьки и радиально-сходящиеся в них
ударные волны должны быть близки к сферическим,
иначе сферическая кумуляция будет расфокусирована,
так что вместо нее может быть реализована цилиндри-
ческая кумуляция или столкновение плоских ударных
волн. Показано, что реализацию экстремальной куму-
ляции предпочтительнее осуществлять в кластере, по-
скольку в таком случае сжимающее пузырек давление
выше, чем при воздействии на одиночныйпузырек. При
этом лучше использовать жидкости с большим молеку-
лярнымвесомималымпоказателемадиабатыпара (аце-
тон, бензол, тетрадекан), так как в паре такихжидкостей
скорее образуются сходящиеся ударные волны. Данная
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теория имеет большие перспективы для приложений, в
частности, в химии, поскольку при экстремальной ку-
муляции в пузырьках достигаются уникальные условия
для химических реакций: плотности, сравнимые с плот-
ностями твердых тел; температуры выше, чем на по-
верхности солнца; давления более высокие, чем в са-
мых глубоких местах мирового океана. Уникальность
пузырьковой кумуляции заключается еще и в рекордно
больших скоростях повышения и понижения давлений
и температур, что также очень важно для химии. Под ру-
ководством Р.И. Нигматулина разработана теория гид-
родинамического взаимодействия между пузырьками.
Показано, что несферичность пузырьков в центральной
области пространственного кластера при расширении и
сжатии пузырьков под действием гармонического изме-
нения давления жидкости оказывается меньше, чем в
центральной области линейного стримера, что находит-
ся в соответствии с результатами экспериментов по ней-
тронной эмиссии при акустической кавитации дейте-
рированного ацетона. Р.И. Нигматулиным с коллегами
создана теория динамики пузырьковых кластеров как
дискретного множества пузырьков. Показано, что при
гармоническом воздействии на кластер закон измене-
ния давления жидкости в центральной области кластера
может сильно отличатся от гармонического, а сжима-
ющее пузырьки давление жидкости может значитель-
но превышать амплитуду гармонического воздействия.
Р.И. Нигматулин с коллегами развил теорию динами-
ки пузырьковых кластеров также и в рамках модели
сплошной среды. Показано, что пузырьковые кластеры
могут фокусировать в своей центральной области энер-
гию распространяющейся по жидкости плоской волны
сжатия, в результате чего давление в центральной об-
ласти кластера может быть намного больше давления
в падающей волне.

Р.И. Нигматулиным совместно с группой американ-
ских коллег выполнены экспериментальные исследо-
вания сверхсжатия пузырьков при акустической кави-
тации дейтерированного ацетона, в которых впервые
были зафиксированы нейтронная эмиссия и производ-
ство ядер трития, являющихся свидетельством реализу-
ющихся в пузырьках термоядерных актов. Данные ре-
зультаты имеют огромное фундаментальное значение.

Рассмотрены гидро- и термодинамические уравне-
ния для атмосферы в метеорологических или климати-
ческих масштабах, когда силы инерции пренебрежимо
малы по сравнению с силой тяжести и сказывается инер-
ция горизонтальной скорости и температуры. Для тако-
го квазистатического по вертикали течения получено
асимптотически точное уравнение для распределения
вертикальной скорости по распределению плотности,
температуры и горизонтальных скоростей. Выведена
замкнутая система уравнений гидро- и термодинами-
ки, в которой давление в каждой точке определяется
весом столба воздуха над этой точкой. Именно эта си-
стема уравнений должна использоваться для расчетов
климатических и метеорологических процессов, в кото-
рых существенную роль играет инерция горизонталь-

ной скорости и безынерционная вертикальная скорость.
Р.И. Нигматулин является создателем и руководи-

телем признанной в мире научной школы по механике
многофазных систем (подготовил 28 докторов наук и 50
кандидатов наук). Роберт Искандерович входит в состав
Российских национальных комитетов по теоретической
и прикладной механике, по тепло- и массообмену, меж-
дународного комитета по многофазным течениям, ред-
коллегий ряда отечественных и зарубежных журналов.

Р.И. Нигматулин является автором свыше 260 на-
учных публикаций и изобретений, среди которых де-
сять монографий и учебников. Его монографии являют-
ся настольными книгами специалистов, работающих в
области механики и теплофизики гетерогенных сред.
Учебник «Механика сплошной среды» стал одним из
основных учебников для студентов–механиков в уни-
верситетах России.

В монографии [1] последовательно изложены тео-
ретические основы, которые необходимы для понима-
ния и расчета движения гетерогенных или многофаз-
ных смесей в разнообразных ситуациях. Такие смеси
широко представлены в различных природных процес-
сах и областях человеческой деятельности. Подробно
изложены вопросы вывода уравнений движения, рео-
логии и термодинамики гетерогенных сред. Для этого
рассмотрены как феноменологический метод, так и бо-
лее глубокий метод осреднения. Получены замкнутые
системы уравнений для монодисперсных смесей с уче-
том вязкости, сжимаемости фаз, фазовых переходов,
относительного движения фаз, радиальных пульсаций
пузырей, хаотического движения и столкновения ча-
стиц и других эффектов. Рассмотрены уравнения и по-
становки задач применительно к твердым пористым
средам, насыщенным жидкостью. Описаны имеющиеся
в современной литературе решения задач о движении и
тепло- и массообмене около капель, частиц, пузырьков.
Монография пользуется большим спросом у научных
и инженерно-технических работников, занимающихся
механикой и работающих в энергетике, космической
и атомной технике, химической технологии, нефтега-
зодобывающей промышленности, взрывном деле. Она
широко используется в качестве учебного пособия сту-
дентами и аспирантами университетов, политехниче-
ских и физико-технических вузов.

В двухтомной монографии [2], переведенной и из-
данной в США, систематически излагаются механика и
теплофизика различных многофазных сред: газовзве-
сей, пузырьковых жидкостей, газо- и парожидкостных
потоков, двухфазных жидкостей в пористых телах. При-
водятся основные уравнения механики и теплофизики
многофазных сред различной структуры, рассматрива-
ются методы описания межфазного взаимодействия в
дисперсных средах, исследуются ударные и детонацион-
ные волныи волны горения в конденсированных средах,
газовзвесях и пористых телах, дается теория обработ-
ки и упрочнения металлов взрывом. Излагается теория
звуковых, ударных и кинематических волн и колеба-
тельных движений в двухфазных средах, гидравлика
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и теплофизика газожидкостных потоков, теория кри-
зисов теплообмена, критических истечений, фильтра-
ции многофазных жидкостей. Описываются экспери-
ментальные методы и их результаты. Данный двухтом-
ник пользуется огромной популярностью у студентов и
аспирантов вузов, а также исследователей, работающих
в энергетике, космической и атомной технике, химиче-
ской технологии, нефтяной и газовой промышленности,
взрывном деле.

Деятельность Р.И. Нигматулина неразрывно связа-
на с организацией различных конференций, симпози-
умов, съездов, где он производил незабываемое впе-
чатление своими яркими эмоциональными докладами.
Научному сообществу ученых-механиков памятны по-
следние съезды по теоретической и прикладной меха-
нике, которые успешно проходили в Казани (2015 г.),
Уфе (2019 г.), Санкт-Петербурге (2023 г.) и собрали около
1500 участников каждый. Высокий уровень проведения
мероприятий был оценен старшим поколением, кото-
рое вспомнило съезды, проводимые в национальных
республиках СССР. Такие крупные научные мероприя-
тия невозможны без поддержки региональных лидеров.
Успех в проведении съездов в Казани и Уфе во многом
обусловлен высоким авторитетом Р.И. Нигматулина в
Татарстане и Башкортостане и поддержкой республи-
канского руководства.

Памятны международные юбилейные конферен-
ции, проведенные на судах Института океанологии
им. П.П. Ширшова в 2010 и 2015 годах, которые собра-
ли ведущих специалистов по механике многофазных
сред со всего мира. Юбиляр Р.И. Нигматулин каждый
день сам вел заседания. Ни один доклад не остался без
комментариев председателя в присущей ему живой ма-
нере, и всегда им высказывались доброжелательные
пожелания в адрес докладчика. Запомнилось одно из
заседаний, которое проходило при значительной кач-
ке корабля из-за плохой погоды на Балтийском море.
Некоторые участники не смогли даже присутствовать и
остались в каютах. Роберт Искандерович, несмотря на
неважное самочувствие и предложения отдохнуть, му-
жественно сам провел это заседание, не уступив место
председателя.

Не забудется реформа Российской академии на-
ук, отрыв академических институтов от РАН, что, по
мнению большинства членов РАН, нанесло значитель-
ный ущерб развитию фундаментальной науки в России.
Р.И. Нигматулин всегда выступал и выступает за возвра-
щение академических учреждений в РАН, о чем свиде-
тельствуют его многочисленные яркие выступления на
общих собраниях РАН и в прессе. Тем не менее, в сло-
жившейся сложной ситуации Р.И. Нигматулин принял
активное участие в реформировании академической
сети институтов в Казани и Уфе и создании на базе Ка-
занского и Уфимского научных центров Федеральных

исследовательских центров.
Высокопродуктивную научную деятельность

Р.И. Нигматулин сочетает с активной общественной,
организационной и руководящей работой. Он является
членом Президиума РАН, внес крупный вклад в созда-
ние и становление Тюменского научного центра СОРАН,
был организатором и первым директором Института
механики многофазных систем СО РАН (1990–1995 гг.),
организовал кафедру и диссертационные советы в Тю-
менском госуниверситете. Возглавлял две академиче-
ские организации в Уфе: Уфимский научный центр
(1993–2006 гг.) и Академию наук Республики Башкор-
тостан (1996–2006 гг.). С 2006 г. Р.И. Нигматулин был
директором, а с 2017 г. является научным руководите-
лем Института океанологии им. П.П. Ширшова РАН —
одного из крупнейших институтов РАН, сопредседа-
телем научного совета РАН по проблемам Мирового
океана. Благодаря его усилиям была кардинально улуч-
шена работа научного флота России. Большое внимание
им уделяется работе со студентами и аспирантами.
Роберт Искандерович читал лекции во многих универ-
ситетах СССР, России и ряде стран мира. В настоящее
время работает заведующим кафедрой и профессором
МГУ им. М.В. Ломоносова и Сколтеха. Является блестя-
щим пропагандистом и популяризатором достижений
отечественной науки.

Академик Р.И. Нигматулин применял свои знания
и эрудицию в качестве депутата Государственного со-
брания РБ (избирался дважды в 1995 и в 1999 гг.), депу-
тата Государственной Думы РФ третьего созыва (1999 г.),
где возглавлял Высший экологический совет. Был пред-
ставителем России в ПАСЕ. Руководил созданием важ-
нейшего закона о регулировании работ с облученным
ядерным топливом, который был принят в 2001 г.

За успешную и плодотворную деятельность
Р.И. Нигматулин был награжден многими государствен-
ными наградами, среди которых Премия Ленинско-
го комсомола (1973 г.), Государственная премия СССР
(1983 г.), Премии Правительства РФ (2012, 2019 гг.),
Орден Почета (2000 г.), Орден «За заслуги перед Отече-
ством» IV степени (2011 г.), Орден Александра Невского
(2024 г.) и др.

Ученики, друзья, коллеги и редколлегия жур-
нала сердечно поздравляют Роберта Искандеровича
Нигматулина с замечательным юбилеем, желают здо-
ровья, долголетия и новых выдающихся достижений!
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Анализ многофазной модели течения газовой смеси через слой
микросфер в условиях селективного отбора компонентов
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Приводится математическая односкоростная, однотемпературная модель нестационарного течения смеси газов через пористую среду
из микросфер, имеющих дисперсное распределение по физическим и геометрическим параметрам. Для системы квазилинейных
уравнений в частных производных, описывающих модель, доказывается её гиперболичность и приводится оценка для собствен-
ных значений. Выводятся и описываются безразмерные критерии, отвечающие за течение газовой смеси по покоящемуся слою из
микросфер в условиях селективной газовой проницаемости. Выводится аналитическое решение стационарной одномерной задачи
течения бинарной смеси и приводятся результаты численного эксперимента двух задач в рамках проблемы разделения газовых смесей
в нестационарном режиме.

Ключевые слова: гелий, микросферы, природный газ, мембраны, извлечение

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда и Правительства Новосибирской области (код
проекта 23-29-100068).

Analysis of a multiphase model of gas mixture flow through a layer of
microspheres under conditions of selective extraction of components

A.S. Vereshchagin , I.V. Kazanin, V.N. Zinovyev, V.M. Fomin
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk

E-mail: vereshchag@itam.nsc.ru

A mathematical single-speed, single-temperature model of non-stationary gas mixture flow through a porous medium of microspheres
with a dispersed distribution by physical and geometric parameters is presented. For a system of quasi-linear partial differential equations
describing the model, its hyperbolicity is proved and an estimate for the eigenvalues is given. Dimensionless criteria responsible for the
gas mixture flow through a stationary layer of microspheres under conditions of selective gas permeability are derived and described. An
analytical solution to the stationary one-dimensional problem of binary mixture flow is derived, and the results of a numerical experiment
of two problems are presented within the framework of the problem of gas mixture separation in a non-stationary mode.

Keywords: helium, microspheres, natural gas, membranes, extraction

1. Введение

Российский потенциал по добыче гелия сосредо-
точен на территории Восточной Сибири и Дальнего
Востока, где открыто более 30 гелийсодержащих газо-
вых месторождений с высоким содержанием гелия (0,2–
0,8 %) [1]. Специалисты Института нефтегазовой геоло-
гии и геофизики СО РАН считают, что гелий, получа-
емый из месторождений природного газа Восточной
Сибири и Дальнего Востока, может закрыть до 45 %
его мирового спроса. Однако эти месторождения пока

еще достаточно плохо освоены. При этом предполагает-
ся, что основными потребителями гелия будут страны
Азиатско-Тихоокеанского региона.

В настоящее время производство гелия в РФ сосре-
доточено на Оренбургском гелиевом заводе (ПАО «Газ-
пром»), которое в ближайшем будущем будет перерас-
пределено на Амурский газоперерабатывающий завод
ПАО «Газпром». Ресурсной базой для Амурского ГПЗ бу-
дет в основном природный газ Чаяндинского и Ковык-
тинского месторождений, поступающий по газопроводу
«Сила Сибири». Дополнительно к Амурскому ГПЗ нахо-
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дится в режиме опытного применения гелиевый завод
на Ярактинском нефтегазоконденсатном месторожде-
нии. Однако, большинство средних и, особенно, малых
месторождений Восточной Сибири и Дальнего Востока
продолжают вести добычу природного газа без выделе-
ния из него гелия как отдельного товарного продукта.
Если не принять мер по созданию системы сбора, транс-
портировки и хранения гелия, то в течение следующих
20 лет общие потери гелия могут достигнуть 1 млрд. м3.

Предлагаемый авторами мембранно-сорбционный
метод выделения гелия из газовых смесей в своей осно-
ве опирается на избирательную проницаемость полых
стеклянныхмикросфер по отношению к легким и инерт-
ным газам [2]. Для описания газовой проницаемости
микросфер используется феноменологическая модель,
подразумевающая диффузию целевого газа сквозь мате-
риал стенки, вызванную градиентом его концентрации.
Такой подход приводит к описанию поглощения газов
микросферами аналогично классическому подходу, ис-
пользуемому для мембран. В отличие от мембран для за-
сыпкиизмикросфер точнонеизвестна площадь рабочей
поверхности, толщина стенкимикросфер, коэффициент
проницаемости стенки микросфер и давление на одной
из рабочих поверхностей. Все эти параметры необходи-
мо определять экспериментально по падению давления
в ёмкости с микросферами, связанного с поглощением
ими того или иного компонента. Также стоит отметить
то обстоятельство, что засыпка микросфер неоднородна
по физическим и геометрическим параметрам, а коэф-
фициент проницаемости существенно зависит от тем-
пературы, что усложняет процесс моделирования.

В предыдущих работах, используя подходы, изло-
женные в [3,4], была разработана математическая мо-
дель течения парогелиевой смеси газов через адсор-
бер, заполненный гранулами композитного адсорбен-
та на основе микросфер [5]. Для описания процесса те-
чения воздушно-гелиевой смеси через пористый слой
из гранулированного сорбента используется сопряжён-
ная математическая модель, состоящая из конвектив-
ной и диффузионной частей. Конвективная часть — это
классическая модель многофазной среды, описываемая
уравнениями законов сохранения массы импульса и
энергии для смеси газов и гранулированной неподвиж-
ной среды. Диффузионная часть модели описывает мас-
соперенос газов в цилиндрической частице адсорбента
с учётом поглощения гелия микросферами, которые в
ней содержатся.

В настоящей работе предлагается провести анализ
модели течения бинарной смеси газов по адсорберу, за-
полненному неподвижным слоем микросфер, в кото-
ром конвективная составляющая будет такой же, как
и в предыдущей работе, а правые части, отвечающие
за обмен массой, импульсом и энергией между фаза-
ми, будут учитывать неравномерность распределения
микросфер по геометрическим и физическим парамет-
рам [6, 7]. Суть учёта неравномерности заключается в
разделение микросфер по группам, внутри которых ско-
рость поглощения газов одинаковая.

2. Математическая модель течения
смеси газов в покоящемся
слое микросфер с учетом их
селективного поглощения

2.1. Уравнения в дивергентном виде
На основе задела [5,7,8] разработана математиче-

скаямодель течения смеси газов через покоящийся слой
из микросфер с учётом селективного поглощения раз-
личных газов из смеси в условиях дисперсного распре-
деления микросфер по параметрам.

Течение N-компонентной смеси газов через слой
микросфер с учётом их селективного поглощения опи-
сывается следующей системой квазилинейных диффе-
ренциальных уравнений

∂U
∂t

+
∂W
∂x

= G, (1)

U =


ρ11
. . .
ρ1N
ρ1v

U1 + U2 + Ek1

 ,

W =


ρ11v
. . .
ρ1Nv

ρ1v2 + p1
(U1 + Ek1 + p1)v

 ,

G =


−K1
. . .

−KN
f1 − v ∑N

i=1 Ki
f1v

 ,

где
f1 = −αprµ(ρ1i, T)m1v/k − α2

prβρ1v2/
√

k,

p1j =
N

∑
i=1
ρ1iRiT, ρ1 =

N

∑
i=1
ρ1i, p1 =

N

∑
i=1

p1i,

U1 =
N

∑
i=1
ρ1iCViT, Ek =

ρ1v2

2
,

U2 =

(
N

∑
i=1

M

∑
j=1
ρ

j
2iCVi + m2ρ30CS

)
T,

ρ1i — плотность i-й компоненты газовой смеси (i =
1, . . . , N); v— скорость потока; f1 — сила сопротивления,
соответствующая закону фильтрации Форхгеймера; U1,
Ek — внутренняя и кинетическая энергия газовой сме-
си; U2 — внутренняя энергия гранул с содержащимися
в них газами; p1i — давление i-го газа (i = 1, . . . , N);
T — температура; k, β— коэффициенты проницаемости
пористого слоя в модели Форхгеймера; m1, m2 — пори-
стость и объемная концентрация микросфер в адсорбе-
ре; µ(ρ1j, T)— вязкость смеси газов (j = 1, . . . , N); αpr —
величина просвета пористого слоя; CVi — удельная теп-
лоемкость компоненты газовой смеси при постоянном
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объеме (i = 1, . . . , N); ρ30 — плотность стекла, из которо-
го изготовлены микросферы; CS — удельные теплоем-
кость стекла; Ri — индивидуальная газовая постоянные
компоненты смеси (i = 1, . . . , i); L — длина адсорбера.

Система уравнений (1) представляет собой диффе-
ренциальную форму законов сохранения массы, им-
пульса и энергии при течении газовой смеси через слой
микросфер, в котором сопротивление среды учитывает-
ся в виде закона фильтрации Форхгеймера (выражение
для f1), а учёт перетока массы между фазами проис-
ходит с помощью массовых потоков Ki (i = 1, . . . , N).
В то же время Ki состоят из суммы M слагаемых — M
групп для учёта дисперсности распределения микро-
сфер по параметрам.

В соответствии с [6] дополнительно к этой системе
уравнений добавляются N × M уравнений для массо-
вых потоков K j

i , учитывающих поглощение i-го газа j-й
группой микросфер:

∂ρ
j
2i

∂t
= K j

i (i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , M), (2)

K j
i = βij(T)(αijρ1i − ρ

j
2i),

где ρj
2i — плотность i-го газа, отвечающая j-ой группе;

M — количество групп, на которые разбивается сорб-
ционный объем; N — количество газовых компонент
в смеси; βij = βij(T)— коэффициент проницаемости j-
ой группой микросфер i-ой компоненты газовой смеси;
α

j
i — удельный сорбционный объем j-ой группой мик-
росфер для i-ой компоненты газовой смеси. При этом

Ki =
M

∑
j=1

K j
i (i = 1, . . . , N).

Коэффициент проницаемости βij в данной модели
является величиной обратной к характерному времени
сорбции для данного газа по отношению к выбранной
группе микросфер и фактически является основопола-
гающей величиной при определении скорости поглоще-
ния того или иного компонента газа. Удельные сорбци-
онные объемы αij отвечают замаксимальное количество
газа, которое может адсорбироваться в выбранную груп-
пу микросфер в равновесном состоянии системы.

2.2. Уравнения в недивергентном виде
для бинарной смеси

Для частного случая бинарной смеси (N = 2) мате-
матическая модель (1)–(2) была преобразована к неди-
вергентному виду:

ut + A(u)ux = f (u), (3)

u=


ρ11
ρ12
v
T

 , A(u)=


v 0 ρ11 0
0 v ρ12 0

R1T
ρ1

R2T
ρ1

v BR/ρ1

0 0
p1

BV

B1V
BV

v

 ,

f (u) =


−K1
−K2
f1/ρ1

(CV1K1 + CV2K2)T + Kv2

2
BV

 ,

где

BR = ρ11R1 + ρ12R2, B1V = ρ11CV1 + ρ12CV2,

BV = CV1(ρ11 + ρ21) + CV2(ρ12 + ρ22) + CS3ρ30m22,

ρ1 = ρ11 + ρ12, p1 = ρ11R1T + ρ12R2T,

f1 = −αprµ(ρ11, ρ12, T)m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k.

Соотношения, описывающие влияние температуры
на коэффициент вязкости µi(T), имеют вид [9]:

µi(T) = µ0
i

Tre f + Ci

T + Ci

(
T

Tre f

)3/2

, (4)

где Ci, µ0
i — константа Сазерленда и вязкость гелия и

воздуха при температуре Tre f (i = 1, 2).
Для определения вязкости бинарной газовой смеси

использовались формулы Вилке [10]:

µ(ρ11, ρ12, T) =
2

∑
i=1

ni(ρ11, ρ12)

∑2
j=1 nj(ρ11, ρ12)ϕij(T)

µi(T).

Здесь

ϕij(T)=

1 +

(
µi(T)
µj(T)

)1/2

·
(Mj

Mi

)1/4
2

4√
2
·
(

1 +
Mi
Mj

)1/2 , i, j = 1, 2,

ni(ρ11, ρ12) =
ρ1i/Mi

∑2
j=1 ρ1j/Mj

, i = 1, 2,

где ni(ρ11, ρ12)— молярная концентрация компонентов
смеси (i = 1, 2); ϕij(T) — вспомогательные функции
(i, j = 1, 2); M1, M2 — молярные массы газов.

Уравнения дополняются уравнениями селективно-
го поглощения газов микросферами:

∂ρ2i,j

∂t
= K j

i , (5)

где

K j
i = βij(T)(αijρ1i − ρ2i), Ki =

M

∑
j=1

K j
i

(i = 1, 2, j = 1, . . . , M).

где M — количество групп микросфер.
Зависимость βij от температуры подчиняется зако-

ну Аррениуса [11] вида:

βij = β0,ijTe
−

Ea,i
RgT (i = 1, 2, j = 1, . . . , M).
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2.3. Характеристические числа
дифференциальных уравнений
в модели закона течения смеси газов

В работе [5] показано, что в области развитого тече-
ния (v ̸= 0) у матрицы A(u) всегда существует четыре
различных действительных собственных значения λi(u)
(i = 1, . . . , 4).

В случае v > 0 они будут удовлетворять условию

λ1 <
B1V
BV

v < λ2 < λ3 = v < λ4.

При этом λ1 ⩽ 0 при v ⩽ c, и λ1 > 0 при v > c, где c —
скорость звука бинарной смеси.

Показано, что при v < 0 они будут удовлетворять
условию

λ4 < λ3 = v < λ2 <
B1V
BV

v < λ1.

При этом λ1 ⩽ 0 при v ⩽ −c, и λ1 > 0 при v > c.
Таким образом, можно сделать вывод о том, что си-

стема квазилинейных уравнений (3) с матрицей A(u)
имеет гиперболический тип.

3. Безразмерные критерии для описания
процесса течения бинарной смеси по
покоящемуся слою микросфер

3.1. Характерные параметры течения
и дополнительные соотношения

Введем безразмерные характеристики течения (со
штрихами), используя следующие соотношения:

ρ11 = ρ0ρ
′
11, ρ12 = ρ0ρ

′
12,

ρ21,j = ρ0ρ
′
21,j, ρ22,j = ρ0ρ

′
22,j (j = 1, . . . , M),

v = v0v′, T = T0T′,
x = Lx′, t = τt′,

(6)

где ρ0 — характерная плотность; v0 — характерная ско-
рость; L — длина адсорбера; T0 — характерная темпера-
тура в адсорбере; τ— характерное время процесса.

С учётом введенных обозначений можно следую-
щим образом провести обезразмеривание дополнитель-
ных соотношений для бинарной смеси (3).

Безразмерная плотность

ρ1 = ρ0(ρ
′
11 + ρ

′
12). (7)

Безразмерное давление

p1 = p0 p′1

(
R2

R1
, ρ′11, ρ′12, T′

)
, (8)

где

p0 = ρ0R1T0, p′1(A′, ρ′11, ρ′12, T′) = ρ′11T′ + ρ′12 A′T′.

Безразмерные коэффициенты проницаемости
микросферы

βij(T) = β0
ijβ

′
(

Ea,i

RgT0
, T′
)

, (9)

(i = 1, 2, j = 1, . . . , M).

где β0
ij = β0,ijT0, β′ (A′, T′) = T′e−A′/T′

.
Безразмерная динамическая вязкость компоненты

газовой смеси

µi = µ
0
i (T0)µ

′
s

(
Ci
T0

, T′
)

(i = 1, 2), (10)

где

µ
0
i (T0) = µ

re f
i

Tre f + Ci

T0

(
T0

Tre f

)3/2

,

µ
′
s(B′, T′) =

T′3/2

T′ + B′ .

Безразмернаядинамическая вязкость газовой смеси

µ(ρ1l , T) = µ0(T0)µ
′
(
µ0

i
µ0

j
,

Ck
T0

,
Mp

Mr
, ρ′1s, T′

)
(11)

(i, j, k, l, p, r, s = 1, 2),

где
µ0(T0) = µ

0
1(T0),

µ′
(

X′
ij, Y′

k, Z′
pr, W ′

s , T′
)
=

=
2

∑
i=1

ni(Z′
pr, W ′

s)X′
i1µ

′
s(Y′

i , T′)

∑2
j=1 nj(Z′

pr, W ′
s)ϕij

(
X′

ij, Y′
i , Y′

j , Z′
ij, T′

) ,

ϕij (A′, B′, C′, D′, T′) =

=

[
1 +

(
A′ · µ

′
s(B′, T′)

µ′s(C′, T′)

)1/2

· D′−1/4

]2

4√
2
·
(
1 + D′)1/2

,

ni(U′
s, V′

pr) =
U′

i

∑2
k=1 U′

kV′
ki

.

Для потенциальной энергии справедливы следую-
щие соотношения

U1 = (CV1ρ11 + CV2ρ12)T = (CV1ρ0ρ
′
11+

+CV2ρ0ρ
′
12)T0T′ = U0U′

1

(
CV2

CV1
, ρ′11, ρ′12

)
,

где

U0=C1
Vρ0T0, U′

1(A′, ρ′11, ρ′12)=
(
ρ′11 + A′ρ′12

)
T′,

U2 = (CV1ρ21 + CV2ρ22 + ρ30m22C3S)T =

= (CV1ρ0ρ
′
21 + CV2ρ0ρ

′
22 + ρ30m22C3S)T0T′ =

= U0U′
2

(
CV2

CV1
,

CS3

CV1
, m22,

ρ30

ρ0
, ρ′21, ρ′22

)
,

где

U′
2(A′, B′, C′, D′, ρ′21, ρ′22)=

(
ρ
′
21 + A′

ρ
′
22 + B′C′D′) T′.

Тогда

U = U1 + U2 = U0U′
(

CV2

CV1
,

CS3

CV1
, m22,

ρ30

ρ0
, ρ′21, ρ′22

)
,
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где

U′(A′, B′, C′, D′, ρ′21, ρ′22) =

=
(
ρ
′
11 + ρ

′
21 + A′(ρ′12 + ρ

′
22) + B′C′D′) T′.

Выпишем систему уравнений для бинарной сме-
си (3) в безразмерном виде.

3.2. Основные уравнения в безразмерном виде

Законы сохранения массы для каждого газа

L
v0τ

∂ρ′11
∂t′

+
∂ρ′11v′

∂x′
= − L

ρ0v0
K1, (12)

L
v0τ

∂ρ′12
∂t′

+
∂ρ′12v′

∂x′
= − L

ρ0v0
K2, (13)

Рассмотрим правые части

− L
ρ0v0

Ki = − L
ρ0v0

M

∑
j=1
βij(αijρ1i − ρ2i) =

= −
M

∑
j=1

Lβ0
ij

v0
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i) =

= −
Lβ0

i
v0

M

∑
j=1

Lβij

v0
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i) i = 1, 2.

Закон сохранения импульса для смеси

L
v0τ

∂v′

∂t′
+

p0

ρ0v2
0

T′

ρ′1

∂ρ11′

∂x′
+

p0

ρ0v2
0

R2

R1

T′

ρ′1

∂ρ′12
∂x′

+ v′
∂v′

∂x′
+

+
p0

ρ0v2
0

p′1
(

R2
R1

)
ρ′1T′

∂T
∂x

=
L
v2

0

f1

ρ1
,

Рассмотрим правую часть

L
v2

0

f1

ρ1
=−m1

αprµ0(T0)L
ρ0v0k

µ′
(
µ0

i
µ0

j
, Ck

T0
, Mp

Mr

)
v′

ρ′1
−
α2

prβL
√

k
v′2.

Закон сохранения энергии для смеси

L
v0τ

∂T′

∂t′
+

R1

CV1

p′1
(

R2
R1

)
T′

U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

, m22, ρ30
rho0

) ∂v′

∂x′
+

v′
U′

1

(
CV2
CV1

)
U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

, m22, ρ30
ρ0

) ∂T′

∂x′
=

=
L

v0T0

T
U

(
(CV1K1 + CV2K2)T+

+
(K1 + K2)v2

2

)
.

(14)

Рассмотрим правую часть

L
v0T0

T
U

(
(CV1K1 + CV2K2)T +

(K1 + K2)v2

2

)
=

=
L

v0U0

T′

U′

[
ρ0CV1T0

( M

∑
j=1
β1j(α1jρ

′
11 − ρ′21)+

+
CV2

CV1

M

∑
j=1
β2j(αijρ

′
12 − ρ′22)

)
T′+

+ρ0v2
0

∑i,j βij(αijρ
′
1i − ρ′2i)v

′2

2

]
=

=
T′

U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

m22, ρ30
ρ0

)[( Lβ0
1

v0

M

∑
j=1

β0
1j

β0
1
β
′
(

Ea,1

RgT0

)
×

×(α1jρ
′
11 − ρ′21)+

+
CV2

CV1

Lβ0
2

v0

M

∑
j=1

β0
2j

β0
2
β
′
(

Ea,2

RgT0

)
(αijρ

′
12 − ρ′22)

)
T′+

+
ρ0v2

0
U0

∑i,j
Lβ0

i
v0

β0
ij

β0
i
β′
(

Ea,i
RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i)v

′2

2

]
.

Обезразмеривание уравнений (5) даёт следующее
соотношение

∂ρ′2,ij

∂t′
= τβ0

i

β0
ij

β0
i
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2,ij).

3.3. Основные безразмерные критерии

В результате проделанных операций можно вы-
делить следующие основные безразмерные критерии,
описывающие течение бинарной смеси в адсорбере с
учётом селективного поглощения газов микросферами.

Структурные параметры, определяющие геомет-
рию засыпки:

• m1, m22 — объёмные концентрации;

• αij — удельные сорбционные объёмы.

Параметры, зависящие только от физических ха-
рактеристик сред:

•
R2

R1
=

M1

M2
— отношение газовых постоянных;

•
R1

CV2
— отношение газовой постоянной

к удельной теплоемкости;

•
CV2

CV1
,

CS3

CV1
— отношение удельных теплоемкостей;

•
µ0

2
µ0

1
— отношение характерных вязкостей газов.

Параметры, характеризующие течение газов:

•
L

v0τ
— критерий Струхаля;
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•
p0

ρ0v2
0
=

R1T0

v2
0
— критерий Эйлера;

•
ρ30

ρ0
—отношение плотности твердой фазы и харак-

терной величины плотности газовой фазы;

•
Lβ0

i
v0

— отношение скоростей процессов конвекции

и сорбции в адсорбере (i = 1, 2);

• τβ0
i — отношение характерного времени процесса

ко времени сорбции (i = 1, 2);

•
β0

ij

β0
i
— отношение коэффициентов скорости сорб-

ции для выбранного газа (i = 1, 2);

•
αprµ0(T0)L
ρ0v0k

—первый безразмерный коэффициент

в законе Форхгеймера;

•
α2

prβL
√

k
— второй безразмерный коэффициент в за-

коне Форхгеймера;

•
Ea,i

RgT0
— отношение энергии активации выбранно-

го газа (i = 1, 2) к характерной внутренней энергии
смеси;

•
Ci
T0
— отношение числа Сазерленда к характерной

температуре для выбранного газа (i = 1, 2);

•
ρ0v2

0
U0

=
v2

0
R1T0

— отношение кинетической энергии

к внутренней.

Полученные критерии в дальнейшем будут исполь-
зованы для проведения параметрического исследова-
ния процесса разделения газовой смеси.

4. Аналитическое решение для
одномерного стационарного случая
Для тестирования численных решений рассмотрен

стационарный одномерный частный случай исходной
модели для бинарной смеси газов (3):

ρ11v = C1,
ρ12v = C2,[

ρ1v2 + p1
]

x = f1,
[(U1 + Ek1 + p1)v]x = f1v,

где C1, C2 — константы интегрирования;

f1 = −αprµ(ρ11, ρ12, T)m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k;

U1 = (C1
Vρ11 + C2

Vρ12)T; Ek1 =
ρ1v2

2
;

p1 = (ρ11R1 + ρ12R2)T.

Тогда

f1 = −αprµ0m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k =

= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v,

где

A = αprm1/k, B = α2
prβ/

√
k, C = C1 + C2.

Пусть DR = C1R1 + C2R2, DV = C1
VC1 + C2

VC2, тогда

p1 = DRT/v, U1 = DV T/v, Ek1 = Cv/2.

Исходная модель переписывается в виде:

Cvx + DR

(
T
v

)
x
= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v,

Cvvx + (DR + DV)Tx = −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v2.

После раскрытия (T/v)x = Tx/v − Tvx/v2 и умно-
жения первого уравнения на v получим(

Cv−DR
T
v

)
vx + DRTx =−(Aµ(ρ11, ρ12, T)+BC)v2,

Cvvx + (DR + DV)Tx =−(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v2.

Вычитая из второго уравнения первое получим, что

DR
vx

v
+ DV

Tx

T
= 0,

или после интегрирования для некоторых констант C′
3

и C3:

vDR TDV = C′
3,

или
T = C3v−DR/DV .

Тогда Tx = −DR
DV

C3v−DR/DV−1vx, и последнее урав-

нение после сокращения на v2 перепишется в виде:[
C
v
− (DR + DV)

DR
DV

C3v−DR/DV−3
]

vx =

= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC),
(15)

где

ρ11 = C1/v, ρ12 = C2/v, T = C3v−DR/DV . (16)

Заморозим вязкость и рассмотрим приближение
µ(ρ11, ρ12, T) = µ0 = const. Следовательно для некото-
рой новой константы C4:

C ln v +
DR(DR + DV)

DR + 2DV
C3v−DR/DV−2 =

= −(Aµ0 + BC)x + C4.
(17)

Таким образом, соотношения (15), (16) и (17), (16)
являются аналитическим решением в случае стационар-
ного течения бинарной смеси через покоящийся слой
микросфер с учётом силы сопротивления в форме Форх-
геймера в общем случае и в случае замороженной вяз-
кости соответственно.
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5. Численное моделирование процесса
обогащения воздушно-гелиевой смеси
в нестационарном режиме
Для моделирования процесса заполнения адсорбе-

ра газовой смесью с микросферами на основании ма-
тематической модели, описываемой уравнениями (1),
использовалась WENO-разностная схема [12]. Числен-
ная реализация была протестирована на сходимость на
различных сетках и на сходимость к полученным ста-
ционарным аналитическим решениям.

Было проведено моделирование следующих задач:
а) волна концентрации распространяется по направ-
лению течения газа (волна нагрузки), при этом
микросферы будут насыщаться целевым газом, а
смесь обедняться (стадия насыщения микросфер);

б) волна концентрации распространяется против на-
правления течения газа (волна разгрузки), при
этом адсорбент уже насыщен целевым газом и
он будет выделяться повышенными темпами на
фронте волны (режим регенерации микросфер).
Для моделирования использовалась воздушная ге-

лиевая смесь, подаваемая в адсорбер под давлением
10 атм с объемной концентрацией гелия примерно 1 %.
Длина адсорбера L = 5 м, температура 303 К. В каче-
стве микросфер использовались кремнеземные микро-
сферы с предварительно определёнными характеристи-
ками [13].

Распространение волны концентрации гелия при
заполнении адсорбера показано на рис. 1.

Длительность процесса заполнения составляла 4 с.
За это время волна доходит до конца адсорбера, однако
концентрация гелия в свободном объеме меньше, чем
в исходном газе. Это связано с тем, что часть из него
адсорбировалось микросферами (примерно 25 %).

После этого моделировался процесс откачивания
газовой смеси на правой границе (L = 5 м) адсорбера
в вакуум при закрытой левой границе. Результат этого
процесса представлен на рис. 2.

Процесс истечения гелиевой смеси из адсорбе-
ра протекает с постоянным повышением концентра-
ции гелия в смеси от значения, которое установи-
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Рис. 1. Распространение волны концентрации гелия по адсорб-
ционной колонке при её заполнении в разные моменты
времени с промежутком ∆t = 1 с

лось в адсорбере в начале процесса откачивания. Пред-
ставленный эксперимент показывает, что эффект уве-
личения концентрации наблюдается, однако необхо-
димо проводить дальнейшее параметрическое иссле-
дование циклического процесса заполнения и откач-
ки адсорбера для определения возможных оптималь-
ных целевых значений процесса разделения смеси
в нестационарном режиме.

6. Заключение
В результате на основе предварительных исследо-

ваний разработана математическая модель нестацио-
нарного течения смеси газов через пористую среду из
микросфер, имеющих дисперсное распределение по фи-
зическим и геометрическим параметрам. Модель явля-
ется однотемпературной и односкоростной, а сопротив-
ление модели описывается законом фильтрации Форх-
геймера. Показано, что система квазилинейных диффе-
ренциальных уравнений, описывающих модель, имеет
гиперболический тип. Показано, что она всегда в случае
развитого течения имеет различные действительные
характеристические направления. Получены и описаны
безразмерные критерии, отвечающие за течение газо-
вой смеси по покоящемуся слою из микросфер в усло-
виях селективной газовой проницаемости. Получено
аналитическое решение стационарной одномерной за-
дачи течения бинарной смеси, и проведен численный
эксперимент двух задач в рамках проблемы разделения
газовых смесей в нестационарном режиме.
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Рис. 2. Зависимость от времени мгновенной концентрации (а) и мгновенного массового потока гелия (б) на выходе из адсорбера
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Численное исследование динамики детонационных волн в пузырьковой
жидкости при скачкообразном уменьшении диаметра цилиндрического
канала

И.К. Гималтдинов , А.С. Родионов, Е.Ю. Кочанова
Уфимский государственный нефтяной технический университет, Уфа

E-mail: iljas_g@mail.ru

Рассмотрены процессы отражения и дифракции волны давления в цилиндрическом канале, наполненном пузырьковой жидкостью, при
наличии скачкообразного уменьшения диаметра канала. Рассматривается случай, когда газовая фаза пузырьковой жидкости является
взрывчатой газовой смесью. Основная цель работы – численное исследование динамики детонационных волн в пузырьковой жидкости
при скачкообразном уменьшении диаметра цилиндрического канала. Для численного анализа эволюции волн в цилиндрическом канале,
заполненном пузырьковой жидкостью, применяется система уравнений в лагранжевых переменных, где в качестве лагранжевых
переменных приняты эйлеровы координаты в начальный момент времени. В качестве газовой фазы для расчетов принимается
ацетилено-кислородная стехиометрическая смесь, а в качестве жидкой фазы — водоглицериновый раствор с массовой долей глицерина
0.5. Показано, что при прохождении волн повышенного давления в цилиндрических каналах со скачкообразным уменьшением диаметра,
содержащих пузырьковую жидкость с горючим газом, возможно как непрерывное распространение детонации, так и затухание
детонации. Кроме того, переход от одного режима детонации к другому зависит не только от поперечных размеров узкой части канала,
но и от объемного содержания пузырьков. Установлено, что при прохождении волн повышенного давления в цилиндрических каналах
со скачкообразным уменьшением диаметра, содержащих пузырьковую жидкость с горючим газом детонация может быть обусловлена
следующими причинами: столкновение падающей волны с жесткими стенками в области уменьшения диаметра канала; в результате
интерференции волн при распространении из широкой в узкую часть канала. Анализ динамики распространения детонационных
волн показывает, что при низком объемном газосодержании детонация образуется только при переходе волн повышенного давления
в узкую часть канала в сторону движения падающей волны вследствие интерференции волн.
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Numerical study of the dynamics of detonation waves in a bubbly liquid
with an abrupt decrease in the diameter of a cylindrical channel

I.K. Gimaltdinov , A.S. Rodionov, E.Y. Kochanova
Ufa State Oil Technical University, Ufa, Russia

E-mail: iljas_g@mail.ru

The processes of reflection and diffraction of a pressure wave in a cylindrical channel filled with a bubbly liquid are considered in the
presence of an abrupt decrease in the channel diameter. The case is considered when the gas phase of the bubbly liquid is an explosive
gas mixture. The main purpose of the work is numerical study of the dynamics of detonation waves in a bubbly liquid with an abrupt
decrease in the diameter of a cylindrical channel. To numerically analyze the evolution of waves in a cylindrical channel filled with a
bubbly liquid, a system of equations in Lagrangian variables was used, where the Eulerian coordinates at the initial moment of time
are taken as Lagrangian variables. An acetylene-oxygen stoichiometric mixture was used as the gas phase for calculations. As a liquid
phase, a water–glycerin solution with a mass fraction of 0.5 glycerin was used. It is shown that when high-pressure waves pass through
cylindrical channels with an abrupt decrease in diameter containing a bubbly liquid with a combustible gas, both continuous propagation of
detonation and attenuation of detonation are possible; and the transition from one detonation mode to another depends not only on the
transverse dimensions of the narrow part of the channel, but also on the volume content of bubbles. It has been established that when
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high-pressure waves pass through cylindrical channels with an abrupt decrease in diameter containing a bubbly liquid with a combustible
gas, detonation can be caused by the following reasons: collision of an incident wave with rigid walls in the area of channel diameter
reduction; as a result of interference of waves during propagation from a wide to a narrow part of the channel. An analysis of the dynamics
of detonation wave propagation shows that with a low volume gas content, detonation is formed only when high-pressure waves pass
into a narrow part of the channel in the direction of the incident wave movement due to wave interference.

Keywords: bubbly liquid, detonation, explosion initiation, cylindrical channel

1. Введение

В пузырьковой жидкости с горючим газом внутри
пузырьков могут распространяться детонационные вол-
ны (ДВ) амплитудой около 100 атм [1–3]. Это явление
уникальное, так как, во-первых, калорийность пузырь-
ковой смеси на несколько порядков меньше, чем ана-
логичный параметр для традиционных твердых взрыв-
чатых веществ (ВВ), но тем не менее в таких системах
могут инициироваться и распространяться детонаци-
онные волны; во-вторых, с увеличением калорийности
смеси (с увеличением объемного содержания газа) ско-
рость распространенияДВ уменьшается, хотя в традици-
онных ВВ скорость детонации с увеличением калорий-
ности увеличивается. Геометрическая форма канала су-
щественно влияет на амплитуду распространяющихся в
ней волн. Возможность инициирования слабым импуль-
сом давления детонационной волны в цилиндрическом
канале с помощью входного сужающегося участка чис-
ленно исследовано в [4]. Выявлено, что в зависимости от
объемного содержания пузырьков возможны два режи-
ма дальнейшей эволюции детонационной волны, воз-
никающей за счет усиления волн в сужающихся каналах.
Если объемное содержание пузырьков выше некоторого
критического значения, то детонационная волна рас-
пространяется в обоих направлениях от места взрыва. В
том случае, когда объемное содержание ниже этого кри-
тического значения, детонационная волна движется в
направлении сужения канала. В сужающихся емкостях с
закрытым дном показано появление «отраженной дето-
нации», заключающейся в возникновении устойчивой
детонационной волныпри отражении от дна канала или
от слоя «чистой» жидкости, экранирующего дно.

Исследованию распространения детонационных
волн в канале с внезапным расширением, заполнен-
ном пузырьковой жидкостью, посвящена работа [5]. В
этой работе установлено, что возможны два режима рас-
пространения детонации при переходе детонационной
волны в расширяющуюся зону: непрерывное распро-
странение детонации и затухание детонации. Переход
от одного режима детонации к другому зависит не толь-
ко от поперечных размеров узкой части канала, но и
от объемного содержания пузырьков. Численный ана-
лиз волновой структуры в активных пузырьковых систе-
мах в ударных трубах с резкими изменениями профиля
в виде «скачков» сечения и волноводом с однофазной
жидкостью выполнен в [6], в этой же работе в осесим-
метричной постановке исследованы эффекты усиления
волн в результате отражения от стенки и при их фокуси-

ровке на торце соосного с каналом жесткого стержня.
Целью настоящей работы, как логического продол-

жения работ [4,5], является численное моделирование
процесса распространения детонационной волны в пу-
зырьковой жидкости в канале с внезапным сужением
поперечного сечения.

2. Постановка задачи
Рассмотрим цилиндрический канал, заполненный

газожидкостной смесью, со скачкообразным измене-
нием площади сечения (рис. 1). Полагаем, что газовая
фаза пузырьковой жидкости является взрывчатой газо-
вой смесью (например, смесь ацетилена с кислородом
или «гремучий» газ). В момент времени t = 0 на границе
z0 = 0 скачкообразно повышается давление на величи-
ну ∆p0. Необходимо определить динамику волнового
процесса при t > 0.

Для описания двумерного осесимметричного вол-
нового движения пузырьковой среды примем следую-
щие допущения: смесь является монодисперсной, т.е.
в каждом элементарном объеме все пузырьки сфериче-
ские и одинакового радиуса, вязкость и теплопровод-
ность существенны лишь в процессе межфазного взаи-
модействия и, в частности, при пульсации пузырьков;
отсутствует массообмен между пузырьками и жидко-
стью. На основе этих допущений запишем закон сохра-
нения массы для каждой фазы, числа пузырьков и им-
пульсов в односкоростном приближении [7–9]:

dρi
dt

+ ρi
vr

r
+ ρi

(
∂vr

∂r
+

∂vz
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)
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+ n
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∂r
+

∂vz

∂z

)
= 0,

ρ
0
l
dvr

dt
+

∂pl
∂r

= 0, ρ
0
l
dvz

dt
+

∂pl
∂z

= 0,

w =
da
dt

(
d
dt

=
∂

∂t
+ vr

∂

∂z
+ vz

∂

∂z

)
,

Рис. 1. Схема задачи
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αl + αg = 1, αg =
4
3
πna3, ρi = ρ

0
i αi, ρ = ρg + ρl .

Здесь ρi —плотности фаз; ρ0
i —истинные плотности фаз;

r и z — цилиндрические координаты; vr — радиальная
компонента скорости; vz — проекция скорости на ось
координат z; n — число пузырьков в единице объема;
pi — давления фаз; w — радиальная скорость поверхно-
сти пузырьков; a — радиус пузырьков; αi — объемные
содержания фаз. Нижними индексами i = l, g отмече-
ны параметры жидкой и газовой фаз; индекс «0» внизу
относится к начальному невозмущенному состоянию.

При описании радиального движения будем пола-
гать, что скорость радиального движения w состоит из
двух слагаемых:

w = wR + wA,

где wR описывается уравнением Релея–Ламба:

a
dwR
dt

+
3
2

w2
R + 4νl

wR
a

=
pg − pl

ρ0
l

,

где νl — кинематическая вязкость жидкости.
Добавка wA определяется из решения задачи о сфе-

рической разгрузке на сфере радиуса в несущей жид-
кости в акустическом приближении:

wA =
pg − pl

ρ0
l Clα

1/3
g

,

где Cl — скорость звука в «чистой» жидкости.
Уравнение для давления внутрипузырьков с учетом

однородности давления записывается в виде:

dpg

dt
= −

3γpg

a
w − 3(γ− 1)

a
q,

где γ — показатель адиабаты для газа; q — интенсив-
ность теплообмена.

Интенсивность межфазного теплообмена примем
в виде [10]:

q = Nulλl
Tg − T0

2a
,

где Nui — число Нуссельта для фаз; λl — коэффициент
теплопроводности жидкости; Tg — температура газа;
T0 = const — температура жидкости.

Числа Нуссельта и Пекле имеют вид:

Nul = 0.65
√
Pel , Pel =

2a|νlg|
kl

,

|νlg| =
√

u2
lg + v2

lg,

∂ulg

∂t
= −2

∂u
∂t

− 3
a

wulg −
3 fx

2πa3ρ0
l

,

∂vlg
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= −2

∂v
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− 3
a
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3 fy

2πa3ρ0
l

,

fx =
1
2

CDπa3ulg|νlg|, fy =
1
2

CDπa3vlg|νlg|,

CD =


48
Re

, 0 ⩽ Re < 180,

Re4/3

103.6 , Re > 180,

Re =
2a|νlg|
νl

, kl =
λl

ρ0
l cl

.

Здесь Pei — число Пекле для фаз; νlg — относительная
скорость фаз; kl — коэффициент температуропроводно-
сти жидкости; f = ( fx, fy)— сила вязкого трения; CD —
коэффициент сопротивления; Re — число Рейнольдса;
cl — удельная теплоемкость жидкости при постоянном
давлении.

Уравнение состояния для несущей фазы примем в
акустическом приближении:

pl = p0 + C2
l

(
ρ

0
l − ρ

0
l0

)
.

Считая газ калорически совершенным, запишем
уравнение Клапейрона–Менделеева:

pg = ρ0
gRTg,

где R — универсальная газовая постоянная.

3. Методика численного расчета
Для численного анализа эволюции волн в цилин-

дрическом канале, заполненном пузырьковой жидко-
стью, удобнее пользоваться системой уравнений, при-
веденной выше, но записанной в лагранжевых пере-
менных. В качестве лагранжевых переменных приняты
эйлеровы координаты в начальный момент времени.
Тогда система примет вид:
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где z0 и r0 — лагранжевы переменные; J — якобиан пе-
рехода от лагранжевых к эйлеровым переменным [10];
B — газовая постоянная.

Будем полагать, что температура газа внутри пу-
зырьков при достижении некоторого значения T∗ мгно-
венно изменяется на величину ∆T, соответствующую
теплотворной способности газа, вследствие чего давле-
ние в газе повышается. Физически это соответствует
тому, что период индукции химических реакций зна-
чительно меньше характерного времени пульсации пу-
зырьков.

В качестве газовой фазы для расчетов принима-
ется ацетилено-кислородная стехиометрическая смесь
С2H2+2.5O2. Такой выбор газовой фазы обусловлен тем,
что она использовалась в большинстве эксперимен-
тов [1–3]. В качестве жидкой фазы— водоглицериновый
раствор с массовой долей глицерина 0.5. Для ацетилено-
кислородной стехиометрической смеси за температуру
воспламенения и добавку к температуре газа приняты
следующие значения: T∗ = 1000 К, ∆T = 3200 К. Для то-
го чтобы различать области, где произошла детонация,
а где нет, вводится индикатор детонации.

Приведенная выше система решалась численно по
явной схеме. Приведенные уравнения, из-за учета меж-
фазного теплообмена и акустической разгрузки пузырь-
ков, являются системой с достаточно сильной естествен-
ной диссипацией, поэтому не требуется вводить искус-
ственную вязкость [10].

4. Начальные и граничные условия
Условия при t = 0, соответствующие исходному со-

стоянию однородной пузырьковой смеси в канале, за-
пишутся в виде:

vz = vr = 0, pl = p0, pg = p0, a = a0, w = 0,

Tg = T0, αg = αg0, ρ = ρ0
l0(1 − αg0).

Инициирующее возмущение давления на границе
пузырьковой жидкости (z0 = 0) задается в виде сигна-
ла в форме «ступеньки». Соответствующее граничное
условие запишется в виде:

p(t, r0) = p0 + ∆p0 при z0 = 0,

где ∆p0 — амплитуда давления. На границах расчетной
области приняты условия такие, как на жесткой стенке,
т.е. равенство нулю нормальной компоненты скорости.

5. Результаты расчетов
Под действием граничного давления ∆p0 = 2.5МПа

в широкой части канала формируется детонационная
волна амплитудой около 10 МПа, распространяющаяся
со скоростью приблизительно 700 м/с (рис. 2(а)). При
достижении детонационной волной области сужения
цилиндрического канала происходит увеличение ам-
плитуды вследствие удара о стенки до 30 МПа (рис. 2(б)).
В дальнейшем отраженная от стенок волна двигается в
обратном направлении и затухает (рис. 2(в)). Детонация
продолжает распространяться в узкой части канала с ам-
плитудой около 10МПа, скорость детонационной волны
при этом составляет также около 700 м/с (рис. 2(в), (г)).

На рис. 3 изображены эпюры давления при рас-
пространении ступенчатого импульса с недостаточной
для детонации амплитуды в цилиндрическом канале со
скачкообразным уменьшением диаметра сечения при
объемном содержании газа равном 1 % (рис. 33(а)–(в))
и 3 % (рис. 3(г)–(е)). Граничное давление инициирует
появление волны амплитудой ∆p0 = 1.0 МПа, которая
распространяется в широкой части канала вдоль оси z
со скоростью приблизительно 300 м/с (рис. 3(а)). Распро-
страняющаяся волна имеет осцилляционную структуру,
что связано с радиальной инерцией пузырьковой жид-
кости [7]. В момент времени 0.82 мс (рис. 3(б)) происхо-
дит столкновение волны со стенками вместе изменения
диаметра, амплитуда волны увеличивается, и темпера-
тура внутри пузырьков достигает значения температу-
ры воспламенения, что приводит к детонации области
около стенок. Появившаяся детонационная волна оги-
бает стенки и распространяется в узкой части канала,
где происходит увеличение амплитуды вследствие на-
ложения волн в центральной области цилиндрического
канала (рис. 3(в)), это приводит к увеличению скоро-
сти волны до 800 м/с. Амплитуда детонационной волны
постепенно увеличивается до 10 МПа. Отраженная от
стенок сужения волна при этом затухает вследствие под-
жатости пузырьковой среды в широкой части канала [7].

При более высоких значениях объемного газосо-
держания отраженная от стенок волна также способна
вызвать детонацию. Рассмотрим эпюры (рис. 3(г)–(е))
при объемном газосодержании равном 3 %. Вследствие
падения волны с начальной амплитудой ∆p0 = 1.0 МПа
и скоростью 170 м/с на стенку в момент времени 0.5 мс
в узкой части канала зарождается детонационная волна,
которая распространяется вдоль оси z, достигая ампли-
туды 10 МПа и скорости 590 м/с. Однако, в описанном
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Рис. 2. Эпюры давления для импульса конечной длительности при ∆p0 = 2.5 МПа в канале цилиндрической формы с сужением для
различных моментов времени: (а) 0.015, (б) 0.032, (в) 0.033, (г) 0.040 мс. Параметры системы: газ — ацетилено-кислородная
смесь, жидкость — 50 % по массе, водоглицериновый раствор: p0 = 0.1 МПа, T0 = 293 К, ρ0

l = 1130 кг/м3, νl = 6 · 10−6 м2/с,
cl = 3.3 кДж/(кг·К), λl = 0.42 Вт/(м·К), Cl = 1700 м/с, ρ0

g = 1.29 кг/м3, λg = 2.6 · 10−2 Вт/(м·К), αg0 = 0.01, a0 = 1.25 мм,
γ = 1.36

случае в поджатой среде, обладающей большим газо-
содержанием, инициируется детонационная волна ам-
плитудой 20 МПа, движущаяся в обратном направлении
со скоростью 1000 м/с.

Для иллюстрации процесса распространения дето-
нации в широкой и узкой частях канала рассмотрим
карты детонации при различном объемном содержа-
нии газа в пузырьковой среде. Темные зоны соответ-
ствуют областям пузырьковой жидкости, где произошла
детонация, в светлых зонах, соответственно, детонации
еще не было.

На рис. 4 представлены эпюры давления и соответ-
ствующие им карты детонации для разных значений
объемного газосодержания. На рис. 4(а) показаны эпю-
ры, иллюстрирующие процесс распространения детона-
ционной волны при объемном содержании газа равном
1 %. Как следует из анализа соответствующей карты де-
тонации, происходит зарождение детонационной вол-
ны на стенках сужения и последующее ее распростране-
ние в узкой части, вследствие поджатости пузырьковой
среды, распространение детонационной волны в обрат-
ную сторону не происходит.

При объемном содержании газа равном 2 %
(рис. 4(б)) происходят процессы, аналогичные выше-

описанному случаю, за счет чего происходит распро-
странение детонационной волны в узкой части канала.
Однако, вследствие большего значения объемного га-
зосодержания становится возможным появление дето-
нации в обратном направлении, обусловленной интер-
ференцией волн, отраженных от стенок узкой части. На
карте детонации (рис. 4(б)) видно, что таким образом
происходит детонация в окрестностях точки с коорди-
натами (0; 0.09), но из-за поджатости среды детонация
в этой области быстро затухает и дальнейшего распро-
странения детонационной волны в обратную сторону
не происходит.

Ситуация с дальнейшим увеличением объемного
содержания газа до 3 % и 4 % показана на рис. 4(в) и
(г) соответственно. Вследствие большего содержания
горючего газа происходит зарождение детонационной
волны, распространяющейся в обратную сторону. На
всех описанных картах детонации (рис. 4(а)–(г)) вид-
на осцилляционная структура детонационной волны,
что приводит к появлению областей с поджатыми пу-
зырьками, где не произошла детонация. Дальнейшее
увеличение содержания газа приводит к полному про-
горанию пузырьков в обратном направлении и таких
областей не наблюдается.
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Рис. 3. Эпюры давления для импульса типа «ступенька» при ∆p0 = 1.0 МПа в канале цилиндрической формы с сужением для
различных моментов времени: (а) 0.30, (б) 0.82, (в) 1.00 мс при αg0 = 0.01, (г) 0.5, (д) 1.4, (е) 1.6 мс при αg0 = 0.03. Остальные
параметры такие же, как на рис. 2

В описанных выше примерах причиной детонации
является удар о стенку в месте изменения диаметра,
однако возможны случаи, когда амплитуды волны недо-
статочно для появления детонации от удара о стенку,
но детонационная волна все равно способна иниции-
роваться из-за наложения волн в узкой части канала.
На рис. 5 представлены эпюры давления, иллюстриру-
ющие процесс распространения волны давления типа
«ступенька» амплитудой ∆p0 = 0.5 МПа в цилиндри-
ческом канале со скоростью 240 м/с. Движение волны
до столкновения со стенками области сужения канала
подобно ситуации, изображенной на рис. 2. Однако, в
силу недостаточно большого значения амплитуды дав-
ления столкновение со стенками (рис. 5(а)) не вызывает
детонации. Детонация инициируется позже в области
сужения (рис. 5(б)). Это обусловлено наложением волн,
огибающих стенки узкой части. На рис. 5(в), (г) показано

дальнейшее распространение детонационной волны со
скоростью 700 м/с. В обратную сторону детонационная
волна не распространяется из-за наличия поджатости
пузырьковой среды. Также стоит отметить, что вслед-
ствие наложения волн детонация зарождается в области,
расположенной немного дальше от сужения канала.

На рис. 6(а), (б) показаны эпюры давления в канале
с радиусом узкой части канала 0.07 м в момент дости-
жения ступенчатого импульса начала области сужения.
Как следует из анализа рис. 6(а), детонация наблюдает-
ся только при ударе о стенки сужения и дальнейшего
распространения детонационной волны не происходит,
так как при выбранной геометрии канала амплитуды,
возникшей из-за наложения волн (рис. 6(б)), недоста-
точно для инициирования детонации. Отраженная от
стенок волна, имеющая амплитуду 3 МПа, также не спо-
собна в дальнейшем поджечь пузырьковую жидкость
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Рис. 4. Эпюры давления и карта детонации при различных значениях объемного газосодержания: (а) 1 %, (б) 2 %, (в) 3 %, (г) 4 %.
Начальная амплитуда давления 0.1 МПа. Остальные параметры такие же, как на рис. 2
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Рис. 5. Эпюры давления для импульса типа «ступенька» при ∆p0 = 0.5 МПа в канале цилиндрической формы с сужением для
различных моментов времени: (а) 0.100, (б) 0.106, (в) 0.111, (г) 0.119 мс. Остальные параметры такие же, как на рис. 2

Рис. 6. Эпюры давления для импульса типа «ступенька» при ∆p0 = 0.5 МПа в канале цилиндрической формы с сужением для
различных моментов времени: (а) 0.090, (б) 0.095 мс для радиуса узкой части 0.07 м, (в) 0.090, (г) 0.095 мс для радиуса узкой
части 0.01 м. Остальные параметры такие же, как на рис. 2
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вследствие поджатости среды, где происходит распро-
странение волны.

Уменьшение радиуса узкой части канала способ-
ствует появлению детонационной волны. Рассмотрим
ситуацию, показанную на рис. 6(в), (г). Здесь показаны
эпюры в канале с радиусом узкой части равной 0.01 м,
в этом случае происходит детонация от удара о стен-
ку в области сужения, но вследствие меньшего радиуса
узкой части достигается необходимая амплитуда для
зарождения и распространения детонационной волны в
узкой части канала. Отраженная волна, как и в предыду-
щем случае, не вызывает детонации из-за поджатости
пузырьковой среды.

На рис. 7 показаны области, обусловленные различ-
ными факторами появления детонации, для этого рас-
смотрен канал радиусом r1 = 0.28 м, протяженность ши-
рокой части канала l1 = 0.24 м, общая протяженность
канала — 0.48 м. Расчеты проведены при объемном со-
держании газа равном 1 %.

Сплошная линия соответствует критическим зна-
чениям радиуса узкой части канала r1 и перепада дав-
ления ∆p0, необходимым для возникновения детона-
ции при достижении узкой части канала за счет удара
о стенки сужения и фокусировки при их огибании вол-
ной. Пунктирная линия — критические параметры, при
которых детонация происходит внутри узкой части ка-
нала. В области I значения давления недостаточно для
возникновения детонации в рассматриваемом канале.
При значениях давления и радиуса из зоны II детонация
на стенках канала и в начале канала не происходит, пу-
зырьковая жидкость загорается за счет наложения волн
в узкой части канала. В зоне III детонация происходит в
самом начале канала (zd), что обусловлено повышени-
ем давления при ударе о стенки и наложения волн при
огибании стенок канала на zd. При амплитуде началь-
ного давления больше 12 атм детонация пузырьковой
жидкости происходит сразу.

Дополнительные исследования показывают нали-
чие зависимости критического радиуса, необходимого
для зарождения детонации в пузырьковой жидкости,
от объемного газосодержания. Увеличение объемного
газосодержания в пределах от 1 до 5 % приводит к уве-
личению критического радиуса на 10 %. Также имеется
слабая зависимость критического радиуса от радиуса пу-
зырьков: увеличение радиуса пузырька от 1 до 2 мм по-
вышает критический радиус на 3 %. Численные расчеты
показали, что при сформировавшемся ступенчатом им-
пульсе величина критического радиуса практически не
зависит от расстояния до узкой части в цилиндрическом
канале, небольшое влияние в этом случае способны ока-
зывать осцилляции, присутствующие в ступеньке.

6. Заключение
При прохождении волн повышенного давления в

цилиндрических каналах со скачкообразным уменьше-
нием диаметра, содержащих пузырьковую жидкость с
горючим газом, установлено, что детонацияможет быть
обусловлена следующими причинами:

Рис. 7. Распределение факторов детонации в зависимости от
радиуса узкой части канала r1 и перепада давления ?p
при объемном содержании горючего газа в пузырьковой
жидкости равном 1 %

• столкновение падающей волны с жесткими стен-
ками в области уменьшения диаметра канала;

• в результате интерференции волн при распростра-
нении из широкой части канала в узкую.

Анализ динамики зоны детонации позволяет заклю-
чить, что при низком объемном содержании пузырьков
с горючим газом отраженная от стенок области сужения
канала детонационная волна может не вызвать зажи-
гания «поджатых» пузырьков, что приведет к распро-
странению детонации только в узкой области в сторону
движения падающей волны.
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Численное моделирование коллапса сферического парового пузырька
вблизи плоской твёрдой стенки с использованием баротропной модели
кавитации, доступной в программном комплексе OpenFOAM
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Кавитация во многих случаях является причиной снижения эффективности различных гидравлических устройств, принцип действия
которых основан на движении рабочей среды (жидкости) под высокими перепадами давления. Детальная информация о структуре
формирующихся кавитационных течений зачастую важна для проектирования и оптимизации гидравлических устройств. Однако
детальное изучение таких течений путём измерения их локальных характеристик (и получения 2D/3D распределений) в физическом
эксперименте сопряжено со значительными трудностями из-за малых пространственных и временных масштабов происходящих
процессов. Поэтому в настоящее время, благодаря интенсивному развитию доступных вычислительных мощностей, проведение
численных расчётов становится всё более перспективным подходом к изучению пространственного распределения ключевых фи-
зических величин в кавитационных явлениях. Моделирование коллапса сферического пузырька, расположенного вблизи плоской
твёрдой стенки — одна из классических модельных задач, релевантных хорошо известной из практики проблеме кавитационной
эрозии. Эта задача и рассматривается в настоящей работе. Представленные в работе результаты численных расчётов получены в
программном комплексе OpenFOAM в двумерной (осесимметричной) нестационарной постановке.
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their local characteristics (and obtaining 2D/3D distributions) in a physical experiment is associated with significant difficulties due to the
small spatial and temporal scales of the processes occurring. Therefore, at present, due to the intensive development of available computing
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in cavitation phenomena. Modeling the collapse of a spherical bubble located near a flat solid wall is one of the classical model problems
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presented in the work were obtained in the OpenFOAM software package in a two-dimensional (axisymmetric) non-stationary formulation.
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1. Введение

Коллапс паровых пузырьков в кавитационных те-
чениях часто служит источником волн сжатия в жид-
костях [1], а также причиной развития кумулятивных
струй [2], взаимодействие которых с твёрдыми стенками
приводит к эрозии элементов конструкций гидравличе-
ских устройств и, как следствие, к снижению произво-
дительности устройств, механическим повреждениям.
Но существуют и примеры, когда коллапс кавитацион-
ных пузырьков является положительным для практики
эффектом. Сюда относятся такие примеры, как приме-
нение кавитации в технологиях очистки и некоторые
биомедицинские приложения [3].

Насколько известно авторам настоящей статьи в
научной группе Лаутерборна было в своё время сдела-
но первое детальное экспериментальное исследование
(см. [4]) процесса коллапса кавитационного пузырька
вблизи плоской твёрдой стенки. В этих экспериментах
впервые была использована высокоскоростная съём-
ка для визуализации распространения волн и образо-
вания кумулятивной струи. Экспериментальное изу-
чение данных процессов является крайне сложной за-
дачей из-за необходимости обеспечивать подробное
пространственно-временное разрешение. Поэтому в на-
стоящее время всё более перспективным подходом к
изучению подобных явлений становится численное мо-
делирование их двумерной или трёхмерной структуры
с обеспечением достаточного сеточного разрешения и
достаточно мелкого шага по времени.

Первое известное теоретическое исследование про-
цесса коллапса сферического пузырька у плоской твёр-
дой стенки было опубликовано Плессэ и Чепмэном [5].
В более поздних работах результаты, показанные в [5],
использовались в качестве эталонных данных для ве-
рификации. В этих исследованиях, однако, не учиты-
валась сжимаемость жидкой фазы, что не позволяло в
рамках принятых авторами математических моделей
получать такие решения, которые давали бы возмож-
ность изучать процессы, связанные с распространением
волн по жидкости. Позднее начали публиковаться и ис-
следования с учётом сжимаемости жидкой фазы (напри-
мер, группой Колониуса, см. [6]) и подробным анализом
структуры течения, формирующегося при коллапсе, но в
данных работах моделирование проводилось без учёта
испарения и конденсации.

В настоящей работе сделана попытка провести мо-
делирование с учётом как сжимаемости в жидкой фазе,
так и фазового перехода (испарение и конденсация в
равновесном приближении). Целью исследования явля-
ется получение детальной информации, углубляющей
существующие представления о механизмах гидроди-
намических явлений, сопровождающих коллапс паро-
вого пузырька вблизи твёрдой стенки. Используемый в
настоящей работе подход к моделированию кавитаци-
онных явлений был, с точностью до непринципиальных
модификаций в ряде аспектов, опробован ранее приме-
нительно к расчёту кавитации в турбулентном течении в

канале (см. [7]), и на качественном уровне показал свою
состоятельность и возможность дальнейшего развития.

2. Математическая модель
Математическаямодель, используемая в настоящих

расчётах, основана на системе уравнений Навье–Стокса
для нестационарного ламинарного течения вязкой сжи-
маемой среды. В качестве замыкающих соотношений
модели используются уравнения состояния жидкой и
паровой фаз, а также уравнение для объёмной доли па-
ровой фазы, то есть непосредственно модель кавитации.
Итоговая система уравнений, решаемая в OpenFOAM,
включает в себя следующие уравнения:

a) Уравнение неразрывности (закон сохранения
массы):

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV⃗) = 0.

б) Уравнение движения (закон сохранения
импульса):

∂

∂t
(ρV⃗) +∇ · (ρV⃗V⃗)−∇ · (µ∇V⃗) = −∇p. (1)

Обозначения ρ, V и p приняты для полей плотно-
сти, скорости и давления. Вязкость учитывается как для
жидкой фазы, так и для паровой, то есть под µ подра-
зумевается динамический коэффициент вязкости для
смеси жидкость–пар. Предполагается, что изучаемые
кавитационные явления можно в достаточно адекват-
ном приближении считать баротропными и изотерми-
ческими, поэтому теплоперенос не рассматривается и
уравнение энергии в систему не входит. Данное допуще-
ние, однако, может быть пересмотрено в будущих иссле-
дованиях в силу того, что в последующем планируется
изучать коллапс и для пузырьков с неконденсируемым
газом (газовых и парогазовых пузырьков), при сжатии
которых могут создаваться существенно более сложные
термодинамические условия.

Стоит дополнительно отметить, что уравнение дви-
жения, как видно из его представления в виде (1), реша-
ется без учёта сжимаемости среды в вязких слагаемых.
Такой подход, насколько известно автору настоящей ста-
тьи, является типичнымприрешенииуравненийНавье–
Стокса для баротропной сжимаемой вязкой жидкости.
Так, например, в работе [8] в вязких слагаемых для баро-
тропной жидкости влияние сжимаемости (дивергенции
скорости) фигурирует только в связке с другим коэффи-
циентом вязкости, который принято называть «второй
вязкостью». Как отмечено в книге «Механика жидко-
сти и газа» Л.Г. Лойцянского [9], явление второй вязко-
сти приобретает существенное значение при изучении
медленных процессов с достаточно большим временем
релаксации (например, при образовании химических
реакций, протекающих с низкой скоростью). Коллапс ка-
витационных пузырьков не сопровождается такого рода
процессами до тех пор, пока пузырьки являются паро-
выми и пока нет существенно влияющего на поведение
пузырька содержания растворённого газа, который пе-
реносится в пузырёк за счёт диффузии.
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Несмотря на то, что баротропная смесь слабо сжи-
маемой жидкости и её пара представляет собой среду с
переменной плотностью, слагаемые с «обычной» сдви-
говой вязкостью записаны (в рамках модели, реализо-
ванной в доступном в OpenFOAM решателе) в таком же
виде, как для несжимаемой среды. Ответ на вопрос о
целесообразности внесения изменений в стандартный
решатель (для реализации модели со сдвиговыми вяз-
кими напряжениями, выраженными через скорость так
же, как для сжимаемого газа) требует, по мнению автора
статьи, предварительного анализа влияния на резуль-
тат самой величины динамического коэффициента вяз-
кости. Кроме того, что принятое допущение типично
для баротропных сред в целом, есть и вероятность того,
что для конкретного рассматриваемого здесь процес-
са влияние вязкости окажется невелико по сравнению
с влиянием других характеристик жидкости и её пара.
Обоснованный вывод об этом потребует аккуратных
расчётов, точно обеспечивающих численную вязкость
ниже физической.

в) Уравнения состояния жидкой и паровой фаз.
Жидкая фаза рассматривается как слабо сжи-

маемая среда (среда с линейной зависимостью
плотности от давления и не зависящей от давле-
ния скоростью звука), паровая фаза описывается
уравнением состояния совершенного газа, взятым
при фиксированной температуре:

ρl(pl) = ρ0 +
1
c2

L
(pl − psat),

pv

ρv
= RvTambient.

Здесь через ρ0 обозначено значение плотности жид-
кости при давлении, равном давлению насыщенного
пара, а через psat — само давление насыщенного пара.
Скорость звука в жидкой фазе cL и температура систе-
мы Tambient рассматриваются как постоянные величины.
Нижний индекс «v» означает, что физическая величина
относится к паровой фазе, «l» — к жидкой фазе.

г) Модель кавитации.
В настоящей работе используется баротропная мо-

дель кавитации, реализованная в одномиз базовых «сол-
веров» для расчёта кавитационных течений в программ-
ном комплексе OpenFOAM (солвер cavitatingFoam). Для
учёта влияния фазового перехода на физические свой-
ства среды в рамках этой модели используется уравне-
ние состояния квазиравновесной смеси жидкость–пар.

Детальная информация о модели кавитации,
на которой основан используемый в настоящей ра-
боте солвер программного комплекса OpenFOAM,
приведена в работе [10].

3. Некоторые детали численной
реализации
Для численного решения представленной выше

системы уравнений методом конечных объёмов ис-
пользуется, как уже упомянуто, открытый программ-

ный комплекс OpenFOAM. Для главных вычислитель-
ных аспектов проводимых расчётов были определены
следующие настройки:

• Алгоритмическая перевязка решения дискрети-
зированных уравнений для скорости и давления
осуществлялась по методу PISO.

• Для аппроксимации конвективных слагаемых ис-
пользовалась модификация центральной схемы
Bounded Central в терминологии OpenFOAM —
Gauss limitedLinear).

• Для аппроксимации диффузионных слагаемых ис-
пользовалась центральная схема (Gauss linear).

• Расчёт градиентов скалярных полей осуществлял-
ся по методу Грина–Гаусса.

4. Постановка задачи
Рассматривается задача о коллапсе сферического

парового пузырька, расположенного в объёме жидкости
вблизи плоской твёрдой стенки. Объём, заполненный
жидкой фазой, показан на рис. 1 красным цветом, пар
внутри пузырька — синим цветом (слева представле-
на начальная конфигурация, справа — вид пузырька
на промежуточной стадии процесса коллапса в момент
времени t = 2.1 мкс. Задача решается в двумерной по-
становке с условием осевой симметрии.

В качестве рабочей среды рассматривается вода при
температуре 25 ◦C, что соответствует следующим зна-
чениям параметров, определяющих физические свой-
ства: ρ0 = 997.01 кг/м3, psat = 3149 Па (давление насы-
щенного водяного пара при 25 ◦С), cL = 1498 м/с. Ради-
ус пузырька R в начальный момент времени составля-
ет 10 мкм, пар находится в условиях насыщения. Ско-
рость течения в начальный момент времени равна ну-
лю как для жидкости, так и для пара в пузырьке. Дав-
ление неподвижной жидкости в начальный момент
времени составляет 101325 Па.

Кроме физических определяющих параметров ис-
следуемая задача имеет и геометрический определя-
ющий параметр — соотношение между величиной h
(расстоянием от центра пузырька до стенки) и разме-
ром пузырька. В настоящей работе рассматривается
случай h = 1.2R.

Рис. 1. Коллапс сферического парового пузырька вблизи плос-
кой твёрдой стенки: распределения плотности среды в
моменты t = 0 (слева) и t = 2.1 мкс (справа)
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Рис. 2. Распределения давления в объёме (слева №1: t = 2.240 мкс; слева №2: t = 2.248 мкс) и распределения давления вдоль
стенки (справа) для разных моментов времени

В силу осесимметричной постановки задачи расчёт-
ная область представляет собой плоский прямоуголь-
ник, на сторонах которого ставятся следующие гранич-
ные условия:

• на твёрдой стенке — условия прилипания для ско-
рости и нулевого градиента для давления;

• на открытых границах (остальные две границы
кроме стенки и оси симметрии) — неотражаю-
щие граничные условия, позволяющие исключить
нефизичное влияние этих открытых границ.

Размер расчётной области, принятый в настоящей
работе, составляет 4R × 4R. Используется равномерная
сетка из квадратных ячеек, сеточное разрешение по каж-
дому из двух направлений составляет 400 ячеек (размер
ячейки — 100 нм). Величина шага по времени определя-
лась таким образом, чтобы акустическое число Куран-
та, построенное по скорости звука в жидкости, имело
значение около 0.1. Число Куранта, построенное по кон-
вективной скорости (которая имеет для данной задачи
порядки 100 − 101 м/c), при таком выборе шага по вре-
мени имеет порядок 10−3.

5. Обсуждение полученных результатов
На рис. 2 представлены полученные в результате

расчёта распределения давления в объёме жидкости и
вдоль стенки для нескольких моментов времени (по-
казанные слева двумерные поля соответствуют третье-
му и четвёртому моментам времени из показанных на
графике справа). На начальной стадии изучаемого про-
цесса давление в среде падает вследствие волны раз-
режения, распространяющейся от пузырька. Затем ло-
кальное давление вблизи стенки падает ещё сильнее
из-за отражения волны разрежения, в зоне за фронтом
отражённой волны разрежения возникает кавитация
(на рис. 2 на распределении давления вдоль стенки в
момент t = 1.1 мкс видно, что есть участок с посто-
янным низким давлением, это и есть зона кавитации).
После прохождения волн разрежения вся жидкость в

рассматриваемом объёме совершает постепенно уско-
ряющееся движение по направлению к пузырьку, и воз-
никает существенный рост локального давления в обла-
сти начального расположения пузырька (фокусировка
давления). В результате происходит коллапс пузырька,
фокусировка давления приводит к распространению
волны сжатия. Сначала эта волна взаимодействует со
стенкой в окрестности точки эпицентра, затем положе-
ние максимума давления смещается на периферию на
некоторое расстояние от оси симметрии (под точкой
«эпицентра» подразумевается точка пересечения оси
симметрии со стенкой, т.е. x = 0).

Для более детального понимания структуры тече-
ния жидкости, сходящегося к пузырьку и приводящего
к фокусировке давления были проанализированы поля
скорости. Распределения модуля скорости и векторная
картина течения для двух моментов времени (как мож-
но увидеть на одномерных графиках на рис. 2, это два
момента до и после начала взаимодействия волны со
стенкой) представлены на рис. 3.

Рис. 3. Поля модуля скорости течения и векторные поля скоро-
сти для двух моментов времени: t = 2.10 мкс (слева);
t = 2.24 мкс (справа). Вектора носят иллюстративный
характер, их длина не привязана к величине модуля ско-
рости
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Рис. 4. Давление на стенке в точке x = 0: динамика изменения
во времени

До начала взаимодействия волны сжатия со стен-
кой (на рис. 3 слева, t = 2.1 мкс) жидкость подтекает со
всех сторон по направлению к пузырьку. Конфигурация
самого пузырька на этой стадии процесса показана вы-
ше на рис. 1 (справа). Во-первых, видно, что на данной
стадии уже заметно нарушается сферическая форма са-
мого пузырька. Во-вторых, значительная асимметрия
наблюдается и в распределении скорости подтекания
жидкости, что приводит к возникновению направлен-
ной в сторону стенки кумулятивной струи, показанной
векторами на рис. 3 справа (t = 2.24 мкс). Локальный
максимум скорости внутри этой струи имеет место при-
мерно в центре коллапса (вблизи начального расположе-
ния центра пузырька). Видно также, что скорость струи
непосредственно вблизи стенки не настолько велика по
модулю, как в области самого коллапса. Слой жидкости
между пузырьком и стенкой в значительной степени
демпфирует механическое воздействие струи на стенку.
Видно, что около струи образуются и локальные зоны
с вихревым характером движения жидкости. Получен-
ные векторные поля скорости демонстрируют также и
то, что после коллапса (и начала распространения вол-
ны сжатия из центра на периферию) есть как растекание
жидкости на периферию вслед за волной сжатия, так и
подтекание жидкости с периферии к центру, которое
продолжается по инерции. Можно предположить, что
именно эта разнонаправленность течения в достаточ-
но близко расположенных областях рассматриваемого
объёма и создаёт завихренность. Этот вопрос интересен
для дальнейшего изучения.

На рис. 4 показана полученная зависимость давле-
ния от времени в точке эпицентра. В начальныймомент
времени это давление, как и давление во всём объёме,
составляет 101325 Па. Затем, как уже пояснено выше,
давление на стенке уменьшается из-за падающей и от-
ражённой волн разрежения.

За отражённой волной разрежения образуется при-
стеночная зона кавитации, которая после момента вре-
мени t ≈ 1.7 мкс коллапсирует (что и приводит к пер-

вому заметному на рис.4 росту давления в интервале
времени t ≈ 1.8 − 1.9 мкс), а далее стенки достигает и
волна сжатия, котораяначинает распространяться после
«основного» коллапса (после коллапсаисходногопузырь-
ка). Дальнейшее изменение давления в эпицентре после
окончания стадии почти линейного роста имеет немо-
нотонный колебательный характер, что, скорее всего,
связано с нестационарностью развившейся к этому вре-
мени кумулятивной струи, со сложным взаимодействи-
ем этой струи с разнонаправленными течениями в при-
мыкающих к ней областях подтекания и растекания.

6. Заключение
Проведено численное исследование нестационар-

ного сжимаемого течения, формирующегося в процессе
коллапса сферического парового пузырька вблизи плос-
кой твёрдой стенки. Получены немонотонные распре-
деления давления вдоль стенки, качественно согласу-
ющиеся по структуре с представленными в литерату-
ре данными и с выводами по экспериментальным ис-
следованиям. Подробно проанализированы волновые и
гидродинамические механизмы, с которыми связаны
отмеченные особенности в характере изменения рас-
пределения давления во времени.

Показано, что используемый подход к моделирова-
ниюпозволяет воспроизвести и развитие кумулятивной
струи. Полученные распределения скорости течения
жидкости в объёме вблизи пузырька продемонстрирова-
ли ожидаемуюасимметричнуюконфигурациюпроцесса
коллапса с большей фокусировкой импульса у «верхней»
полусферы, чем у «нижней». Момент времени, в кото-
рый наблюдается всплеск локального давления на стен-
ке в точке под центром пузырька, соответствует стадии
процесса, на которой происходит взаимодействие со
стенкой падающей волны сжатия с последующим нате-
канием на стенку кумулятивной струи. Как струя, так и
сама волна сжатия являются механизмами, вносящими
вклад в итоговое механическое воздействие жидкости
на стенку. Параметрическое исследование с варьиро-
ванием начального расстояния от центра пузырька до
стенки рассматривается как логичный следующий этап
изучения процесса, поскольку такое исследование мог-
ло бы дать основу не только для качественных выводов,
но идля выявления количественных закономерностей.

Также планируется обобщение изложенного под-
хода к моделированию коллапса на случай газовых и
парогазовых пузырьков.
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Математическое моделирование процесса гравитационного осаждения
одиночной капли

А.А. Мухутдинова
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа

E-mail: mukhutdinova23@ya.ru

В статье рассматривается процесс гравитационного осаждения капель эмульсии типа «вода в масле» методом численного моде-
лирования. Использован программный пакет OpenFOAM. Проведено моделирование осаждения одиночных капель с различными
радиусами и рассмотрены их взаимодействия. Показано, что капли сохраняют сферическую форму при диаметре менее 1 мм. При
увеличении размеров капли наблюдается деформация, обусловленная неравномерным распределением внешнего давления. Сопостав-
ление численных результатов с аналитическими решениями по формулам Стокса и Адамара–Рыбчинского подтвердило корректность
моделирования. Также рассмотрен процесс слияния двух капель при их сближении, происходящий автоматически в рамках метода
VOF. Выявлено, что результирующая капля восстанавливает сферическую форму после деформации.

Ключевые слова: гравитационное осаждение, эмульсия, капля, OpenFOAM, моделирование, деформация

Mathematical modeling of the process of gravitational sedimentation of a
single drop

A.A. Mukhutdinova
Mavlyutov Institute of Mechanics UFRC RAS, Ufa, Russia

E-mail: mukhutdinova23@ya.ru

The article considers the process of gravitational sedimentation of water-in-oil emulsion droplets using numerical simulation. The
OpenFOAM software package was used. The sedimentation of single droplets with different radii and their interaction was simulated.
It was shown that the droplets retain a spherical shape with a diameter of less than 1 mm. With an increase in the droplet size,
deformation is observed due to the uneven distribution of external pressure. The numerical results are compared with analytical solutions
using the Stokes and Hadamard–Rybczynski formulas, which confirmed the correctness of the simulation. The process of merging two
droplets when they approach each other, which occurs automatically within the VOF method, is also considered. It was found that
the resulting droplet restores its spherical shape after deformation.

Keywords: gravity sedimentation, emulsion, droplet, OpenFOAM, modeling, deformation

1. Введение

В настоящее время эмульсии применяются во мно-
гих отраслях промышленности. Например, в химии осу-
ществляется разделение эмульсий в различных типах
химических реакторов; в нефтегазовой промышленно-
сти одной из актуальных задач является разделение во-
донефтяных эмульсий [1]; в медицине применяется ме-
тод гравитационного разделения крови на компоненты,
позволяющий отделять плазму от клеточных элемен-
тов — тромбоцитов, лейкоцитов и эритроцитов.

Одной из важных задач физики является разруше-

ние устойчивых дисперсных систем, таких как водоне-
фтяные эмульсии, самопроизвольно образующиеся в
процессе добычи нефти. По экономическим и эксплуа-
тационным причинам такие эмульсии необходимо раз-
делять для извлечения как водной, так и масляной (неф-
тяной) фазы. Для разработки более эффективного обо-
рудования по обработке эмульсий важно глубоко по-
нимать факторы, влияющие на образование и стабиль-
ность эмульсий. Адекватное понимание механизмов,
оказывающих влияние на размер капель, устойчивость
и процессы осаждения, всё ещё требует новых исследо-
ваний и открытий. Это подчёркивает значимость изуче-
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ния и совершенствования методов разрушения эмуль-
сий. Для поиска решений этих задач важную роль игра-
ют физико-химические свойства дисперсных систем и
поверхностные явления, происходящие в них.

Эмульсия типа «вода в масле» — это эмульсия, в
которой непрерывная фаза обычно представлена гид-
рофобными материалами, такими как масло, а дисперс-
ная фаза — водой [2]. В настоящей работе под «водой»
подразумевается любая полярная жидкость, а под «мас-
лом» — неполярная. Примеры масел: бензин, бензол,
керосин, анилин, малополярные органические жидко-
сти, а также растительные и минеральные масла незави-
симо от их химической природы. Более 95 % эмульсий
сырой нефти, образующихся на месторождениях, отно-
сятся к типу «вода в масле» [3]. Такие эмульсии содержат
поверхностно-активные вещества, играющие ключевую
роль в их формировании [4].

Эмульсия типа «масло в воде» представляет собой
систему, в которой масло выступает в роли дисперсной
фазы, а вода — в роли дисперсионной среды (непрерыв-
ной фазы). Такие эмульсии называют обратными.

Существуют также множественные эмульсии, та-
кие как «вода в масле в воде» (В/М/В) и «масло в воде
в масле» (М/В/М), являющиеся более сложными: в них
мелкие капли одной жидкости взвешены внутри более
крупных капель другой жидкости, которые, в свою оче-
редь, диспергированы в непрерывной фазе. Например,
эмульсия типа В/М/В состоит из капель воды, заключён-
ных в более крупные капли масла, взвешенные в водной
фазе. Для стабилизации подобных систем необходимо
наличие как минимум двух эмульгаторов: один должен
обладать низким гидрофильно-липофильным балансом
(HLB), а другой — высоким [5].

2. Постановка задачи
Проведено численное исследование гравитацион-

ного осаждения одиночной капли эмульсии типа «во-
да в масле» с использованием программного пакета
OpenFOAM. Целями моделирования являются изучение
данного процесса и сравнение результатов численного
решения с аналитическим решением. На рис. 1 схема-
тически представлен процесс осаждения эмульсии.

Размер сферических капель варьируется от 50 до
1000 мкм, что позволяет считать их движение вязким
(Re ≪ 1). Предполагается, что вязкость, плотность и
температура остаются постоянными; жидкости счита-
ются несмешивающимися, несжимаемыми и ньютонов-
скими. Химические реакции между двумя жидкостями
отсутствуют.

На каждую частицу в системе действует сила тя-
жести:

Fg = V(ρ− ρ0)g,

гдеV = 4/3πr3 —объём сферической частицы; ρ—плот-
ность дисперсной фазы; ρ0 — плотность дисперсионной
среды; r — радиус частицы; g — ускорение свободно-
го падения.

Сила вязкого сопротивления среды определяется
по закону Стокса [2]:

Fc = 6πµru,

где µ — вязкость дисперсионной среды; u — скорость
движения частицы.

Для моделирования применяется решатель
interFoam, который использует уравнение неразрывно-
сти, уравнения Навье–Стокса для двух несжимаемых,
изотермических, несмешивающихся жидкостей. Свой-
ства материала постоянны в пределах каждой из фаз, за
исключением области межфазной границы.

Уравнение неразрывности:

∇ · u = 0.

Уравнение Навье–Стокса:

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
= −∇p + µ∇2u + ρg + fst.

Сила поверхностного натяжения:

fst = σκ∇α,

где σ— коэффициент поверхностного натяжения; κ—
кривизна интерфейса; α—функция-показатель фазы.

Уравнение переноса фазовой переменной:

∂α

∂t
+ u∇α = 0,

где

α=

 1, — вода
0, —масло
(0, 1), — граница раздела двух жидкостей.

Метод моделирования свободной поверхности, ос-
нованный на решении уравнений Навье–Стокса, опи-
сывает движение потоков. Эти уравнения решаются по
отдельности для каждой фазы. Метод объёма жидко-
сти относится к классу эйлеровых методов, характери-
зующихся использованием сетки, которая может быть
стационарной или двигаться в соответствии с изменяю-
щейся формой поверхности по заданному закону. Ме-
тод представляет собой алгоритм, отслеживающий фор-
му и положение межфазной границы, основу которого
составляет дробная функция, представляющая собой
интеграл характеристических функций жидкости в ко-
нечном объёме — ячейке. Это означает, что свойства
материала постоянны в области, заполненной одной из
двух жидкостей, за исключением межфазной границы.

В данной математической модели не учитывается
уравнение коалесценции, поэтому процесс объедине-
ния (слияния) капель реализуется за счёт метода объёма
жидкости (VOF). В случае, когда две или более капель
попадают в одну вычислительную ячейку, метод VOF
автоматически объединяет их в одну каплю. После объ-
единения капля приобретает сферическую форму и про-
должает осаждение.
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Рис. 1. Схематический рисунок процесса осаждения эмульсии

3. Результаты моделирования

Для моделирования капли эмульсии типа «вода в
масле» были выбраны следующие параметры: вязкость
воды — 0.001 м2/с; плотность воды — 1000 кг/м3; вяз-
кость масла — 0.008 м2/с; плотность масла — 800 кг/м3;
поверхностное натяжение — 0.026 Н/м; ускорение сво-
бодного падения — 9.81 м/с2 в области x = 0.01 м,
y = 0.016 м.

На рис. 2 представлены результаты моделирования
осаждения капли радиусом 400 мкм в различные мо-
менты времени. Из рисунка видно, что капля движется
прямолинейно и сохраняет сферическую форму на про-
тяжении всего процесса осаждения.

На рис. 3 показаны результаты численного модели-
рования осаждения капель различного радиуса в фик-
сированный момент времени. Как видно из рисунка,

капли сохраняют сферическую форму в течение всего
процесса осаждения. Кроме того, наблюдается законо-
мерность: с увеличением радиуса капли скорость её оса-
ждения возрастает, тогда как капли меньшего радиуса
осаждаются медленнее.

На рис. 4 представлена зависимость скорости оса-
ждения капель от их диаметра. Скорость одиночной
капли рассчитывалась как отношение расстояния, прой-
денного каплей, к интервалу времени между началь-
ным моментом и моментом, непосредственно пред-
шествующим достижению дна. При этом расстояние
определялось как разность координат центра капли в
указанные моменты времени. Результаты численного
моделирования были сопоставлены с аналитическими
решениями: распределение скоростей, вычисленное
по закону Стокса, показано синей кривой; по закону
Адамара–Рыбчинского — красной; данные моделирова-

Рис. 2. Положение капли радиусом 400 мкм в различные моменты времени: (а) t = 0 с, (б) t = 0.5 с, (в) t = 1 с в области x = 0.01 м,
y = 0.016 м
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Рис. 3. Положение капель с радиусами: (а) 200 мкм, (б) 300 мкм, (в) 400 мкм в момент времени 1 секунда в области x = 0.01 м,
y = 0.016 м

ния в OpenFOAM представлены чёрной кривой. Анализ
графика свидетельствует о хорошем согласовании чис-
ленных результатов с аналитическими предсказаниями
в пределах допустимой погрешности. Такая точность
объясняется тем, что формулы Адамара–Рыбчинского
и Стокса получены для идеальных чистых жидкостей,
свободных от загрязнений и поверхностно-активных
веществ. В реальных условиях жидкости, как правило,
содержат примеси, которые сложно учесть в аналитиче-
ских моделях, что может вызывать отклонения.

Также был рассмотрен случай гравитационного оса-
ждения двух сферических капель воды в масле диамет-
ром 600 мкм с начальным расстоянием между ними
равном 1 мм. На рис. 5 представлены положения ка-
пель в различные моменты времени. Анализ показал,
что капли движутся по прямолинейным траекториям,
при этом сопротивление, действующее на верхнюю кап-
лю, меньше, чем на нижнюю, что приводит к более
высокой скорости её движения. В интервале времени
t = 0, 37 − 0, 40 с происходит слияние капель с последу-
ющим изменением формы образовавшейся объединён-
ной капли. К моменту t = 0, 55 с капля вновь приобре-
тает сферическую форму.

Рис. 4. Сравнение численного решения с аналитическим реше-
нием

Сферическая форма капли сохраняется при её ма-
лых размерах (d < 1). С увеличением диаметра наблю-
дается деформация капли. На рис. 6 показано измене-
ние формы капли диаметром 6000 мкм, полученное в
OpenFOAM. Из рисунка видно, что капли большого раз-
мера теряют сферическую форму. Деформация капли
при движении определяется, прежде всего, разностью
давлений внутри капли и в окружающей её жидкости. В
процессе осаждения изменение формы происходит за
счёт неравномерного распределения давления по внеш-
ней поверхности капли. Капли малого диаметра под-
вергаются равномерному давлению со стороны окру-
жающей жидкости. При увеличении размеров капли,
а следовательно, и скорости её осаждения, равномер-
ность распределения давления нарушается [6]. Кроме
того, в присутствии поверхностно-активных веществ
подвижность границы раздела фаз значительно снижа-
ется, вследствие чего движение капли, сохраняющей
сферическую форму, становится близким к движению
твёрдой частицы.

4. Заключение

В работе исследовано гравитационное осаждение
одиночных и взаимодействующих капель воды в мас-
ле с использованием численного моделирования в
OpenFOAM. Получено, что капли малого диаметра
(меньше 1 мм) сохраняют сферическую форму и дви-
жутся по прямой. Зависимость скорости осаждения от
размера капель хорошо совпадает с классическими ана-
литическими моделями. Показано, что при осаждении
капель в эмульсии происходит их сближение и слияние,
сопровождающееся изменением формы образовавшей-
ся объединённой капли с последующим восстановлени-
ем сферической формы. Для крупных капель наблюдает-
ся деформация формы из-за неравномерного давления
на поверхности.
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Рис. 5. Положение капель в разные моменты времени в области x = 0.01 м, y = 0.02 м

Рис. 6. Изменение формы капли диаметром 6000 мкм в области x = 0.01 м, y = 0.02 м
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Подходы к построению сеток для моделирования динамики флюида
при Т-образном соединении труб в среде OpenFOAM

И.А. Абдулов , О.В. Яковлев
Уфимский университет науки и технологий, Уфа

E-mail: ily4s.abdulov@yandex.ru

В нефтехимической промышленности для переработки тяжелых нефтепродуктов в более легкое топливо используется каталитический
крекинг. Данный процесс осуществляется в реакторах каталитического крекинга и на его результат большое влияние оказывает распреде-
ление реагентов внутри установки, а также ряд гидродинамических параметров, таких как давление и температура. Поэтому для модели-
рования подобных процессов используют методы вычислительной гидродинамики. В работе проведен сравнительный анализ различных
подходов к построению конечно-разностных сеток для моделирования течения жидкости в Т-образном соединении цилиндрических
труб с использованием пакета OpenFOAM. Рассмотрены как структурированные сетки, создаваемые с помощью blockMesh, так и неструк-
турированные гексаэдрические сетки, формируемые инструментом snappyHexMesh. Проведенная по основным параметрам оценка
качества (неортогональность, скошенность, объем ячеек) показала, что структурированная сетка, построенная по усовершенствованной
схеме соединения блоков, обеспечивает лучшие показатели ортогональности и скошенности по сравнению с неструктурированной
сеткой, что положительно сказывается на точности и устойчивости численного моделирования. Результаты численного моделирования
с использованием различных моделей турбулентности (k-ε, k-ω, LES) подтвердили, что выбор и качество сетки оказывают существенное
влияние на распределение устойчивости расчета при моделировании. Показано, что структурированная сетка, построенная с помо-
щью blockMesh, имеет более хорошие показатели сходимости и времени счета для рассмотренной пробной задачи по сравнению с
неструктурированной сеткой, построенной с помощью snappyHexMesh. Полученные результаты могут быть использованы для выбора
оптимального подхода к построению расчетных сеток при моделировании течения в инженерных задачах с использованием OpenFOAM.

Ключевые слова: динамика жидкости, турбулентность, Т-образное соединение, вычислительная гидродинамика, 3D-сетка,
OpenFOAM

Mesh generation approaches for fluid dynamics simulation
in a T-junction pipe using OpenFOAM

I.A. Abdulov , O.V. Yakovlev
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: ily4s.abdulov@yandex.ru

In the petrochemical industry, catalytic cracking is used to process heavy petroleum products into lighter fuels. This process is carried
out in catalytic cracking reactors and the result of the process is greatly influenced by the distribution of reagents within the unit, as
well as a number of hydrodynamic parameters such as pressure and temperature. Therefore, computational fluid dynamics methods are
used to model such processes. The paper presents a comparative analysis of various approaches to constructing finite-difference meshes
for modeling fluid flow in a T-shaped joint of cylindrical pipes using the OpenFOAM package. Both structured meshes created using
blockMesh and unstructured hexahedral meshes generated by the snappyHexMesh tool are considered. The conducted assessment of
the main quality parameters (non-orthogonality, skewness, cell volume) showed that the structured grid constructed using the improved
block connection scheme provides better orthogonality and skewness indicators compared to the unstructured grid, which has a positive
effect on the accuracy and stability of numerical modeling. The results of numerical simulation using different turbulence models (k-ε,
k-ω, LES) confirmed that the choice and quality of the grid have a significant impact on the distribution of stability of the calculation
during simulation. It is shown that the structured grid constructed using blockMesh has better convergence and calculation time for the
considered trial problem compared to the unstructured grid constructed using snappyHexMesh. The obtained results can be used to select
the optimal approach to constructing computational grids when simulating flows in engineering problems using OpenFOAM.

Keywords: fluid dynamics, turbulence, T-junction, computational fluid dynamics, 3D mesh, OpenFOAM

http://mfs.uimech.org/mfs2025.2.013
http://mfs.uimech.org/mfs2025.2.013
https://doi.org/10.21662/mfs2025.2.013
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
mailto:ily4s.abdulov@yandex.ru
mailto:ily4s.abdulov@yandex.ru
mailto:ily4s.abdulov@yandex.ru
mailto:ily4s.abdulov@yandex.ru


90 20 (2025) 2 Многофазные системы

1. Введение
В нефтехимической промышленности для перера-

ботки тяжелых нефтепродуктов в более легкое топливо
используется каталитический крекинг. Данный процесс
осуществляется в реакторах каталитического крекинга.
На результат этого процесса большое влияние оказыва-
ет распределение реагентов внутри установки, а также
ряд гидродинамических параметров, таких как давле-
ние и температура. Поэтому для моделирования этих
процессов используют методы вычислительной гидро-
динамики.

Моделированию каталитических реакторов посвя-
щено достаточно много статей, где рассматривались
гидродинамические потоки внутри каталитического ре-
актора.

Работы Chang [1] и Theologos [2] посвящены моде-
лированию сложных многофазных течений в реакторах
каталитического крекинга. В этих работах подчерки-
вается важность учета взаимодействия фаз (газ, жид-
кость, твердые частицы) и химических реакций. В ра-
боте Theologos была построена математическая модель
для трехмерных двухфазных потоков в нижней части ка-
талитического реактора. Впоследствии, в работе Chang
была разработана и верифицирована трехмерная трех-
фазная модель ICRKFLO, описывающая потоки в реак-
торе каталитического крекинга. В статье Novia [3] рас-
сматривается гидродинамика и кинетика реакций в ре-
акторах FCC c использованием модели Эйлера–Эйлера
и коммерческого CFD-пакета FLUENT. Авторы отмеча-
ли сложность моделирования зоны входа реактора, где
требуется высокая детализация сетки для учета турбу-
лентности и смешения. В статье [4] рассмотрена дву-
мерная модель нижней части лифт-ректора без подачи
гранулированной среды через боковой ввод.

Моделирование гидродинамических потоков тре-
бует создания качественной расчетной сетки, особенно
при наличии сложной геометрии, такой как соединения
цилиндрических труб.

Статья Аксенова и др. [5] была посвящена численно-
му моделированию турбулентных потоков воды разной
температуры в Т-образном соединении труб. Для расче-
та применялась неструктурированная расчетная сетка
с адаптацией (с дополнительным разбиением сетки в
областях с большими градиентами скорости потока). Од-
нако в этой статье не были затронуты методы построе-
ния структурированных сеток для подобной геометрии
расчетной области.

В рамках использования пакета OpenFOAM [6] — по-
пулярного инструмента с открытым исходным кодом
для численного моделирования задач гидро- и аэроди-
намики — существует несколько способов построения
гексаэдрической (шестигранной) расчетной сетки. Для
этого в пакете применяются программы blockMesh и
snappyHexMesh, каждая из которых использует различ-
ные методы построения конечной разностной сетки.

Кроме того, сторонние программные решения (Ansys [7],
Salome [8], FlowVision [9]) могут быть использованы для
генерации сеток с последующим экспортом в формат
OpenFOAM.

В настоящей статье рассматривается построение
структурированной и неструктурированной разност-
ных сеток для Т-образного соединения цилиндрических
труб при помощи инструментов пакета OpenFOAM. Ана-
лизируются различные подходы к построению разност-
ных сеток посредством сравнения показателей качества
разбиенияи времени счета. Для оценки качества постро-
енных разностных сеток используется математическая
модель протекания жидкости внутри соединения труб.

2. Математическая модель
Ламинарный поток несжимаемой жидкости в поло-

сти реактора описывается при помощи уравнений гид-
родинамики. Динамика жидкости задается системой
уравнений [10], состоящей из уравнения неразрывности

∂ui
∂xi

= 0,

уравнения сохранения импульса
∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xj

[
ρuiuj + pδij − τji

]
= 0, i = 1, 2, 3,

и сохранения энергии
∂

∂t
(ρe0) +

∂

∂xj

[
ρuje0 + uj p − uiτij

]
= 0.

В приведенной системе были использованы следую-
щие обозначения: u — вектор скорости; ρ — плотность;
p — давление; τ — компоненты тензора напряжений

τij = −2µ
3

∂uk
∂xk
δij + µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, где µ— динамическая

вязкость; e0 — полная энергия.
В месте пересечения цилиндров могут возникать

потоки жидкости с высоким числом Рейнольдса (Re ∼
106). При прямом численном моделировании для разре-
шения всех вихрей необходимо, чтобы линейный раз-
мер ячеек имел тот же порядок, что и Колмогоровский
масштаб. В таком случае количество ячеек прямо про-
порционально Re

9
4 , что при такой величине числа Рей-

нольдса делает численные расчеты практически невоз-
можными [11].

Для того, чтобы учесть эффекты турбулентности
при использовании сетки, недостаточной для прямо-
го численного моделирования, но позволяющей разре-
шить крупные вихревые структуры, необходимо исполь-
зовать различные модели турбулентности. На практике
основными типами моделей турбулентности являют-
ся RANS (Reynolds–Averaged Navier–Stokes) и LES (Large
Eddy Simulation). Далее рассмотрим модели RANS k-ε и
k-ω и модель LES Смагоринского.

Осредненное уравнение Навье–Стокса в моделях
RANS для большого числа Рейнольдса можно записать
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как
∂ūj

∂t
=

∂(ūiūj)

∂xj
= − ∂ p̄

∂xi
(2νT S̄ij) + f̄i.

В модели k-ε для вычисления турбулентной вязко-
сти используется следующая система уравнений [12,13]:

1
ρ

∂

∂xk

[
µt

σε

∂ε

∂xk

]
+

C1µt

ρ

ε

k

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
∂ui
∂xk

−

−C2
ε2

k
= 0,

1
ρ

∂

∂xk

[
µt

σk

∂k
∂xk

]
+
µt

ρ

(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
∂ui
∂xk

− ε = 0,

где k—турбулентная кинетическая энергия; ε—коэффи-
циент рассеяния; νT — турбулентная вязкость; σk и σt —
числа Прандтля; S̄ij —компоненты тензора напряжений.

Основными уравнениями модели k-ω являются:

∂(ρk)
∂t

+
∂(ρujk)

∂xj
=Pk−β∗ρωk +

∂

∂xj

[
(µ+ σkµt)

∂k
∂xj

]
,

∂(ρω)

∂t
+

∂(ρujω)

∂xj
= α
ω

k
Pk − βρω2+

+
∂

∂xj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

]
+ Dω,

где Pk = µt

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
∂ui
∂xj

.

Вмоделях типа LES вместо осреднения по Рейнольд-
су используется фильтрация турбулентных неоднород-
ностей. Уравнение Навье–Стокса в таком случае будет
иметь следующий вид:

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= −1
ρ

∂p
∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj
−

∂τij

∂xj
.

Вмодели Смагоринского используются следующие урав-
нения для вихревой вязкости и тензора напряжений:

τij −
1
3
τkkδij = −2νtSij,

νt = (Cs∆)2
√

2Sij.

3. Построение конечно-разностной
модели расчетной области
Примоделировании динамикижидкости эффектив-

ность численного решения (устойчивость и скорость рас-
чета) иногда существенно зависит от разностной сетки.
Существуют различные виды расчетных сеток: структу-
рированные и неструктурированные.

При построении неструктурированной разностной
сетки пространство разбивается на нерегулярно распо-
ложенные дискретные области. При таком разбиении
нельзя аналитически связать номер ячейки сетки и ее
положение в пространстве. Это позволяет строить раз-
ностные сетки для областей сложной формы, но в то же
время замедляет расчет при использовании таких сеток.

В структурированной сетке, напротив, расчетная
область разбивается на упорядоченные ячейки. Это поз-
воляет аналитически вычислить положение ячейки по
ее номеру. Поэтому структурированная сетка позволяет
точнее аппроксимировать производные; использова-
ние структурированной сетки приводит к ускорению
вычислительного процесса при фиксированном чис-
ле узловых точек; структурированная сетка уменьшает
необходимый для расчетов объем оперативной памя-
ти компьютера, упрощает процесс пространственной
декомпозиции расчетной области при распараллели-
вании вычислений; ортогональная структурированная
сетка снижает вычислительную погрешность [14]. Од-
нако для объектов со сложной геометрией проблема-
тично построить структурированную сетку, поэтому на
практике при расчетах часто используют неструктури-
рованные сетки.

Далее рассмотрим различные подходы для построе-
ния расчетной сетки для моделирования потока жидко-
сти внутри Т-образного соединения цилиндрических
труб.

Качество расчетных сетокможно оценить по набору
параметров: неортогональности — углу между прямой,
проходящей через центры смежных ячеек, и нормалью
к грани, соединяющей эти ячейки; минимальному и
максимальному объему ячеек; скошенности — расстоя-
нию от точки пересечения прямой, проходящей через
центры смежных ячеек, и соответствующей грани до
центра этой грани.

3.1. Построение расчетной сетки при помощи
BlockMesh

Для построения структурированной разностной сет-
ки в пакете OpenFOAM используется утилита blockMesh.
Программа позволяет описывать расположение и раз-
биение блоков в структурной сетке. Расчет координат
вершин блоков осуществляется с помощью внешней
программы, написанной на языке Python. Определение
соседних блоков при сборке сетки производится по сов-
падению вершин соответствующих граней, что следует
учитывать при описании структуры сетки.

Рассмотрим два подхода к построению структурной
сетки для пересечения цилиндрических труб.

Построение ортогональной структурированной вы-
числительной сетки с гексаэдрическими ячейками для
цилиндрической области не представляет технической
проблемы, однако сложность возникает при построении
области соединения цилиндрических труб.

Главнаяидеяпостроения сеткидляцилиндра заклю-
чается в разбиении окружности сечения на пять гексаго-
нальных областей (рис. 1(a)). Соединение цилиндровмо-
делируется при помощи сечения цилиндров плоскостя-
ми, проходящими через центр пересечения [15]. Схема
расположения блоков для сетки изображена на рис. 1(b).
Общий вид полученной сетки изображен на рис. 2.

Однако у такого подхода имеются некоторые недо-
статки, если рассматривается соединение труб разного
диаметра. В таком случае возникает необходимость в
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(a) (b)

Рис. 1. Схема разбиения пересечения цилиндров на блоки для построения структурированной сетки 1: (a) поперечное сечение
цилиндра, разделенное на пять областей, которые образуют основу для построения структурированной сетки внутри цилин-
дра, (b) продольное сечение пересечения двух цилиндров под прямым углом; грани блоков подогнаны друг к другу, чтобы
обеспечить совместимость ячеек сетки в зоне пересечения

добавлении некоторого участка трубы с различными
диаметрами, что негативно сказывается на ортогональ-
ности полученной сетки. Низкая ортогональность в пе-
реходной области между цилиндрами может повлиять
на распространение вычислительной ошибки между
ячейками.

Идея построения сетки, представленной на рис. 3,
заключается в разбиении сетки для трубы большего диа-
метра так, чтобы было возможно соединение с секцией
для трубыменьшего диаметра. Такая конфигурация бло-
ков позволяет избежать чрезмерно большого искривле-
ния ячеек сетки в местах пересечения цилиндров. Одна-
ко в случае слишком большой разности диаметров боль-
шой и малой труб в середине области соединения могут
возникать ячейки малого размера, что может снизить
точность расчета распространения поля давления. Так-
же слишком мелкое разбиение области будет требовать
уменьшения шага по времени для сходимости расчета.

Общий вид со стороны «малого входа» полученной
сетки показан на рис. 4, где видна структура разбие-
ния описанных выше блоков на конечно-разностные
ячейки.

Рис. 2. Внешний вид сетки 1, построенной с использованием
утилиты blockMesh

(a)

(b)

(c)

Рис. 3. Схема блоков для соединения большого и малого цилин-
дров в сетке: (a) сечение в плоскости Oxz, (b) сечение
в плоскости Oxy, (c) сечение в плоскости Oyz, видны
линии разбиения, формирующие блоки сетки, которые
позволяют соединить цилиндр большего диаметра с ци-
линдром меньшего диаметра
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(a)

(b)

Рис. 4. Внешний вид сетки 2, построенной с использованием
blockMesh: (a) вид сетки со стороны примыкания малой
трубы, (b) вид с обратной стороны

Сравним полученные сетки по приведенным выше
параметрам при помощи программы checkMesh. Зна-
чения параметров представлены в табл. 1. Показатели
неортогональности и скошенности для второй сетки
оказались ниже, чем для первой, что позволяет вносить
меньшую поправку в решение при моделировании. Да-
лее будет рассматриваться именно вторая сетка, ввиду
ее лучших показателей.

3.2. Построение расчетной сетки при помощи
SnappyHexMesh

SnappyHexMesh — это инструмент для генерации
гексаэдрической неструктурированной сетки, включен-
ный в дистрибутив OpenFOAM. SnappyHexMesh может
использовать трехмерную поверхность рельефа и итера-
тивно строить сетку на ней. Некоторые параметры поз-
воляют создавать несколько слоев ячеек у поверхности
трехмерной модели. Эта функция позволяет иметь уточ-
ненную сетку в области высоких градиентов скорости
около поверхности трехмерной модели. Можно выбрать
несколько областей для уточнения до желаемого уров-
ня, чтобы OpenFOAM мог решать численные задачи с
максимальной эффективностью и точностью, используя
сетки, созданные с помощью SnappyHexMesh. Инстру-
мент построения сетки SnappyHexMesh можно запус-
кать параллельно на компьютерном кластере или ПК.

Программа snappyHexMesh начинает строить сетку
в гексаэдрически разбитой области, которую можно со-
здать с помощью blockMesh. От начальной гексаэдриче-
ской сетки зависит плотность ячеек внутри области мо-
делирования. В нашем случае размер области (20,20,20)
и равномерно разбита на (37,37,37).

Процесс построения сетки в snappyHexMesh состо-
ит из 3-х этапов:

1. castellatedMesh — измельчение сетки около по-
верхности области моделирования. На этом эта-
пе происходит выделение и измельчение ячеек,
принадлежащих области моделирования, и уда-
ление ячеек, не принадлежащих ей, в результате
чего на границе области моделирования образу-
ется «зубчатая» поверхность. Измельчение опре-
деляется минимальным и максимальным уровня-
ми: минимальный уровень применяется в общем
к поверхности, а максимальный — к ячейкам, ко-
торые образуют пересечения, формирующие угол,
превосходящий указанный в resolveFeatureAngle.
В нашем случае минимальный уровень — 3, мак-
симальный — 4, а resolveFeatureAngle — 60.

Таблица 1. Параметры качества сеток, построенных blockMesh

Параметр Сетка 1 Сетка 2
Мин. объем 1, 33077 · 10−5 0,00121951
Макс. объем 0,00633944 0,0022648
Макс. неортогональность 78,3088 10,9638
Средняя неортогональность 21,5799 5,45203
Максимальная скошенность 1,40888 0,457143
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Рис. 5. Внешний вид сетки, построенной snappyHexMesh

2. snap — перемещение вершин около поверхности
области моделирования. На этом этапе вершины
вблизи поверхности моделирования перемещают-
ся к ней. Для получения равномерного распределе-
ния вершин на поверхности моделирования про-
водятся итерации сглаживания nSolveIter, в нашем
случае — 100.

3. addLayers — добавление дополнительных слоев
около границы области моделирования. После про-
ведения перемещений около границы области еще
могут остаться ячейки с «плохими» параметрами,
которые возникают из-за сильных отличий ячеек
на границе и внутри границы. Для решения этой
проблемы на этом этапе около границы внутри об-
ласти моделирования добавляются дополнитель-
ные слои, имеющие форму границы. Количество
слоев определяется параметром nSurfaceLayers, в
нашем случае — 2.

На рис. 5 изображена расчетная сетка, полученная
для приведенных выше параметров. На рисунке вид-
но измельчение разбиения в угловых областях области
моделирования.

4. Вычислительный алгоритм
Для расчета турбулентного потока жидкости была

использована программа пакета OpenFOAM, реализу-
ющая алгоритм PIMPLE. Алгоритм является гибридом
двух методов: PISO (Pressure Implicit with Splitting of
Operators) и SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-
Linked Equations) [16] и предназначен для решения урав-
нений Навье–Стокса в сложных течениях, таких как
турбулентные потоки или потоки с переменной вяз-
костью [14].

bigA

small

bigB

z

y

Рис. 6. Названия граничных поверхностей моделируемой рас-
четной области

5. Результаты
Для оценки числа Куранта и времени счета на

рассмотренных сетках было проведено пробное мо-
делирование динамики несжимаемой жидкости при
различных моделях турбулентности. На стенках тру-
бы ставится условие прилипания U_walls = 0; на вхо-
дах small и bigA (рис. 6) задана постоянная скорость
U_small = U_bigA = 2 м/с; на выходе bigB задано усло-
вие протекания ∇U_bigB = 0. По давлению на входах
заданы краевые условия∇p_small = 0 и∇p_bigA = 0, а
на выходе — постоянное давление p_bigB = 0.

В начальный момент времени заданы условия U =
0 и p = 0 во всех внутренних точках расчетной области.
Для расчета был задан фиксированный шаг по времени
∆t = 5 · 10−4 с.

Расчет на сетке, построенной с помощью
snappyHexMesh, с использованием модели турбулентно-
сти k-ε оказался неустойчивым. Это может быть связано
с большим уровнем разбиения в области поверхно-
сти расчетной области, из-за чего получаются ячейки
маленьких размеров в области соединения труб. На гра-
фиках, представленных на рис. 7, показано изменение
среднего и максимального значений числа Куранта в
ходе расчета для каждого момента времени.

Для вычислительных экспериментов используются
следующие обозначения: Keps — модель турбулентно-
сти k-ε; Kom — модель турбулентности k-ω; Les — мо-
дель турбулентности Смагоринского; bm — сетка, по-
строенная с помощью blockMesh (рис. 8); sm — сетка,
построенная с помощью snappyHexMesh (рис. 9). Можно
видеть, что средние значения числа Куранта при расче-
те с использованием построенной snappyHexMesh сетки
оказываются больше, чем значения сетки, построенной
с помощью blockMesh. Это значит, что расчет с примене-
нием моделей турбулентности для сетки bm допускает
увеличение шага по времени ∆t. Диаграмма времени
расчета на сетках представлена на рис. 10. На диаграм-
ме можно заметить, что время счета на сетках bm и sm
отличается незначительно, не учитывая время Keps_sm
ввиду расхождения расчета.
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Рис. 7. Значения числа Куранта в ходе расчета для различных сеток: (a) максимальное число Куранта; (b) среднее число Куранта
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Рис. 8. Результаты пробных вычислительных экспериментов с использованием сетки 2. Показаны формы вихрей для различных
моделей турбулентности: (a) модель k-ε; (b) модель k-ω; (c) модель Смагоринского

(a) (b)

Рис. 9. Результаты пробных вычислительных экспериментов с использованием сетки, построенной с помощью snappyHexMesh.
Показаны формы вихрей для различных моделей турбулентности: (a) модель k-ω; (b) модель Смагоринского
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Таблица 2. Параметры качества сеток

Параметр Сетка snappyHexMesh Сетка blockMesh
Мин. объем 4, 28 · 10−5 0,00121951
Макс. объем 0,157245 0,0022648
Макс. неортогональность 58,9713 10,9638
Средняя неортогональность 9,85755 5,45203
Максимальная скошенность 3,55625 0,457143
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Рис. 10. Время расчета в различных вычислительных экспери-
ментах

Расчеты с применением структурированной сетки,
построенной с помощью blockMesh, показали большую
устойчивость в сравнении с неструктурированной сет-
кой, построенной с помощью snappyHexMesh. Это мо-
жет быть связано с более высокой ортогональностью и
низкой скошенностью ячеек в структурированной сет-
ке (табл. 2).

Стоит отметить, что неструктурированные сетки,
создаваемые snappyHexMesh, позволяют более гибко
адаптироваться к сложной геометрии при наличии рез-
ких изменений диаметра. Такие сетки позволяют ло-
кально уточнять разбиение в областях с большими гра-
диентами скорости, что критично для корректного вос-
произведения турбулентных вихрей и зон смешения.
Однако неструктурированные сетки могут иметь повы-
шенную неортогональность и скошенность, что потен-
циально увеличивает вычислительную ошибку и требу-
ет дополнительных ресурсов для коррекции численного
решения.

6. Заключение
В настоящей работе проведен сравнительный

анализ различных подходов к построению конечно-
разностных сеток для моделирования течения жидко-
сти в Т-образном соединении цилиндрических труб с
использованием пакета OpenFOAM. Рассмотрены как
структурированные сетки, создаваемые с помощью
blockMesh, так и неструктурированные гексаэдрические
сетки, формируемые инструментом snappyHexMesh.
Проведенная по основным параметрам оценка каче-
ства (неортогональность, скошенность, объем ячеек) по-
казала, что структурированная сетка, построенная по
усовершенствованной схеме соединения блоков, обеспе-
чивает лучшие показатели ортогональности и скошен-

ности по сравнению с неструктурированной сеткой, что
положительно сказывается на точности и устойчивости
численного моделирования.

В то же время инструмент snappyHexMesh позво-
ляет гибко адаптировать сетку к сложной геометрии
области моделирования и локально уточнять разбиение
в зонах с высокими градиентами скорости, что особенно
важно для корректного описания турбулентных струк-
тур. Результаты численного моделирования с исполь-
зованием различных моделей турбулентности (k-ε, k-ω,
LES) подтвердили, что выбор и качество сетки оказыва-
ют существенное влияние на распределение устойчи-
вости расчета при моделировании.

Таким образом, структурированная сетка, постро-
енная с помощью blockMesh, имеет более хорошие пока-
затели сходимости и времени счета для рассмотренной
пробной задачи по сравнению с неструктурированной
сеткой, построенной с помощью snappyHexMesh.
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Устойчивость трубопровода при продольно-поперечном изгибе
в плоском канале

М.И. Макаров1,2 , И.Л. Кузьмин3
1 Сколковский институт науки и технологий, Москва
2 Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Москва
3Московский государственный технический университет имени Н.Э. Баумана, Москва

E-mail: ufamax2@gmail.com

Исследование посвящено актуальной проблеме устойчивости стержней в ограниченном пространстве, имеющей важное значение
для технологий бурения скважин и строительства подземных переходов методом наклонно-направленного бурения. Целью работы
является определение спектра критических сил, соответствующих различным формам контакта стержня с плоскими стенками канала. На
основе классической теории изгиба Эйлера–Бернулли разработана аналитическая модель невесомого стержня между двумя жесткими
плоскими поверхностями. Это позволило получить точные формулы для расчета критических сил, при которых стержень теряет
устойчивость. Численное моделирование выполнено методом коллокации с адаптивным выбором сетки, реализованным в функции
solve_bvp библиотеки SciPy. Этот метод позволяет учесть сложные граничные условия и нелинейные эффекты, которые могут влиять на
устойчивость стержня. В результате исследования определены семь различных форм изгиба стержня и соответствующие им диапазоны
критических сил от Pcr = π2EJ/l2 до Pcr = 1296π2EJ/l2. Выявлены закономерности перехода от точечного контакта к линейному при
увеличении нагрузки. Установлено, что при малых нагрузках стержень изгибается в форме синусоиды, а при больших принимает более
сложные формы, включая формы с несколькими полуволнами. Полученные результаты хорошо согласуются с экспериментальными
данными, что подтверждает их достоверность и практическую значимость. Результаты исследования могут быть использованы при
проектировании трубопроводов в нефтегазовой отрасли для предотвращения потери устойчивости конструкций. Это особенно важно
при прокладке трубопроводов в сложных геологических условиях, где устойчивость стержней может быть нарушена из-за высоких
нагрузок или ограничений пространства. Кроме того, результаты исследования могут быть полезны при разработке новых технологий
бурения и строительства подземных переходов. Например, они могут быть использованы для оптимизации параметров бурового
оборудования и конструкции подземных переходов, чтобы обеспечить их устойчивость и надежность. Дальнейшие исследования
в этой области могут быть направлены на изучение устойчивости стержней с учетом влияния температуры, влажности и других
факторов, которые могут влиять на их свойства и поведение в ограниченном пространстве. Это позволит разработать более точные
и надежные методы проектирования и эксплуатации конструкций в сложных условиях.

Ключевые слова: продольно-поперечный изгиб, устойчивость трубопровода, плоский канал, критическая сила, точечный контакт,
линейный контакт

Pipeline stability under longitudinal and transverse bending
in a plane channel
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The study is devoted to the urgent problem of the stability of rods in a confined space, which is important for the technologies of drilling
wells and the construction of underground passages using directional drilling. The aim of the work is to determine the spectrum of critical
forces corresponding to the various forms of contact of the rod with the flat walls of the channel. Based on the classical Euler-Bernoulli
bending theory, an analytical model of a weightless rod between two rigid flat surfaces has been developed. This made it possible to obtain
precise formulas for calculating the critical forces at which the rod loses stability. Numerical simulation is performed using the collocation
method with adaptive grid selection implemented in the solve_bvp function of the SciPy library. This method allows you to take into
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account complex boundary conditions and nonlinear effects that can affect the stability of the rod. As a result of the study, seven different
forms of rod bending and their corresponding ranges of critical forces were determined — from Pcr = π2EJ/l2 to Pcr = 1296π2EJ/l2. The
patterns of transition from point contact to linear contact with increasing load are revealed. It is established that at low loads the rod bends
in the form of a sine wave, and at high loads it takes on more complex shapes, including shapes with several half—waves. The results
obtained are in good agreement with experimental data, which confirms their reliability and practical significance. The results of the study
can be used in the design of pipelines in the oil and gas industry to prevent the loss of structural stability. This is especially important
when laying pipelines in difficult geological conditions, where the stability of the rods may be compromised due to high loads or space
constraints. In addition, the results of the study may be useful in the development of new technologies for drilling and construction of
underpasses. For example, they can be used to optimize the parameters of drilling equipment and the construction of underpasses to
ensure their stability and reliability. Further research in this area may be aimed at studying the stability of rods, taking into account the
influence of temperature, humidity and other factors that may affect their properties and behavior in a confined space. This will make
it possible to develop more accurate and reliable methods for designing and operating structures in difficult conditions.

Keywords: longitudinal-transverse bending, pipeline stability, flat channel, critical force, point contact, line contact

1. Введение
Задача об устойчивости стержней в ограниченном

пространстве имеет фундаментальное значение для ря-
да инженерных приложений, особенно в нефтегазовой
отрасли. Исследование поведения трубопроводов при
изгибе в скважинах критически важно для обеспечения
безопасности конструкций, точности геодезических из-
мерений, а также для анализа деформационных напря-
жений и контактных сил со стволом скважины.

В.И. Феодосьев [1] выдвинул гипотезу о возмож-
ности существования сложных форм плоского изгиба
стержней в каналах, ограничивающих их прогиб при по-
тере устойчивости. Эта гипотеза была эксперименталь-
но подтверждена Н.Т. Овчинниковым и Ф.Д. Сороки-
ным [2]. В современных исследованиях авторов [4] была
разработана математическая модель для анализа напря-
жений изгиба направленных бурильных труб в много-
ствольных скважинах, показано, что основной причи-
ной отказов является чрезмерный изгиб. Особое вни-
мание в [5] уделяется влиянию латеральных колебаний
бурильной колонны на устойчивость ствола скважины.
Исследования показывают, что как латеральное уско-
рение, так и эффекты трения оказывают значительное
влияние на устойчивость скважины, при этом началь-
ное положение столкновения и размер зазора между
бурильной колонной и стенкой скважины являются кри-
тическими факторами. Значительное развитие получи-
ли исследования устойчивости морских трубопроводов,
особенно систем «труба в трубе» [6]. Авторы разработа-
ли методы контроля глобальной потери устойчивости
таких систем с использованием распределенной плаву-
чести, что решает проблему неустойчивости, вызванной
высоким центром тяжести трубопровода. Российские
исследования в области устойчивости морских трубо-
проводов на арктическом шельфе внесли важный вклад
в понимание взаимодействия трубопровода с многолет-
немерзлыми породами [7].

Целью настоящей работы является определение
спектра критических сил, при которых происходит по-
теря устойчивости, и соответствующих форм изгиба
стержня в плоском канале. Это позволит более точно

прогнозировать поведение трубопроводов в реальных
условиях эксплуатации, учитывая их геометрические
и механические характеристики, а также особенности
окружающей среды.

Для достижения поставленной цели необходимо
провести теоретический анализ задачи с использовани-
ем методов теории упругости и механики деформиру-
емого твердого тела. Особое внимание будет уделено
учету граничных условий, определяющих взаимодей-
ствие стержня с каналом, а также влиянию начальных
несовершенств формы и механических свойств матери-
ала на устойчивость системы.

Экспериментальные исследования, проведенные
с использованием современных методов диагностики
и моделирования, позволят верифицировать получен-
ные теоретические результаты и уточнить границы при-
менимости предложенной модели. Результаты работы
будут полезны для разработки рекомендаций по проек-
тированию и эксплуатации трубопроводов в условиях
ограниченного пространства, что повысит надежность
и безопасность нефтегазовых сооружений.

2. Постановка задачи и модель
Рассмотрим стержень в плоском канале, закреплен-

ный на концах. На рис. 1 представлена расчетная схема
трубопровода в плоском канале с указанием осей ко-
ординат, действующих сил и граничных условий. Стер-
жень длиной l находитсямежду двумяжесткимиплоски-
ми поверхностями с зазором∆ и подвергается действию
продольной силы P на обоих концах.

Примем, что при P > π2EJ/l2 (E — модуль Юнга,
J — момент инерции) существует зона l2 плотного при-
легания стержня к стенкам трубы. Составим уравнение
упругой линии стержня на участке 0 ⩽ x ⩽ l1, где l1 —
расстояние от начала стержня до плотного прилегания;
R обозначает реакциюоснования—силу, с которой стен-
ка канала действует на стержень в точке контакта:

EJ
d2y
dx2 + Py = Rx.

Дважды продифференцировав уравнение и прини-
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y

x

Верхняя стенка

Нижняя стенка

Точка контакта

Точка контакта

Точка контакта

P (сжимающая) P (сжимающая)

N1 (нормальная реакция)

N2 (нормальная реакция)

N3 (нормальная реакция)

Зазор ∆

Длина трубопровода l

Обозначения:
P — продольная сжимающая сила
N — нормальная реакция стенки
∆ — зазор между трубой и стенкой

Рис. 1. Расчетная схема трубопровода в плоском канале

мая α2 = P/(EJ), получим уравнение изгиба [3]:

d4y
dx4 + α2 d2y

dx2 = 0. (1)

Общее решение (1) имеет вид:

y(x) = A sinαx + B cosαx + Cx + D.

Ставим пять граничных условий для определения l1 по-
мимо констант:

y(0) = 0, y′′(0) = 0, y(l1) = ∆, y′(l1) = 0, y′′(l1) = 0.

Подставив граничные условия, получаем:

y(0) = B + D = 0, y′′(0) = −Bα2 = 0 ⇒ B = 0, D = 0;

y′(l1) = Aα cosαl1 + C = 0, y′′(l1) = −α2 A sinαl1 = 0,

y(l1) = A sinαl1 + Cl1 = ∆ ⇒ A ̸= 0, sinαl1 = 0 ⇒

C =
∆
l1

⇒ A =
−∆

l1α cosαl1
⇒ tgαl1 = 0 ⇒

αl1 = πn, n = 1 ⇒ l1 =
π

α
⇒ A =

∆
π

.

И тогда итоговое решение имеет вид:

y(x) =
∆
π
(sinαx + αx).

Так как продольную нагрузку можно записать в ви-
де P = α2 · EJ (из определения α), то выразив α через l1,
мы получаем нагрузку, зависящую от l1 вместо l:

P =
π2EJ

l2
1

. (2)

Из (2) следует, что прилегание начнется при силе
P = 4π2EJ/l2, так как l1 ⩽ l/2. Следовательно, точка ка-
сания не может превышать середину стержня. Соответ-
ственно, при силе π2EJ/l2 ⩽ P ⩽ 4π2EJ/l2 происходит
одно-точечный контакт, а при большей силе начинает-
ся прилегание по участку.

Однако, если средний участок l2 станет достаточ-
но длинным, то на нем также может произойти потеря
устойчивости. Определим при какой длине l1 это про-
изойдет. Критическая сила для среднего участка будет
P = π2EJ/l2

2, l2 = l − 2l1, но в то же время она равна
P = π2EJ/l2

1. Приравняв выражения, найдем l1 = l/4
и P = 16π2EJ/l2.

После того как средний участок изогнется, можно
рассматривать каждую треть стержня как новый само-
стоятельный стержень и, соответственно, изменится
и расстояние от начала стержня до плотного приле-
гания l1 = l/6 одномоментно. Проведя вычисления,
аналогичные предыдущим, найдем критическую силу
P = 36π2EJ/l2, при которой вновь начнется прилегание
к стенкам по участкам.

При силе 16π2EJ/l2 ⩽ P ⩽ 36π2EJ/l2 происходит
трех-точечный контакт, при большей силе снова начи-
нается прилегание, но уже на трех участках.

Считаем, что волны изгиба равномерны и изгиб
на трех участках происходит одинаково и одновремен-
но. Рассмотрим первую полуволну (левую), у которой
при силе P = 36π2EJ/l2 начинается прилегание. Тогда
l1 = l/6 и постепенно уменьшается при большей си-
ле, так как растет l2 = l/3 − 2l1. Приравнивая силы,
как это было сделано ранее, получим критическую силу
P = 144π2EJ/l2, при которой произойдет вторичная по-
теря устойчивости (у всех трех полуволн в нашей работе)
и длина l1 скачком изменится до l/18.

Повторив процедуру, считая что изгиб будет одина-
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Таблица 1. Формы изгиба стержня и нагрузки

Номер формы n Число полуволн
изгиба w

Вид контакта Безразмерное
усилие P̄

1 0 отсутствует P̄ ⩽ 1
2 1 одна точка 1 ⩽ P̄ ⩽ 4
3 1 одна линия 4 ⩽ P̄ ⩽ 16
4 3 три точки 16 ⩽ P̄ ⩽ 36
5 3 три линии 36 ⩽ P̄ ⩽ 144
6 9 девять точек 144 ⩽ P̄ ⩽ 324
7 9 девять линий 324 ⩽ P̄ ⩽ 1296

ковым на всех 9-и полуволнах, найдем силу при которой
вновь начнется линейный контакт:

P =
π2EJ

l2
1

=
324π2EJ

l2 .

Выполнив аналогичные операции, получим силу, необ-
ходимую для вторичной потери устойчивости:

l2 =
l

18
− 2l1 → P =

1296π2EJ
l2 .

Дальнейший изгиб не отличается от предыдущих
этапов, исходя из теории, однако, как показал физиче-
ский эксперимент, рассматривать его нет смысла ввиду
того, что изгиб практически не происходит одновре-
менно и одинаково даже на 3-х полуволнах, а на 9-и
полуволнах вероятность последующего изгиба мала и
представляет существенные сложности как в изучении,
так и в практическом применении.

Формы изгиба представлены на рис. 2, а количе-
ственные результаты, являющиеся спектром критиче-
ских сил (это последовательность значений продольной
нагрузки, при которых стержень (трубопровод) между
двумя жесткими плоскими стенками теряет устойчи-
вость и меняет форму изгиба; физически это означает,
что при достижении каждой из этих нагрузок возникает
новая форма контакта стержня со стенками: сначала то-
чечный, затем линейный, затем множественные точки
и линии контакта) приведены в табл. 1, где использова-
лись следующие обозначения: P̄ = P/Pcr — безразмер-
ное усилие; Pcr = π2EI/l2 — критическое усилие при
потере устойчивости по Эйлеру; P — усилие на концах
стержня (E —модуль Юнга материала стержня; I —мо-
мент инерции сечения стержня).

Рис. 2. Формы изгиба

3. Результаты моделирования
При построении численного решения используем

некоторые результаты, полученные при аналитическом
решении. Поскольку длина l1 = π/α уже определена, то
при численном решении ставятся только 4-е граничных
условия. Соответственно, для левой части рассматрива-
ются 4-е вида граничных условий:

1) y(0) = 0, y′′(0) = 0, y(l1) = ∆, y′(l1) = 0 соот-
ветствует шарнирному закреплению левого конца
стержня и условию касания со стенкой в точке l1;

2) y(0) = 0, y′(0) = 0, y(l1) = ∆, y′(l1) = 0 соответ-
ствует жесткому закреплению левого конца;

3) y(0) = 0, y′′′(0) = 0, y(l1) = ∆, y′(l1) = 0 соответ-
ствует шарнирному закреплению с возможностью
горизонтального смещения;

4) y(0) = 0, y′′(0) = 0, y(l1) = ∆, y′′(l1) = 0 соот-
ветствует шарнирному закреплению с условием
отсутствия изгибающего момента в точке контак-
та.

Физически обоснованными для рассматриваемой
задачи являются первый и третий варианты граничных
условий, поскольку они соответствуют реальным усло-
виям закрепления трубопровода в скважине. Второй
вариант не соответствует условиям шарнирного закреп-
ления, а четвертый приводит к некорректным резуль-
татам из-за нарушения условия непрерывности изги-
бающего момента.

Используется численный метод коллокации с
адаптивным выбором сетки (collocation method with
adaptive mesh refinement), реализованный в функ-
ции solve_bvp библиотеки SciPy. Этот метод сочетает
конечно-разностную дискретизацию (уравнения преоб-
разуются в алгебраическую систему через аппроксима-
цию производных на сетке), кусочно-кубическую интер-
поляцию (решение представляется в виде полиномов
3-го порядка на каждом интервале сетки), адаптивное
уточнение сетки (алгоритм автоматически увеличива-
ет плотность узлов в областях высокой нелинейности
для контроля погрешности), квазилинеаризацию (для
нелинейных задач используется итерационное линеа-
ризованное приближение).
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Рис. 3. Различные виды граничных условий

Параметры решения: относительная погреш-
ность tol = 1e-3, максимальное число узлов сетки
max_nodes = 1000. Метод обоснован сложными гра-
ничными условиями, резкими изменениями решения
(зоны контакта/отрыва), неявными граничными услови-
ями (условия в точке контакта y(l1) = ∆, y′(l1) = 0) [8,9].

Результаты моделирования представлены на рис. 3.
Физические параметры модели: длина стержня l = 5 м,
ширина канала s = 0.45 м, ширина зазора ∆ = 0.2 м,
диаметр трубы d = 0.05 м, толщина трубы h = 0.005 м,
геометрический момент инерции кольца J = (πd4/64) ·
(1 − ((d − 2h)/d)2) = 1.81 × 10−7 м4, модуль Юнга для
нержавеющей стали E = 2.06 × 1011 Н/м2. Как видно из
рис. 3, решения при первом и третьем виде совпадают,
а при остальных не являются обоснованными с физиче-
ской точки зрения. Поэтому будем использовать первое
или третье граничное условие.

Критическая сила Эйлера равна

Pcr =
π2EJ

l2 = 14730.695 Н.

Особенностью моделирования является то, что каж-
дая полуволна считается отдельно со своим граничным
условием. Также каждая полуволна разбивается на ле-
вый, средний и правый участки. При некоторых усилиях
средний участок вырождается и остаются только край-
ние участки.

На рис. 4–10 представлены численные решения за-
дачи для различныхформизгиба, приведенных в табл. 1.
Видно, что:

• при 0 ⩽ P̄ ⩽ 1 изгиба стержня не происходит из-за
недостаточного усилия (рис. 4);

• при 1 ⩽ P̄ ⩽ 4 происходит изгиб с контактом в од-
ной точке — середине стержня, обладающей наи-
меньшей жесткостью (рис. 5);

• при 4 ⩽ P̄ ⩽ 16 происходит прилегание к стен-
ке, величина длины которого пропорциональна
усилию (рис. 6);

Рис. 4. Форма изгиба при нагрузке меньше критической: 0 ⩽
P̄ ⩽ 1

Рис. 5. Форма изгиба при критической нагрузке: 1 ⩽ P̄ ⩽ 4
(l1 = 2.5 м)

(а)

(б)

(в)

Рис. 6. Форма изгиба при прилегании трубопровода: (а) P̄ = 4.1
(l1 = 2.469 м), (б) P̄ = 9 (l1 = 1.667 м), (в) P̄ = 15.99
(l1 = 1.25 м)
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Рис. 7. Форма изгиба при образовании трех полуволн: 16 ⩽
P̄ ⩽ 36 (l1 = 0.833 м)

(а)

(б)

(в)

Рис. 8. Форма изгиба при повторном прилегании: (а) P̄ = 40
(l1 = 0.791 м), (б) P̄ = 100 (l1 = 0.5 м), (в) P̄ = 143.99
(l1 = 0.417 м)

Рис. 9. Форма изгиба при образовании девяти полуволн: 144 ⩽
P̄ ⩽ 324 (l1 = 0.278 м)

(а)

(б)

(в)

Рис. 10. Форма изгиба при множественном прилегании: (а) P̄ =
330 (l1 = 0.275 м), (б) P̄ = 900 (l1 = 0.167 м), (в) P̄ =
1295.99 (l1 = 0.139 м)

• при 16 ⩽ P̄ ⩽ 36 происходит вторичная потеря
устойчивости на среднем участке, и образуются 3-
и полуволны изгиба, каждая из которых касается
стенки (рис. 7);

• при 36 ⩽ P̄ ⩽ 144 каждая полуволна образует ли-
нейный контакт со стенкой (рис. 8);

• при 144 ⩽ P̄ ⩽ 324 происходит потеря устойчиво-
сти на средних участках полуволн и образование
9-и полуволн (рис. 9);

• при 324 ⩽ P̄ ⩽ 1296 снова проявляется линейный
контакт у каждой полуволны (рис. 10).

4. Заключение
В результате проведенного исследования полу-

чено аналитическое и численное решение задачи о
продольно-поперечном изгибе невесомого стержня
в плоском канале с жесткими стенками. Разработан-
ная модель, основанная на классической теории изги-
ба Эйлера–Бернулли, позволила определить полный
спектр критических сил (последовательность значений
продольной нагрузки, при которых стержень (трубопро-
вод) между двумя жесткими плоскими стенками теряет
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устойчивость и меняет форму изгиба) и соответству-
ющих им форм деформации стержня при различных
уровнях нагружения.

Установлено существование семи различных форм
изгиба стержня с диапазонами критических сил от Pcr =
π2EJ/l2 до Pcr = 1296π2EJ/l2. Выявлена закономерность
перехода от простых форм деформации к сложным: от
одноточечного контакта при малых нагрузках к мно-
готочечному и линейному контакту при увеличении
продольной силы. Показано, что при достижении опре-
деленных критических значений нагрузки происходит
качественное изменение характера деформации с об-
разованием дополнительных полуволн изгиба (3, 9 по-
луволн).

Численное моделирование методом коллокации с
адаптивным выбором сетки подтвердило корректность
аналитических решений и позволило детально исследо-
вать переходные процессы между различными форма-
ми изгиба. Установлено, что физически обоснованными
являются граничные условия первого и третьего типов,
соответствующие реальным условиям закрепления тру-
бопровода в скважине.

Полученные результаты имеют важное практи-
ческое значение для проектирования и эксплуата-
ции трубопроводных систем в нефтегазовой отрасли,
особенно при использовании технологий наклонно-
направленного бурения и строительства подземных пе-
реходов. Разработанная модель позволяет прогнозиро-
вать критические нагрузки, при которых происходит
потеря устойчивости трубопровода, что необходимо для
обеспечения безопасности и надежности конструкций.

Дальнейшие исследования могут быть направлены
на учет влияния трения между стержнем и стенками
канала, веса трубопровода, а также на разработку трех-
мерных моделей для анализа устойчивости в криволи-
нейных скважинах сложной геометрии. Перспективным
направлением является также применение современ-
ных методов машинного обучения для оптимизации
параметров системы и предсказания поведения трубо-
проводов в реальных условиях эксплуатации

Авторы выражают благодарность руководителю вы-
пускных квалификационных работ по программе бака-
лавриата Урманчееву Саиду Федоровичу за помощь и
ценные советы при подготовке данной работы.
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Анализ возможности применения интеллектуальных систем машинного
обучения для работы с научными документами

В.Н. Гокарев1 , А.Ф. Беззубов1 , Д.В. Березкин2
1 27 ЦНИИ, Москва
2МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва

E-mail: vgokarev@mail.ru

В предлагаемой статье описывается гибридный подход к автоматизации обработки научно-технических документов в исследова-
тельском институте, сочетающий многовходовую нейросетевую архитектуру и интеграцию лингвистических методов. Такие методы
позволяют значительно оптимизировать процессы работы с документами — ускорять выделение информации и снижать долю ошибок
на первых этапах обработки данных, что в итоге оказывает экспоненциально положительное влияние на все последующие стадии
работы с научными документами. В работе отмечается важность данных подходов для решения актуальных задач в различных научных
сферах. Рассматриваются ключевые проблемы, которые требуют комплексного подхода к решению, и описываются перспективные
направления дальнейших исследований. Предложена методология по повышению эффективности автоматизации, в которой особое
внимание уделяется гибридным системам, объединяющим экспертные оценки, алгоритмические решения и нейросетевые модели для
повышения эффективности автоматизации. Непрерывный рост вычислительных мощностей способствует развитию этих технологий и
расширению их практического применения. Полученные результаты могут найти применение в оптимизации процессов автоматизации
производства, а также в разработке масштабируемых систем, основанных на современных технологиях искусственного интеллекта.

Ключевые слова: автоматизация обработки документов, машинное обучение, экспертные оценки, научные документы, нейронные
сети, обработка естественного языка (NLP), лингвистическая обработка текстов, классификация, гибридные методы

Analysis of the possibility of using intelligent machine learning systems to
work with scientific documents
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The article is devoted to the analysis of the application of modern methods of automation of work with scientific documents using
intelligent machine learning systems. The paper highlights the importance of these approaches for solving urgent problems in various
scientific fields. The article examines the key problems that require an integrated approach to solving, and describes promising areas
for further research. A methodology for improving automation efficiency is proposed, in which special attention is paid to hybrid
systems that combine expert assessments, algorithmic solutions and neural network models to increase automation efficiency. The
continuous growth of computing power contributes to the development of these technologies and the expansion of their practical
application. The results obtained can be used in optimizing чproduction automation processes, as well as in the development of
scalable systems based on modern artificial intelligence technologies.
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1. Введение

В современных научно-исследовательских ин-
ститутах (НИИ) автоматизация работы с научно-
техническими документами приобретает особую значи-

мость в связи с возросшими требованиями к оператив-
ности обработки информации и ее структурированию.
В настоящее время бурное развитие информационных
технологий и стремительное увеличение объема на-
учных публикаций требуют разработки эффективных
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методов автоматизации обработки и анализа научных
документов. Применение интеллектуальных систем
машинного обучения позволяет существенно повысить
качество извлечения, структурирования и интерпре-
тации информации, что является основополагающим
фактором для научно-исследовательской деятельно-
сти. Применение искусственного интеллекта (ИИ) в
данной области базируется на принципах обработки
естественного языка (Natural Language Processing, NLP),
методов глубокого обучения и алгоритмов кластериза-
ции, что обеспечивает возможность выявления скрытых
закономерностей в больших массивах данных. Система-
тизация и автоматизация процессов анализа научных
текстов способствуют не только ускорению научного
поиска, но и повышению объективности и воспроизво-
димости результатов исследований.

Актуальность применения ИИ в работе с научны-
ми документами обусловлена несколькими факторами.
Во-первых, непрерывное увеличение объема научно-
технической информации требует создания автомати-
зированных систем, способных оперативно обрабаты-
вать данные, что уже нашло отражение в ряде совре-
менных исследований и разработок. Так, многие науч-
ные коллективыи технологические компании, такие как
Google Scholar, Elsevier, Springer Nature, а также ведущие
университеты, активно разрабатывают и внедряют ал-
горитмы машинного обучения для классификации, ана-
лиза цитируемости и выявления тематических трендов.
Во-вторых, автоматизация рутинных процессов позво-
ляет сократить время на подготовку и обработку инфор-
мации, что особенно важно для специалистов в области
научных исследований, библиотекарей и аналитиков,
работающих с большими базами данных [1].

Сферы применения подобных решений весь-
ма разнообразны. Они охватывают как научно-
исследовательскую деятельность, так и образователь-
ные процессы, управление библиотечными фондами,
информационное сопровождение научных проектов
и мониторинг инновационных технологий. Примене-
ние интеллектуальных систем позволяет обеспечить
быстрый и точный поиск релевантной информации,
оптимизировать процессы рецензирования и даже спо-
собствовать выявлению новых направлений исследо-
ваний [2, 3]. Таким образом, разработка и внедрение
методов автоматизации обработки научных докумен-
тов становится необходимостью для университетов,
исследовательских институтов, издательств и организа-
ций, занимающихся анализом научных трендов.

В настоящей статье проводится анализ современ-
ных методов и алгоритмов автоматизации работы с на-
учными документами с использованием систем машин-
ного обучения. Рассмотрение теоретических основ при-
менения ИИ, анализ существующих решений и обзор
сфер применения закладывают фундамент для даль-
нейшего детального изучения конкретных методов и
алгоритмов, способных обеспечить комплексное авто-
матизированное решение задач в сфере научной ин-
формации.

2. Работа с научными документами
Динамичное развитие информационных техноло-

гий стимулирует появление междисциплинарных мето-
дов анализа больших данных. Современные исследова-
ния направлены на интеграцию статистических моде-
лей с алгоритмами машинного обучения, что позволяет
не только повысить качество извлечения информации,
но и оптимизировать процессы обработки данных с уче-
том специфики каждой научной дисциплины.

Применение искусственного интеллекта в работе с
научными трудами и документами позволяет перевести
большую часть обработки документов в автоматизиро-
ванный процесс, который не требует постоянного вме-
шательства человека. Это позволяет повысить эффек-
тивность функционирования организации и снизить
человеческие трудозатраты [4].

В научно-исследовательских институтах работа с
научно-техническими документами представляет со-
бой многоэтапный и трудоемкий процесс, требующий
значительного вклада человеческих ресурсов. Слож-
ность процесса заключается в необходимости проведе-
ния различных операций, таких как анализ, ознакомле-
ние, обработка, распределение и контроль, что требу-
ет внимания, времени и усилий сотрудников организа-
ции. Кроме того, постоянный рост объема документов
и увеличение скорости обмена информацией создают
дополнительные сложности в управлении документами.
Совокупность этих факторов делает необходимым для
руководителей, организаторов и разработчиков поиск
эффективных решений для автоматизации процессов
работы с научными трудами.

Применение технологий ИИ в данной сфере ори-
ентировано на обработку научно-технических текстов,
содержащих сложные терминологические конструкции,
формулы, таблицы и специализированную лексику. В
отличие от гуманитарных и социальных наук, где тек-
стовые данные часто являются неструктурированны-
ми и вариативными, научно-технические документы
обладают более четкой формальной структурой, вклю-
чающей аннотации, ключевые слова, графические эле-
менты и математические выражения. Это открывает
возможности для использования специализированных
алгоритмов обработки естественного языка и техноло-
гий машинного обучения, настроенных под специфику
научно-технического стиля.

3. Решаемые задачи
Научно-технические документы обладают рядом

специфических характеристик, которые необходимо
учитывать при их автоматизированной обработке. Во-
первых, они часто включают сложные структурные эле-
менты, такие как формулы, таблицы, схемы, рисунки,
что затрудняет их анализ традиционными алгоритмами
обработки текста. Во-вторых, документы могут содер-
жать специализированную терминологию, различную
для каждой предметной области. В-третьих, различие
в форматах публикаций (например, исследовательская
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статья, патент, технический отчет) требует гибкого под-
хода к анализу текстов, способного адаптироваться к
разным типам данных.

В рамках автоматизированной обработки научных
документов в НИИ основное внимание уделяется реше-
нию следующих задач:

• Классификация научно-технических текстов.
Классификация является крайне важным аспек-
том обработки научной информации. Использова-
ние методов тематического моделирования и алго-
ритмов машинного обучения позволяет эффектив-
но группировать документы по дисциплинам, на-
правлениям исследований или типам публикаций.
Например, можно выделить категории «физика»,
«химия», «инженерные науки» и далее детализи-
ровать их на подкатегории, такие как «квантовая
механика», «органическая химия» и «авиационные
технологии». Тематическое моделирование, в част-
ности, позволяет выявить скрытые ассоциативно-
семантические связи между терминами, докумен-
тами и темами в корпусах текстов. Это достигается
с помощью вероятностных моделей, таких как ла-
тентное размещение Дирихле (LDA), которое осу-
ществляет «мягкую» кластеризацию, позволяя тер-
минам относиться к разным темам в зависимости
от контекстуального значения.

• Извлечение ключевых элементов текста.
Научно-технические документы часто содержат
структурированную информацию, включающую
аннотацию, ключевые слова и библиографические
ссылки.Интеллектуальные системыобработки тек-
ста должны обеспечивать точное выделение этих
элементов для создания метаданных и оптимиза-
ции научного поиска. Извлечение ключевых слов
является важным аспектом этого процесса, по-
скольку оно позволяет суммировать содержание
текста и распознавать основные темы, обсуждае-
мые в документе. Для этого используются различ-
ные методы, включая статистические, лингвисти-
ческие и подходы машинного обучения.

• Генерация краткого содержания, аннотирование и
резюмирование.
В связи с увеличением объемов публикаций иссле-
дователи сталкиваются с необходимостью быстро-
го ознакомления с большим количеством научных
статей. Методы генерации кратких аннотаций на
основе нейросетевых моделей, таких как BART и
T5, позволяют автоматизировать процесс созда-
ния рефератов и увеличивать скорость анализа
данных. Эти модели используются для создания
кратких и информативных резюме, что облегча-
ет ориентацию в огромных объемах научной ин-
формации. Кроме того, автоматическая генерация
ключевых слов для аннотаций может существенно
улучшить возможности поиска по статьям, особен-
но когда ключевые слова не указаны явно в тексте.

КлючевымизадачамиавтоматизацииработывНИИ
является создание систем, способных классифициро-
вать научные публикации по тематическим направле-
ниям, типам документов (диссертации, отчеты, статьи,
патенты, технические задания и т.д.), а также генери-
ровать краткое содержание документа, сохраняющее
общий смысл и отражающее ключевые темы. Нейросе-
тевые модели, разрабатываемые в данном контексте,
должны учитывать широкий спектр текстовых форма-
тов, включая краткие аннотации, полнотекстовые на-
учные статьи, технические отчеты и монографии. Кро-
ме того, в рамках автоматизированных систем анализа
необходимо учитывать сложность терминологического
аппарата различных научно-технических дисциплин,
что требует масштабных обучающих выборок и меха-
низмов адаптации моделей к узкоспециализированным
областям знания.

4. Существующие методы
автоматизации работы с документами
Одним из ключевых аспектов автоматизации ра-

боты с любыми документами является распознавание
текстового содержимого документов. При отсутствии
текстового слоя пользователь лишается возможности
выполнять базовые операции с документом, такие как
выделение текста, копирование, поиск по словам, быст-
рая навигация. Это особенно актуально для отсканиро-
ванных документов и изображений страниц, в которых
текст представлен в виде графических данных. При вы-
сокой точности современных алгоритмов оптического
распознавания символов (Optical Character Recognition,
OCR), включая технологии на основе глубокого обуче-
ния, извлеченный текст из страниц или изображений
позволяет в полной мере отразить содержание докумен-
та в цифровом формате. Это открывает возможность
дальнейшей обработки текста с использованием дру-
гих методов.

Внедрение инструментов распознавания текста яв-
ляется ключевой задачей для повышения эффективно-
сти современных информационных систем. Решение
данной задачи позволяет существенно увеличить произ-
водительность обработки документов, сократить затра-
ты времени и ресурсов, а также обеспечить более глубо-
кую интеграцию с процессами управления, способствуя
ускорению принятия решений. Такой подход особен-
но актуален в условиях цифровой трансформации орга-
низаций, где требования к оперативности и точности
обработки данных становятся критически важными.

Другими полезными технологиями, автоматизиру-
ющими процессы работы с научными документами, яв-
ляются интеллектуальный поиск и интеллектуальное
сравнение. Технология интеллектуального поиска осно-
вана на использовании естественного языка ипозволяю-
щая пользователям формулировать свои поисковые за-
просы в наиболее удобной и интуитивной форме. Затем,
с помощью алгоритмов обработки естественного языка,
программа анализирует запрос и определяет докумен-
ты, которые наиболее точно соответствуют описанным
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в запросе условиям. Это обеспечивает более многогран-
ный поиск информации, поскольку программа может
понимать контекст и смысл запроса, а не просто искать
отдельные ключевые слова.

Функциональность интеллектуального сравнения
помогает находить различия между двумя версиями од-
ного документа на всех этапах согласования в самом
тексте документа, а также наличие или отсутствие визу-
альных признаков (картинок, подписей и прочего) [5].
Технология позволяет определить различия между до-
кументами разного формата, таких как doc, docx, pdf,
djvu. Кроме того, она выявляет крупные структурные
расхождение в документах — поля, отступы, колонти-
тулы и подобное. В результате сравнения формирует-
ся информативный отчет с результатами расхождений,
позволяющий сотрудникам сосредоточиться только на
измененных местах без необходимости вычитки все-
го текста. Это существенно экономит время и ресурсы
организации, а также снижает риск ошибок и несоот-
ветствий в документах.

В условиях стремительного роста объема научных
публикаций и разнообразия информационных источни-
ков перспективы дальнейших исследований в области
автоматизации обработки научных документов пред-
ставляют особую актуальность. Приоритетной задачей
остается создание универсальных платформ, способных
интегрировать разнородные данные и обеспечивать вы-
сокоточные алгоритмы классификации и семантическо-
го анализа. Важным направлением является разработка
адаптивных систем, способных динамически обучать-
ся на основе поступающих данных, используя методы
активного обучения и механизмы обратной связи.

5. Ограничения современных методов
Обработка, анализ, управление документами, в том

числе научными, служебными и другими, играют важ-
нейшую роль в повседневной деятельности любых орга-
низаций, которые требуют значительных временных и
человеческих ресурсов. С целью оптимизации этих про-
цессов все чаще находятся новые решения для повсе-
дневных и однообразных задач в работе с документами.

Однако, несмотря на существующие достижения в
области автоматизации, остается ряд сложных техни-
ческих потребностей, которые требуют особого внима-
ния. К таким потребностям можно отнести: извлечение
таблиц, которые не имеют четко выраженных границ
ячеек; извлечение графических объектов, таких как ри-
сунки и изображения, и анализ их содержания; распо-
знавание рукописных текстов; устранение дефектов пе-
чатного текста, включая бледные отпечатки, надписи
поверх текста или другие искажения. Эти задачи тре-
буют применения гибридных технологий, включая ма-
шинное обучение, компьютерное зрение и алгоритмы
обработки естественного языка, что подчеркивает важ-
ность комплексного подхода к автоматизации научного
документооборота.

Ключевой нерешенной проблемой на сегодняшний
день является отсутствие готового решения распределе-

ния научных документов по категориям рабочих про-
ектов отделов, направлений или организаций без вме-
шательства оператора. Это связано с тем, что каждая
организация имеет свои уникальные процессы и струк-
туры работы с документами, которые не могут быть
универсально охвачены существующими алгоритмами
автоматизации.

Особое внимание следует уделить адаптации суще-
ствующих алгоритмов под требования различных науч-
ных дисциплин. Методы, эффективные в технических и
естественных науках, зачастую оказываются менее при-
менимыми в гуманитарной сфере, где языковая неод-
нозначность и культурные контексты требуют специ-
ализированного подхода. Решение данной проблемы
возможно через разработку универсальных алгоритмов,
способных учитывать междисциплинарные особенно-
сти научных публикаций, что станет важнымшагом для
повышения качества обработки информации.

Таким образом, проблема эффективной организа-
ции ведения документов в современных учреждениях
не теряет своей актуальности, что объясняется следу-
ющими причинами: существенное отставание темпов
научно-технического прогресса от темпов нарастания
потоков информации вообще и потоков научного и слу-
жебного оборота в конкретном учреждении; способы и
методы обработки документов, которые имеются в ряде
учреждений, ежедневно осуществляющих распределе-
ние значительного количества документов, являются
достаточно не совершенными [6].

6. Предлагаемые подходы
Для повышения эффективности обработки научных

документов и снижения трудозатрат сотрудников орга-
низаций предлагаются как внедрение новых методов,
так и модернизация уже существующих технологий. Со-
временные подходы активно используют нейросетевые
модели, которые обеспечивают высокую точность и ско-
рость выполнения задач, связанных с анализом и обра-
боткой текстовой информации.

Среди новых методов можно выделить генерацию
краткого содержания документов, реализуемую с помо-
щьюмоделиMBART («mbart_ru_sum_gazeta») [7], которая
способна автоматически создавать содержательные ре-
зюме больших текстов, значительно ускоряя процесс
ознакомления с документами. Также еще одним важ-
ным направлением является выделение именованных
сущностей, например, названий организаций, дат, мест
и других ключевых данных с использованием модели
SpaCy («ru_core_news_lg»).

Кроме того, модернизация существующих техноло-
гий включает адаптацию таких моделей к специфиче-
ским требованиям организаций, настройку параметров
обработки данных под конкретные сценарии исполь-
зования и интеграцию их с уже функционирующими
системами документооборота. Такой подход не толь-
ко снижает нагрузку на сотрудников, но и способствует
улучшению качества управления информацией, повы-
шая общую производительность рабочих процессов.
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Для дальнейшего повышения эффективности ав-
томатизации целесообразно внедрение ансамблевых
моделей, объединяющих результаты нескольких алго-
ритмов в единое решение. Такой подход позволяет ком-
пенсировать слабые стороны отдельных методов за счет
их синергетического эффекта. Интеграция статистиче-
ских методов, нейросетевых архитектур и экспертных
оценок создает основу для построения адаптивных си-
стем, способных динамично реагировать на изменения
в объемах и характере научных данных [8].

7. Метод экспертных оценок
Автоматизация процессов классификации докумен-

тов требует комбинирования различных методов и тех-
нологий для достижения высокой точности и эффектив-
ности. Гибридный подход, основанный на интеграции
экспертных оценок, алгоритмов и нейросетевых моде-
лей, обеспечивает возможность более точного анализа
и обработки текстов. Такой подход объединяет преиму-
щества традиционных и современных методов, мини-
мизируя их недостатки.

Метод экспертныхоценок (МЭО) позволяет выбрать
лучшийвариант объекта (системы) измножества альтер-
нативных. Для многокритериального выбора лучшего
варианта из множества альтернативных возникает во-
прос учета степени важности критериев. Для решения
этого вопроса «обращаются» к МЭО, главными фигура-
ми которого являются эксперты (эксперты— высококва-
лифицированные специалисты в конкретной предмет-
ной области, способные по предъявляемой им исходной
информации выработать обоснованные рекомендации)
. На основе экспертных оценок можно задавать веса раз-
личным признакам, что особенно важно при работе с
алгоритмами, где требуется начальная разметка данных.
Кроме того, такие оценки помогают учитывать проти-
воречивые и несводимые друг к другу аспекты эффек-
тивности системы, задавая их относительную важность
через специальные коэффициенты.

Поскольку эффективность функционирования лю-
бой системы характеризуется различными, часто проти-
воречивыми и несводимыми один к другому аспектами
ее функционирования, имеющими различную физиче-
скую природу, направления изменения и масштабы из-
мерения, то для определения степени важности частных
показателей эффективности их необходимо «взвеши-
вать» специальными коэффициентами важности.

Расширяя традиционную модель экспертных оце-
нок, целесообразно использовать методы многокрите-
риального анализа, такие как метод иерархий (AHP) или
метод TOPSIS [9]. Эти инструменты позволяют учиты-
вать не только субъективное мнение специалистов, но
и объективные показатели эффективности алгоритмов,
что приводит к более точной калибровке весовых коэф-
фициентов. Такой гибридный подход повышает надеж-
ность автоматизированных систем за счет комплекс-
ного анализа параметров и согласования результатов
между различными методологиями.

Гибридный подход предполагает объединение

нескольких методов для достижения максимальной эф-
фективности. Простейшие правила обработки, основан-
ные на экспертных оценках, могут поддерживать работу
высокоуровневой нейросети. Такой подход может быть
реализован через механизмы, такие как «мягкое голо-
сование» (soft voting), где решения различных моделей
комбинируются для получения финального результата.

8. Нейронные сети с несколькими
входами
Современныенейросетевыемодели, такие как BERT

или GPT, способны учитывать контекст, семантику и
скрытые связи между словами, что значительно улучша-
ет точность классификации. Гибридный подход, объеди-
няющий экспертные оценки, традиционные алгоритмы
и нейросетевые модели, представляет собой мощное ре-
шение для автоматизации классификации документов.
Внедрение такого подхода должно обеспечить высокую
точность и производительность, снизить трудозатраты
и повысить качество работы организаций.

В работе [10] описываются разработка и примене-
ние многовходовой архитектуры нейронной сети. Мо-
делью обрабатывается несколько входных данных раз-
личных форматов, несколько текстовых, графовый и
формат даты времени. Архитектура разработанной мо-
дели дублирует архитектуру мультимодальных моделей
с несколькими «головами», каждая голова принимает
на вход свою структуру данных и на выходе выдает об-
работанное векторное представление. После этого все
векторные представления объединяются посредством
последовательного присоединения (конкатенации), за-
тем объединенный вектор обрабатывается полносвяз-
ными слоями.

На рис. 1 показана архитектура многовходовой ней-
ронной сети, в которой есть 4-е входа. Полный текст
документа разбивается на два входа: ID токенов и маски
внимания, затем добавляются входы с тегами зависи-
мостей и метаинформацией. Полный текст документа
разбивается на два входа: идентификатор токенов и
маски внимания, затем добавляются входы с тегами
зависимостей и метаинформацией.

Предварительно обученную модель BERT дообуча-
ли на наборе данных, состоящем из 5400 сообщений
социальной сети Tweeter. Все описанные классы были
разбиты строго равномерно по 900 сообщений в каждой
категории. Разработанная структура позволяет комби-
нировать знания от предварительно обученной модели,
семантических и лингвистических характеристик и ме-
таинформации. За счет рассматривания текста с разных
сторон и из разныхмодальностеймодель способна заме-
чать и выделять большее количество скрытыхшаблонов
в тексте. Проведенные эксперименты с использованием
данной модели показали увеличение точности класси-
фикации от 3 % до 7 % по сравнению с аналогами.

Расширение архитектуры нейронной сети за счет
интеграции дополнительных источников информации,
например, структурированных метаданных и времен-
ных характеристик, позволит не только объединять дан-
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Рис. 1. Схема архитектуры многовходовой нейронной сети

ные различных типов, но и значительно повышать точ-
ность извлечения смысловых зависимостей из сложных
научных текстов. Более того, применение механизмов
внимания и динамического обновления параметров в
сочетании с многовходовыми структурами позволит мо-
дели лучше адаптироваться к изменяющимся условиям
и поспособствует более детальному анализу контекст-
ных связей, что особенно важно при обработке длинных
и структурно насыщенных документов. Такой подход
обеспечивает более точное выделение ключевых инфор-
мационных сегментов, что в итоге приводит к улучше-
нию показателей эффективности работы с документа-
ми, а также результатов классификации и семантиче-
ского анализа.

9. Проводимые исследования
В рамках исследования по возможности создания

гибридной интеллектуальной архитектуры для автома-
тизации работы с научными документами планирует-
ся провести сравнительный анализ методов рефериро-
вания, основанных на классических лингвистических
подходах, и современных нейросетевых методов. Це-
лями данного анализа является выявление ключевых
особенностей и определение преимуществ каждого из
подходов в контексте автоматического создания крат-
ких содержательных резюме научных текстов. Тради-
ционные лингвистические методы, опирающиеся на
формальные грамматические правила, синтаксический
и морфологический разборы, зарекомендовали себя как
надежные инструменты при работе с текстами, обла-
дающими устойчивой структурой и предсказуемыми
шаблонами изложения. Однако, несмотря на их теоре-
тическую обоснованность и прозрачность алгоритмиче-
ских решений, данные методы зачастую испытывают
трудности при обработке больших объемов данных и
при наличии сложных семантических конструкций, ха-
рактерных для современных научных публикаций.

Современные нейросетевые методы, в свою оче-
редь, используют возможности глубокого обучения,
трансформеров и эмбеддингов для извлечения семанти-

ческой информации, что позволяет учитывать контекст
и скрытые взаимосвязи между фрагментами текста. Та-
кие методы демонстрируют высокую адаптивность и
способность обрабатывать как структурированные, так
и неструктурированные данные, однако требуют зна-
чительных вычислительных ресурсов и обширных обу-
чающих выборок для достижения оптимальной точно-
сти. В рамках исследования будет проведен детальный
анализ эффективности обоих подходов с использовани-
ем метрик качества реферирования, таких как полнота,
точность и когерентность получаемых резюме. Также
планируется проведение опытов на различных предмет-
ных областях, чтобы определить условия, при которых
один метод может быть предпочтительнее другого.

Анализ будет осуществляться на базе эксперимен-
тальных данных, полученных при обработке репрезен-
тативного корпуса открытых научных публикаций.

10. Заключение
Подводя итоги, можно отметить, что интеграция

междисциплинарных методов и технологий в области
автоматизации работы с научнымидокументами откры-
вает широкие перспективы для дальнейших исследова-
ний. Применение нейросетевых моделей в сочетании с
методами ансамблевого анализа и экспертных оценок
способствует созданию адаптивных систем, способных
к самокоррекции и обучению на основе новых данных.
Стандартизация процессов и межсекторное сотрудни-
чество станут ключевыми факторами для повышения
эффективности научного документооборота и качества
анализа информации в будущем.

Применение гибридного подхода автоматизации
процессов работы с научными документами, который
включает модель представления кластеров документов,
должно обеспечить значительный прирост точности
обработки. Использование данного подхода открыва-
ет возможности для автоматизации анализа больших
объемов данных, минимизации ошибок, связанных с
ручным вводом, и повышения прозрачности научной
работы.



Multiphase Systems 20 (2025) 2 V.N. Gokarev, A.F. Bezzubov, D.V. Berezkin 111

Список литературы / References
[1] de la Torre-L?pez J, Ram?rez A, Romero JR. Artificial intelligence to

automate the systematic review of scientific literature. Computing.
2023;105:2171–2194. DOI: 10.1007/s00607-023-01181-x

[2] Мирошниченко МА, Абдуллаева АА, Вовк МА. Тенденции развития
технологий искусственного интеллекта в управлении докумен-
тами организации. Естественно-гуманитарные исследования.
2024;(51):398–403.
Miroshnichenko MA, Abdullaeva aAA, Vovk MA. Development trends
of artificial intelligence technologies in organizational document
management. Natural-Humanitarian Studies. 2024;(51):398–403
(in Russian). EDN: ypbwdd

[3] Кубарский А В. Технологии искусственного интеллекта при постро-
ении самообучающейся системы электронного документооборота.
Эпомен. 2021;(61):49–55.
Kubarskiy AV. Intelligence technologies in the construction of a
self-learning electronic document management system. Epomen.
2021;(61):49–55 (in Russian). EDN: vjtnhp

[4] Перова МВ, Сибилева АА. Искусственный интеллект в системах
электронного документооборота. Тенденции развития науки и об-
разования. 2022;(81-2):33–36.
Perova MV, Sibileva AA. Artificial Intelligence in Electronic Document
Management Systems. Trends in Science and Education Development.
2022;(81-2):33–36 (in Russian). DOI: 10.18411/trnio-01-2022-50

[5] Белов ИИ. Автоматизация функций систем электронного докумен-
тооборота посредством применения технологий искусственного
интеллекта. Вестник архивиста. 2022;(3):772–783.

Belov II. Automation of Electronic Document Management Systems
Functions by Means of Artificial Intelligence Technologies. Herald of
an archivist. 2022;(3):772–783 (in Russian).
DOI: 10.28995/2073-0101-2022-3-772-783

[6] Павкина НН. Организация документооборота в современных учре-
ждениях. Актуальные проблемы современности: наука и общество.
2020;(1(26)):12–16.
Pavkina NN. Document management in the present-day institutions.
Current issues of our time: science and society. 2020;(1(26)):12–16.
EDN: cleivn

[7] IlyaGusev/mbart_ru_sum_gazeta Hugging Face. [online] URL: https://
huggingface.co/IlyaGusev/mbart_ru_sum_gazeta (Accessed 1.11.2024).

[8] Zhao J, Guo Y, Zhanget H, et al. Improvedmachine learning estimation
of surface turbulent flux using interpretable model selection and
adaptive ensemble algorithms over the Horqin Sandy Land area.
Atmospheric Research. 2025;316:107952.
DOI: 10.1016/j.atmosres.2025.107952

[9] Menon RR, Ravi V. Using AHP-TOPSIS methodologies in the selection
of sustainable suppliers in an electronics supply chain. Cleaner
Materials. 2022;5:100130. DOI: 10.1016/j.clema.2022.100130

[10] Mehdy AKMN, Mehrpouyan HA. Multi-Input Multi-Output Transformer-
Based Hybrid Neural Network for Multi-Class Privacy Disclosure
Detection. 2nd International Conference on Machine Learning
Techniques and NLP (MLNLP 2021), September 18–19, 2021,
Copenhagen, Denmark. CS & IT Conference Proceedings. 2021.
p. 221–241. DOI: 10.5121/csit.2021.111419

Сведения об авторах / Information about the Authors

Вадим Николаевич Гокарев Vadim N. Gokarev
27 ЦНИИ, Москва, Россия The 27th Central Research Institute, Moscow, Russia

vgokarev@mail.ru

ORCID: 0009-0002-4082-2925

Александр Федорович Беззубов Alexander F. Bezzubov
кандидат технических наук Ph.D. (Techn.)
27 ЦНИИ, Москва, Россия The 27th Central Research Institute, Moscow, Russia

b17a52f@yandex.ru

Дмитрий Валерьевич Березкин Dmitry V. Berezkin
кандидат технических наук Ph.D. (Techn.)

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia
dmitryb2007@yandex.ru

ORCID: 0000-0001-7149-6072

https://doi.org/10.1007/s00607-023-01181-x
https://elibrary.ru/ypbwdd
https://elibrary.ru/vjtnhp
https://doi.org/10.18411/trnio-01-2022-50
https://doi.org/10.28995/2073-0101-2022-3-772-783
https://elibrary.ru/cleivn
https://huggingface.co/IlyaGusev/mbart_ru_sum_gazeta
https://huggingface.co/IlyaGusev/mbart_ru_sum_gazeta
https://doi.org/10.1016/j.atmosres.2025.107952
https://doi.org/10.1016/j.clema.2022.100130
https://doi.org/10.5121/csit.2021.111419
mailto:vgokarev@mail.ru
https://orcid.org/0009-0002-4082-2925
mailto:b17a52f@yandex.ru
mailto:dmitryb2007@yandex.ru
https://orcid.org/0000-0001-7149-6072


112 20 (2025) 3 Многофазные системы

Содержание

Портрет ученого
А.А. Губайдуллин, Д.А. Губайдуллин, А.А. Аганин
К 85-летию академика Роберта Искандеровича Нигматулина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .55–59

Механика жидкости и газа
А.С. Верещагин, И.В. Казанин, В.Н. Зиновьев, В.М. Фомин
Анализ многофазной модели течения газовой смеси через слой микросфер
в условиях селективного отбора компонентов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .60–67

И.К. Гималтдинов, А.С. Родионов, Е.Ю. Кочанова
Численное исследование динамики детонационных волн в пузырьковой жидкости
при скачкообразном уменьшении диаметра цилиндрического канала . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68–77

А.В. Махнов
Численное моделирование коллапса сферического парового пузырька
вблизи плоской твёрдой стенки с использованием баротропной модели кавитации,
доступной в программном комплексе OpenFOAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78–83

А.А. Мухутдинова
Математическое моделирование процесса гравитационного осаждения одиночной капли . . . . . . . . . . . . . . . . 84–88

И.А. Абдулов, О.В. Яковлев
Подходы к построению сеток для моделирования динамики флюида
при Т-образном соединении труб в среде OpenFOAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89–97

Механика твердого тела
М.И. Макаров, И.Л. Кузьмин
Устойчивость трубопровода при продольно-поперечном изгибе в плоском канале . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .98–105

Робототехника и теория управления
В.Н. Гокарев, А.Ф. Беззубов, Д.В. Березкин
Анализ возможности применения интеллектуальных систем машинного обучения
для работы с научными документами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105–111



Multiphase Systems 20 (2025) 3 113

Contents

Profiles
A.A. Gubaidullin, D.A. Gubaidullin, A.A. Aganin
On the 85th anniversary of academician Robert Iskanderovich Nigmatulin (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55–59

Liquid & Gas Mechanics
A.S. Vereshchagin, I.V. Kazanin, V.N. Zinovyev, V.M. Fomin
Analysis of a multiphase model of gas mixture flow through a layer of microspheres
under conditions of selective extraction of components (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .60–67

I.K. Gimaltdinov, A.S. Rodionov, E.Y. Kochanova
Numerical study of the dynamics of detonation waves in a bubbly liquid
with an abrupt decrease in the diameter of a cylindrical channel (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68–77

A.V. Makhnov
Numerical modeling of the collapse of a spherical vapor bubble near a planar solid wall
using the barotropic cavitation model available in the CFD toolbox OpenFOAM (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78–83

A.A. Mukhutdinova
Mathematical modeling of the process of gravitational sedimentation of a single drop (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . 84–88

I.A. Abdulov, O.V. Yakovlev
Mesh generation approaches for fluid dynamics simulation
in a T-junction pipe using OpenFOAM (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89–97

Solid Mechanics
M.I. Makarov, I.L. Kuzmin
Pipeline stability under longitudinal and transverse bending in a plane channel (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98–104

Robotics & Control Theory
V.N. Gokarev, A.F. Bezzubov, D.V. Berezkin
Analysis of the possibility of using intelligent machine learning systems
to work with scientific documents (in Russian) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105–111


