
ISSN: 2658–5782

Номер 1 2025

МНОГОФАЗНЫЕ
СИСТЕМЫ

mfs.uimech.org

ИМех
им. Р.Р.Мавлютова



ISSN 2658–5782 20 (2025) 1: 7–11

Многофазные системы
http://mfs.uimech.org/mfs2025.1.002
DOI 10.21662/mfs2025.1.002
УДК / UDC 51-72

Получена / Received 18.02.2025
Принята / Accepted 12.03.2025
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Интегральные уравнения встречаются в различных разделах физики — в акустике, теории фильтраций, электрофизике, механике
твердого деформируемого тела. Интегральные уравнения Фредгольма могут быть применены для математического описания процессов
излучения и рассеяния звуковых волн. Часто отыскание точного аналитического решения интегральных уравнений представляет-
ся затруднительным, в связи с чем для решения таких уравнений применяются численные методы. Настоящая работа посвящена
анализу алгоритмов численного решения интегрального уравнения Фредгольма второго рода. В работе представлены результаты
реализации некоторых алгоритмов численного метода квадратур решения интегральных уравнений. Метод квадратур сводит реше-
ние интегрального уравнения к решению системы линейных алгебраических уравнений, которое можно реализовать различными
способами. Выбор квадратурной формулы предполагается произвольным, в рассматриваемом исследовании в качестве квадра-
турной формулы применялась формула трапеций. При сведении интегрального уравнения к системе линейных алгебраических
уравнений также существует свобода в выборе метода решения линейных уравнений. Для решения система линейных уравнений
применялись метод Гаусса, метод «простых итераций» и итерационный метод Якоби. Исследование свойств интегрального уравнения
показывает, что ядро интегрального оператора удовлетворяет свойствам, при которых интегральный оператор является сжима-
ющим оператором и, следовательно, интегральное уравнение имеет единственное решение. Сопоставление численных расчетов
для различных методик решения системы линейных уравнений демонстрирует, что метод Якоби решения системы линейных ал-
гебраических уравнений сходится к точному решению существенно быстрее метода «простых итераций». Полученные результаты
возможно применить при разработке алгоритмов решения интегральных уравнений.

Ключевые слова: интегральные уравнения, метод квадратур, система линейных уравнений
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Comparison of numerical implementations of the quadrature method
for solving an integral equation

D.A. Tukmakov
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Integral equations are encountered in various sections of physics — in acoustics, filtration theory, in electrophysics, in mechanics of solid
deformable bodies. Fredholm integral equations can be used for mathematical description of processes of radiation and scattering of sound
waves. Often finding an exact analytical solution to integral equations seems difficult, in connection with which numerical methods are used
to solve such equations. This work is devoted to the analysis of algorithms for the numerical solution of the Fredholm integral equation of
the second kind. The paper presents the results of the implementation of some algorithms for the numerical quadrature method for solving
integral equations. The quadrature method reduces the solution of the integral equation to the solution of a system of linear algebraic
equations, which can be implemented in various ways. The choice of the quadrature formula is assumed to be arbitrary; in the study under
consideration, the trapezoid formula was used as a quadrature formula. When reducing an integral equation to a system of linear algebraic
equations, there is also arbitrariness in the choice of the method for solving linear equations. To solve the system of linear equations, the
Gauss method, the method of simple iterations and the iterative Jacobi method were used. The study of the properties of the integral equation
shows that the kernel of the integral operator satisfies the properties under which the integral operator is a contracting operator and,
therefore, the integral equation has a unique solution. Comparison of numerical calculations for various methods of solving a system of linear
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equations demonstrates that the Jacobi method for solving a system of linear algebraic equations converges to an exact solution significantly
faster than the method of simple iterations. The results obtained can be used in developing algorithms for solving integral equations.

Keywords: integral equations, quadrature method, system of linear equations

1. Введение
Дляматематическогомоделирования процессовме-

ханики жидкости и газа применяются как дифференци-
альные [1–6] так и интегральные уравнения [7–12]. В
работе [7] представлена математическая модель двух-
фазной фильтрации в пористой среде, основанная на
решенииинтегро-дифференциального уравнения. В ста-
тье [8] представлен обзор работ по теоретическим мето-
дам решения задач рассеяния акустических волн на сфе-
рах и по определению основных характеристик данного
явления. В [9] разработаныметоды численного решения
пространственных задач дифракции стационарных аку-
стических волн в средах с включениями в трехмерной
постановке. В исследовании [10] рассматривается разви-
тие теории аналитических методов решения интеграль-
ных уравнений применительно к различным задачами
физики. В работе [11] предлагается развитие методов
решения интегральных уравнений применяющихся в
различных инженерных областях. В монографии [12]
изложено применение интегральных уравнений при ре-
шении различных задача акустики.

Из анализа работ по тематике интегральных урав-
нений следует, что развиваются как приложения теории
интегральных уравнений для моделирования различ-
ных физических процессов, так и совершенствование
методов решения интегральных уравнений.

Интегральные уравнения Фредгольма второго ро-
да имеют важное значение для описания излучения и
рассеяния акустических волн [12]. В настоящей рабо-
те анализируется применение различных алгоритмов

для реализации метода квадратур численного реше-
ния интегрального уравнения Фредгольма второго ро-
да, исследуется влияние выбора метода решения систе-
мы линейных уравнений, получаемой методом квад-
ратур, на скорость сходимости численного решения
интегрального уравнения.

2. Методы исследования
Интегральное уравнение Фредгольма второго рода

имеет вид [13,14]:

y(x) + λ
∫ b

a
K(x, s)y(s) ds = f (x) (1)

с значениями функции и величин:

a = 0, b = π, λ = 0.1,

K(x, s) =
(

1 + sin2(x + s)
)−1

, f (x) = cos(x).
(2)

Если для коэффициента λ выполняется условие
λ < ((b − a) · M)−1 [14], то в таком случае существует
решение интегрального уравнения, к которому возмож-
но организовать сходящийся итерационный процесс.
Здесь M = max |K(x, s)| ; x, s ∈ [a, b], для уравнения (1) с
параметрами (2) эти значения составляют соответствен-
но −M = 1, λ < 1/π. Двухмерное распределение вели-
чины функции ядра интегрального оператора (рис. 1)
достигает максимального значения −M = 1, для сече-
ния K(π/2, x) максимум достигается в точке x = π/2.

а) б)

Рис. 1. Пространственные распределения: значений ядра интегрального оператора (а); вдоль сечения x = π/2 (б)
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Для численного решения уравнения (1) с парамет-
рами (2) применяется метод квадратур [13], сводящий
решение интегрального уравнения к решению системы
линейных алгебраических уравнений:

y(xi) + λ
n

∑
1

pj · Ki,jyj = f (xi). (3)

ЗдесьKi,j = K(xi, xj), xi = (i − 1) · h, h = (b − a)/n; сеточ-
ное разбиение предполагалось равномерным; pj — веса
квадратурной формулы. В качестве квадратурной фор-
мулывыбранаформула трапеций [15], приравномерном
разбиении отрезка веса квадратурной формулы трапе-
ции определяются следующим образом: p1 = pn = h/2,
pi = 1/h. Для решения 3 применялись метод Гаусса, ме-
тод «простых итераций» и метод Якоби [16]. Численные
алгоритмы реализовывались в виде программного кода
на языке программирования Fortran.

3. Результаты расчетов

При увеличении числа узлов квадратурной форму-
лы наблюдается сходимость численного решения инте-
грального уравнения (рис. 2).

Результаты применения метода «простых итера-
ций» демонстрируют, что, начиная с количества шагов
m = 20, расчеты искомой функции близки (рис. 3).

В случае, если система линейных уравнений инте-
грируется методом Якоби, то, уже начиная с величины
m = 3, результаты расчетов близки (рис. 4).

Сопоставление результатов расчетов, полученных
методом «простых итераций» и методом Якоби, демон-
стрирует большую скорость сходимости при примене-
нии метода Якоби (рис. 5(а),(б)).

4. Заключение

Представлены результаты расчетов различных ре-
ализаций численного метода квадратур решения ин-
тегрального уравнения Фредгольма второго рода. Со-
поставление алгоритмов решения системы линейных
уравнений, получаемой в результате реализации чис-
ленного метода квадратур, демонстрирует, что числен-
ное решение методом Якоби сходится быстрее к точно-
му решению системы линейных уравнений, определяе-
мому методом Гаусса, чем численное решение методом
«простых итераций». Выявленные закономерности воз-
можно применять при реализации метода квадратур
решения интегральных уравнений в различных при-
кладных задачах, в том числе в задачах излучения и
распространения звуковых волн.

Рис. 2. Результаты расчетов сходимости решения полученно-
го методом Гаусса для различных значений количества
узлов квадратурной формулы трапеций

Рис. 3. Результаты расчетов сходимости решения, полученного
методом «простых итераций», для значения количества
узлов квадратурной формулы трапеций n = 40

Рис. 4. Результаты расчетов сходимости решения полученного
методом Якоби для значения количества узлов квадра-
турной формулы трапеций n = 40
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а) б)

Рис. 5. Сравнение метода «простых итераций» с методом Якоби: метод «простых итераций» m = 4 (а); метод «простых итераций»
m = 10 (б)
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