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Уравнения движения идеального газа допускают равномерное растяжение всех независимых переменных. Этой группе соответ-
ствует инвариантная стационарная подмодель ранга 3. Получены все автомодельные решения подмодели с линейным полем ско-
ростей. Возможны движения частиц по квазилучам, плоским степенным и спиральным траекториям, пространственным спираль-
ным траекториям на поверхности вращения степенной кривой.
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Automdeling gas motiones with the linear field of velocities
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The equations of a motione of the ideal gas admit the proportional dilatation by all independent variables. The invariant stationary submodel
of the rank 3 corresponds to this group. All automodeling solutions of the submodel with the linear field of velocities are obtainted. It
is possible motiones of particales along quasiraies, on the plane exponential and spiral trajectories, by twisted curves on the rotation surface of
the exponential curve.

Keywords: equations of gas dynamics, proportional dilatation, invariant automodeling submodel, linear field of velocities, quasiray

1. Введение
Групповой анализ дифференциальных уравнений

газовой динамики дает большое число подмоделей: ин-
вариантные, частично инвариантные, дифференциаль-
но инвариантные [1–4] для неподобных подгрупп 11-
параметрической группы Галилея, расширенной растя-
жением. Некоторые инвариантные подмодели хорошо
изучены [5–7], другие ждут своей очереди для иссле-
дования по аналогии с первыми. К типу дифференци-
ально инвариантных подмоделей относятся решения с
линейным полем скоростей, так как множество первых
производных по координатам инвариантно относитель-
но группы Галилея. Для модели газовой динамики эта
дифференциально инвариантная подмодель задана си-
стемой обыкновенных дифференциальных уравнений
большого порядка. Она наследует допускаемую группу
и поэтому имеет интегралы [8], но общее решение полу-

чить не представляется возможным. Решение с линей-
ным полем скоростей имеет смысл искать для подмоде-
лей. Так получены периодические движения газа [9,10].
Краткий обзор работ о движении сплошной среды с ли-
нейным полем скоростей приведен в работе [11]. В каче-
стве примера получения общего решения с линейным
полем скоростей рассмотрена автомодельная инвари-
антная подмодель ранга 3 для группы растяжений. Эти
точные решения дополняют классы инвариантных и
частично инвариантных решений этой подмодели, рас-
смотренных в работах [12–14].

В настоящей работе найдены все автомодельные ре-
шения с линейным полем скоростей с постоянной мат-
рицей, которая эквивалентна двум жордановым фор-
мам. В зависимости от собственных чисел этих мат-
риц получены движения частиц газа для специальных
уравнений состояния.
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2. Подмодель автомодельных
движений газа
Уравнения газовой динамики записываются

в виде [5–7]:

DS = St + u⃗ · ∇S = 0,
Du⃗ = V(ϵVS∇S + ϵVV∇V) = −V∇p,

p = −ϵV = P(V, S),
DV = V∇ · u⃗.

(1)

Здесь S — энтропия; V — удельный объем (ρ = V−1 —
плотность); p — давление; u⃗ — скорость частицы; ϵ —
удельная внутренняя энергия; ϵ = ϵ(V, S)— уравнение
состояния; ∇ = ∂x⃗ — градиент; t — время.

Система дифференциальных уравнений (1) допус-
кает 11-и параметрическую группу Галилея расширен-
ную равномерным растяжением [8]. Ей соответствует
11-и мерная алгебра Ли. Все подгруппы (подалгебры)
перечислены в [1]. Число неподобных однопараметри-
ческих подгрупп равно 13, среди которых есть под-
группа равномерных растяжений. Оператор этой под-
группы X11 = t∂t + x⃗ · ∂x⃗ имеет инварианты x⃗1 = t−1 x⃗,
u⃗1 = u⃗ − t−1 x⃗, V, S. Представление инвариантного ре-
шения ранга 3 имеет вид: u⃗ = x⃗1 + u⃗1, V = V1, S = S1,
где u⃗1, V1, S1 —функции инвариантов x⃗1. Подстановка
представления в систему (1) дает автомодельную под-
модель стационарного типа [1]:

D1S1 = u⃗1 · ∂x⃗1
S1 = 0,

D1u⃗1 + V1∂x⃗1
p = −u⃗1,

D1V1 − V1∂x⃗1
· u⃗1 = 3V1.

(2)

Линия уровня инвариантов x⃗1 — прямая, выходя-
щая из начала координат. Это частица инвариант-
ной подмодели, на которой постоянны инвариант-
ные функции. Нормализатор подалгебры X11 — семи-
мерен. Это наибольшая подалгебра из L11, для кото-
рой X11 — идеал. Он состоит из операторов галиле-
евых преобразований, вращений и растяжения. Фак-
тор нормализатора по X11 — подалгебра группы Евкли-
да (переносы и вращения) {∂x⃗1

, x⃗1 × ∂x⃗1
+ u⃗1 × ∂u⃗1

}. Эта
группа допускается подмоделью (2) [1, 5]. Подмодель
допускает преобразования эквивалентности с опера-
торами x⃗1 · ∂x⃗1

+ u⃗1 · ∂u⃗1
+ V1∂V1 + S1∂S1 , V1∂V1 , γ(S1)∂S1 ,

∂p − V1∂ϵ, ν(S1)∂ϵ, где γ(S1), ν(S1)—произвольные функ-
ции. Уравнения состояния следует рассматривать с точ-
ностью до этих преобразований.

3. Линейное поле скоростей
Рассмотрим решение автомодельной подмоде-

ли (2) с линейным полем скоростей u⃗1 = Ax⃗1 + a⃗, где
A — невырожденная матрица (|A| ̸= 0). Вырожден-
ный случай рассматривается далее. Евклидова груп-
па преобразований переводит представление решения
в более простое с a⃗ = 0, A = diag(d1, d2, d3) + E < ω⃗ >,

E < ω⃗ > x⃗1 = ω⃗× x⃗1. Подмодель принимает вид:

p = −ϵV1 = P(V1, S1),

D1S1 = u⃗1 · ∂x⃗1
S1 = 0,

∂x⃗1
p = −V−1

1 (A2 + A)x⃗1,

D1V1 = V1(u1x1 + v1y1 + w1z1 + 3).

(3)

Собственные числа матрицы A удовлетворяют
кубическому уравнению

λ
3 = λ2trA − λtrAD + |A|,

trA = d1 + d2 + d3,

trAD =

∣∣∣∣ d1 −ω3
ω3 d2

∣∣∣∣+∣∣∣∣ d1 ω2
−ω2 d3

∣∣∣∣+∣∣∣∣ d2 −ω1
ω1 d3

∣∣∣∣ ,

|A| = d1d2d3 −ω2
1d1 −ω2

2d2 −ω2
3d3.

Существует действительный корень λ, которому от-
вечает собственный вектор e⃗1 : A⃗e1 = λ⃗e1. В ортонор-
мированном базисе e⃗1, e⃗2, e⃗3 матрица A имеет вид∥∥∥∥∥∥
λ 0 0
0 d2 ω

0 −ω d3

∥∥∥∥∥∥, при этом вид уравнений (3) не изме-

нится. Поворот в плоскости векторов e⃗2, e⃗3 не меняет
вид уравнений (3), но изменит матрицу A:∥∥∥∥ cosφ sinφ

− sinφ cosφ

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ d2 ω

−ω d3

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ d̄2 ω̄

−ω̄ d̄3

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ cosφ sinφ
− sinφ cosφ

∥∥∥∥ .

Отсюда следуют равенства:

d̄2 + d̄3 = d2 + d3,

d̄2 = d2 cos2 φ+ d3 sin2 φ,
ω̄ = ω+ (d3 − d2) sinφ cosφ.

Если d2 = d3, то матрица A не меняется. Если d2 ̸= d3,
то выбором φ можно сделать ω̄ = 0 : 2ω(d2 −
d3)

−1 = sin(2φ). Итак, достаточно рассмотреть два слу-
чая матриц A:

1)

∥∥∥∥∥∥
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

∥∥∥∥∥∥ , λi ̸= 0;

2)

∥∥∥∥∥∥
λ 0 0
0 a b
0 −b a

∥∥∥∥∥∥ , λ ̸= 0, b ̸= 0.

Первый случай матрицы A с действительны-
ми собственными числами, второй — с комплексно
сопряженными. Решения рассматриваются с точно-
стью до ортогональных преобразований, допускае-
мых системой (2). Получаются все жордановы формы
в ортогональном базисе.
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4. Действительные собственные числа
Система уравнений (3) в первом случае матрицы

A принимает вид:

pxi = −V−1
1 λi(λi + 1)xi, ui = λixi,

D1S1 = λixiS1xi = 0,
D1V1 = V1(λ1 + λ2 + λ3 + 3).

(4)

Условия совместности таковы

V1xjλi(λi + 1)xi = V1xiλj(λj + 1)xj, i ̸= j. (5)

Отсюда следует

V1 = V1(J), J =
3

∑
i=1
λi(λi + 1)x2

i ,

если λi ̸= −1, V1 ̸= const. Уравнение для V1 из (4)

V1(∑3
i=1 λi + 3) = 2V′

1 ∑3
i=1 λ

2
i (λi + 1)x2

i =

= 2V′
1(λ3 J + (λ1 − λ3)λ1(λ1 + 1)x2

1+

+(λ2 − λ3)λ2(λ2 + 1)x2
2)

расщепляем по свободным переменным x1, x2:

λ1 = λ2 = λ3 = λ ̸= −1,

V1 = V0 I
3
2 (1+λ

−1), I = x2
1 + x2

2 + x2
3,

p =
λ2(λ+ 1)
V0(λ+ 3)

I−
λ+3
2λ + p0 = P(V1, S1) ⇒

⇒ S1 = S(I) = S0, u⃗1 = λx⃗1.

Здесь V0, p0, S0 — постоянные. Получили изоэнтро-
пическое пространственное радиальное движение ча-
стиц x⃗ = x⃗0|t|λ+1. Уравнение состояния для такого
решения политропно

p =
λ2(λ+ 1)
λ+ 3

V
− 2λ

3(λ+1)
0 V

− λ+3
3(λ+1)

1 + p0.

Для постоянного V1 уравнения (4) противоречивы.
Если λ1 = −1, λ2 ̸= −1, λ3 ̸= −1, то условия совмест-

ности (5) дают:

V−1
1 = V′(J), J = λ2(λ2 + 1)x2

2 + λ3(λ3 + 1)x2
3,

p = −1
2

V(J) + p0 = P(V1, S1) ⇒ S1 = S(J).

Из уравнений (4) следует

S′(λ22(λ2 + 1)x2
2 + λ

2
3(λ3 + 1)x2

3) = 0 ⇒
⇒ S1 = S0 = const,

2V”(λ22(λ2 + 1)x2
2 + λ

2
3(λ3 + 1)x2

3)+

+V′(2 + λ2 + λ3) = 0 ⇒ λ2 = λ3 = λ,

V1 = V0 I1+λ−1
, I = x2

2 + x2
3,

p=
λ2(λ+1)

2V0
I−λ

−1
+p0= p0+

1
2
λ2(λ+ 1)V

−λ
λ+1

0 V
−1
λ+1

1 ,

u⃗1 = (−x1, λx2, λx3),

изоэнтропическое двумерное радиальное движение ча-
стиц x = x0, (y, z) = (y0, z0)|t|λ+1.

Если λ1 = λ2 = −1, λ = λ3 ̸= −1, то условия совмест-
ности (5) дают V1 = V1(x3). Из уравнений (4) следует

V1 = V0|x3|1+λ
−1

, S = S0, u⃗1 = (−x1,−x2, λx3),

p =
λ2(λ+ 1)

1 − λ V−1
0 |x3|1−λ

−1
+ p0 =

=
λ2(λ+ 1)

1 − λ V
−2λ
λ+1

0 V
λ−1
λ+1

1 + p0.

Получено одномерное автомодельное движение.
Если λ1 = λ2 = λ3 = −1, то p = p0 = P(V1, S1),

D1V1 = 0 = D1S1 ⇒ V1 = V1

(
x2

x1
,

x3

x1

)
, u⃗1 = −x⃗1. Име-

ем изобарический покой, в котором плотность и энтро-
пия распределены по коническому закону.

5. Комплексно сопряженные
собственные числа
Система уравнений (3) во втором случае матрицы A

принимает вид:

u1 = λx1, v1 = ay1 + bz1, w1 = −by1 + az1,
D1S1 = 0, D1V1 = V1(λ+ 2a + 3),

px1 = −V−1
1 λ(λ+ 1)x1,

py1 = −V−1
1 ((a2 − b2 + a)y1 + b(2a + 1)z1),

pz1 = −V−1
1 (−b(2a + 1)y1 + (a2 − b2 + a)z1).

(6)

Условия совместности

V1y1λ(λ+ 1)x1 = V1x1((a2 − b2 + a)y1+

+b(2a + 1)z1),

V1z1λ(λ+ 1)x1 = V1x1(−b(2a + 1)y1+

+(a2 − b2 + a)z1),

V1y1(b(2a + 1)y1 − (a2 − b2 + a)z1)+

+V1z1((a2 − b2 + a)y1 + b(2a + 1)z1) =

= 2V1b(2a + 1)

(7)

после подстановки первых двух соотношений
в третье определяют:

a = −1
2

, V1 = V(I),

I = −λ(λ+ 1)x2
1 + (b2 +

1
4
)(y2

1 + z2
1)

при λ ̸= −1. Уравнение для V1

V′((2λ+ 1)λ(λ+ 1)x2
1 + I) + V(λ+ 2) = 0

расщепляем по свободной переменной x1:

V′(I)λ(λ+ 1)(2λ+ 1) = 0.
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Если V1 — постоянно, то система (6) несовместна. Если

λ = −1
2
, то

V1 = V0 I−
3
2 , I =

1
4

x2
1 +

(
b2 +

1
4

)
(y2

1 + z2
1),

p =
1
5

V−1
0 I

5
2 + p0 =

1
5

V
2
3

0 V− 5
3

1 + p0.

Уравнение состояния p = P(V1, S1) определяет
S1 = S1(I). Из (6) следует S1 = S0 = const. Получаем
изоэнтропическое движение одноатомного газа:

u1 = −1
2

x1, v1 = −1
2

y1 + bz1, w1 = −by1 −
1
2

z1 ⇒

u =
x
2t

, v = t−1
(

1
2

y + bz
)

, w = t−1
(

1
2

z − by
)

.

В цилиндрической системе координат y = r cosφ,
z = r sinφ частицы двигаются по закону

x = x0|t|1/2, r = r0|t|1/2, φ = φ0 − b ln |t|.

Траектория движения частицы есть спираль
r = r0 exp

φ0 − φ
2b

на конусе xr−1 = x0r−1
0 .

Если λ = −1, то из (7) следует V1x1 = 0. Уравнение
для V1 в (6) принимает вид:

V1y1(ay1 + bz1) + V1z1(−by1 + az1) =

= 2V1(a + 1).
(8)

Последнее уравнение в (7) в силу (8) таково:

(a + 1)(V1y1(by1 − az1) + V1z1(ay1 + bz1)) =

2abV1 ⇒ a ̸= −1.
(9)

Уравнения (7), (8) совместны. В полярных координатах
y1 = r1 cosφ1, z1 = r1 sinφ1 получаем решение:

V1 = V0rn
1 e−kφ1 , k =

2b(2a + 1)
(a + 1)(a2 + b2)

,

n =
2a((a + 1)2 + b2)

(a + 1)(a2 + b2)
,

p =
1
2

V−1
0 (a + 1)(a2 + b2)r2−n

1 ekφ1 + p0 =

= P(V1, S1) ⇒ S1x1 = 0.

Уравнение для S1 в (6) интегрируем: S1 = S(I),
I = r1eab−1φ1 . Решение возможно для уравнения
состояния вида

P(V1, S1) = p0 +
1
2
(a + 1)(a2 + b2)V

−a
a+1

0 V
−1
a+1

1 I
bk

a+1 .

Получаем движение политропного газа с переменной
энтропией:

u = 0, v = (a + 1)yt−1 + bzt−1,

w = −byt−1 + (a + 1)zt−1.

В цилиндрической системе координат частицы двига-
ются по закону

x = x0, r = r0|t|a+1, φ = φ0 − b ln |t|.

Это плоское движение по логарифмической спирали

r = r0 exp(b−1(a + 1)(φ0 − φ)).

6. Линейное поле скоростей
с вырожденной матрицей
Рассмотрим подмодель (2) с линейным полем ско-

ростей u⃗1 = Ax⃗1 + a⃗ с вырожденной матрицей |A| = 0.
Постоянная матрица A имеет нулевое собственное зна-
чение. Если нулевое собственное значение кратности
3, то матрица A нулевая. Поворотом декартовых осей
сделаем u⃗1 = (a, 0, 0). Уравнения (2) интегрируем:

S1x1 = 0, V1 px1 = −a, py1 = pz1 = 0,

aV1x1 = 3V1 ⇒ a ̸= 0, V1 = V0 exp(3a−1x1),

p = p0 +
1
3

a2V−1
0 exp(−3a−1x1) = p0 +

1
3

a2V−1
1 ⇒

S1 = S0 = const.

Получаем изоэнтропическое движение газа с уравнени-
ем состояния линейным по плотности:

u = a + xt−1, v = yt−1, w = zt−1 ⇒
y = y0t, z = z0t, x = x0t + at ln |t|.

Траектория частицы — квазилуч на полуплоскости

φ = φ0, r = r0t, x =
r
r0

(
x0 + a ln

r
r0

)
в цилиндрической системе координат y = r cosφ,
z = r sinφ.

Если нулевое собственное значение кратности 2,
то представление решения поворотом и переносом
приводится к виду:

u1 = a, v1 = 0, w1 = λz1, λ ̸= 0.

Система уравнений (2)

V1 px1 = −a, py1 = 0, V1 pz1 = −λ(λ+ 1)z1 ⇒
V1y1 = 0 при a ̸= 0 или λ ̸= −1,

aV1z1 = λ(λ+ 1)z1V1x1 ,
aV1x1 + λz1V1z1 = V1(λ+ 3),

aS1x1 + λz1S1z1 = 0

при a ̸= 0, λ ̸= −1 противоречива. Если a = 0, λ ̸= −1, то

V1 = V0|z1|1+3λ−1
, S1 = S0 = const,

p = p0 − V−1
0

 λ2(λ+ 1)
λ− 3

|z1|1−3λ−1
, λ ̸= 3

12 ln |z1|, λ = 3
.

Мировая линии частицы x = x0t, y = y0t,
z = z0|t|λ+1 или φ = φ0, r = r0t в цилиндрических ко-
ординатах. Частица двигается в полуплоскости φ = φ0
по графику степенной функции z = Cr1+λ.
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Если a ̸= 0, λ = −1, то V1 = V0e2a−1x1 , p = p0 +
1
2

a2V−1
0 e−2a−1x1 = P(V1, S1) ⇒ S1 = S0 = const. Миро-

вая линия частицы z = z0, y = y0t, x = t(x0 + a ln |t|)
задает плоскую траекторию по квазилучу x =
y
y0

(
x0 + a ln

∣∣∣∣ y
y0

∣∣∣∣).
Если a = 0, λ = −1, то V1 = |z1|−2F(x1, y1), p = p0,

S1 = S0 для уравнения состояния p = P(S). Мировая ли-
ния частицы z = z0, r = r0t, φ = φ0 задает движение по
лучу z = z0, φ = φ0 с постоянной скоростью.

Пусть нулевое собственное значение матрицы A
простое. Достаточно рассмотреть два случая матрицы
A из пункта 3 при этом a⃗ = (a1, 0, 0).

В первом случае u1 = a1, v1 = λ1y1, w1 = λ2z1 урав-
нения (2) принимают вид:

D1S1 = a1S1x1 + λ1y1S1y1 + λ2z1S1z1 = 0,
D1V1 = V1(3 + λ1 + λ2),

V1 px1 = −a1, V1 py1 = −λ1(λ1 + 1)y1,
V1 pz1 = −λ2(λ2 + 1)z1 ⇒
a1V1y1 = λ1(λ1 + 1)y1V1x1 ,
a1V1z1 = λ2(λ2 + 1)z1V1x1 ,

λ2(λ2 + 1)z1V1y1 = λ1(λ1 + 1)y1V1z1 .

(10)

Если a1 ̸= 0, λi ̸= −1, то уравнения (10)
противоречивы.

Если a1 = 0, λi ̸= −1, λ1 ̸= λ2, то уравнения (10)
противоречивы.

Если a1 = 0, λ1 = λ2 = λ ̸= −1, то

V1 = V0 J1+ 3
2λ , J = y2

1 + z2
1,

p = p0 +
1
3

V−1
0 λ

2(λ+ 1)J
−3
2λ = P(V0 J1+ 3

2λ , S1) ⇒

S1(J) = S0 = const, λ ̸= − 3
2 .

Получаем движение частиц x = x0t, φ = φ0, r = r0|t|λ+1

в полуплоскости φ = φ0 по степенной траектории
r = r0|xx−1

0 |λ+1.
Если a1 = 0, λ1 = −1, λ = λ2 ̸= −1, то

V1 = V0|z1|1+2λ−1
, S = S0,

p = p0 − V−1
0

 λ2(λ+ 1)
λ− 2

|z1|1−2λ−1
, λ ̸= 2

6 ln |z1|, λ = 2
.

Частица двигается с мировой линией x = x0t,
y = y0, z = z0|t|λ+1 по плоской степенной траектории
z = z0|xx−1

0 |λ+1.
Если a1 ̸= 0, λ1 = −1, λ2 ̸= −1, то уравнения (10)

противоречивы.
Если a1 ̸= 0, λ1 = λ2 = −1, то

V1 = V0ea−1
1 x1 , S1 = S0,

p = p0 + V−1
0 a2

1e−a−1
1 x1 = p0 + a2

1V−1
1 .

Частицы двигаются вдоль оси x: y = y0, z = z0,
x = t(x0 + a1 ln |t|).

Во втором случае матрицы A из пункта 3: u1 = a1,
v1 = ay1 + bz1, w1 = −by1 + az1, b ̸= 0, система (2) в ци-
линдрических координатах y1 = r1 cosφ1, z1 = r1 sinφ1
принимает вид:

D1S1 = a1S1x1 + ar1S1r1 − bS1φ1 = 0,
D1V1 = V1(2a + 3),

V1 px1 = −a1, V1 pr1 = −r1(a2 + a − b2),
V1 pφ1 = r2

1b(2a + 1)

(11)

с условиями совместности

a1V1r1 = r1(a2 + a − b2)V1x1 ,
a1V1φ1 = −b(2a + 1)r2

1V1x1 ,
(a2 + a − b2)V1φ1 + b(2a + 1)r1V1r1 = 2b(2a − 1)V1.

Если a1 ̸= 0, то исключая производные V1r1 , V1φ1 из
последнего равенства, получим

V1a1b(2a + 1) = 0 ⇒ a = −1
2

, V1φ1 = 0.

Уравнение для V1 в (11) интегрируем V1 = r−4
1 F(J),

J = r1e
x1

2a1 . Оставшееся уравнение для V1

2a2
1(−4F + JF′) = −r2

1 JF′
(

b2 +
1
4

)
расщепляем по свободной переменной r1: F′ = 0 ⇒
a1 = 0 противоречие.

Пусть a1 = 0. Тогда V1x1 = 0 = px1 , a ̸= −1 и уравне-
ния для V1 совместны:

V1 = V0rn
1 e−kφ1 , k =

3b(2a + 1)
(a + 1)(a2 + b2)

,

n =
b2(2a − 1) + a(a + 1)(2a + 3)

(a + 1)(a2 + b2)
.

Интегрируем уравнения (11)

p = p0 +
1
3

V−1
0 (a + 1)(a2 + b2)r2−n

1 ekφ1 =

= p0 +
1
3
(a + 1)(a2 + b2)r2

1V−1
1 =P(V1, S1),

S1 = G(r1eab−1φ1) ⇒ r
1+ an

bk
1 =

= G(−1)(S1)V
−a
bk

0 V
a

bk
1 .

Отсюда определяем уравнение состояния p = P(V1, S1),
для которого найдено решение

u = xt−1, v = t−1((a + 1)y + bz),

w = t−1(−by + (a + 1)z).

В цилиндрических координатах y = r cosφ,
z = r sinφ частицы двигаются по закону:

r = r0|t|a+1, φ = φ0 − b ln |t|, x = x0t.

Траектория — логарифмическая спираль r =
r0 exp(b−1(a + 1)(φ0 − φ)) на степенной поверхности
вращения r = r0|xx−1

0 |a+1.
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7. Заключение
Рассмотрены все случаи уравнений состояния, для

которых существуют решения с линейным полем скоро-
стей для автомодельной подмодели уравнений газовой
динамики. Возможны движения частиц по лучам и ква-
зилучам, плоским степенным и спиральным траекто-
риям, пространственным спиральным траекториям на
поверхности вращения степенной кривой. Такие реше-
ния относятся к классу дифференциально инвариант-
ных для уравнений газовой динамики как идеальной,
так и с постоянной вязкостью.
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