
ISSN: 2658–5782

Номер 2 2025

МНОГОФАЗНЫЕ
СИСТЕМЫ

mfs.uimech.org

ИМех
им. Р.Р.Мавлютова



ISSN 2658–5782 20 (2025) 2: 60–67

Многофазные системы
http://mfs.uimech.org/mfs2025.2.009
DOI 10.21662/mfs2025.2.009
УДК / UDC 66.011

Получена / Received 21.05.2025
Принята / Accepted 5.06.2025

Анализ многофазной модели течения газовой смеси через слой
микросфер в условиях селективного отбора компонентов

А.С. Верещагин , И.В. Казанин, В.Н. Зиновьев, В.М. Фомин
Институт теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, Новосибирск

E-mail: vereshchag@itam.nsc.ru

Приводится математическая односкоростная, однотемпературная модель нестационарного течения смеси газов через пористую среду
из микросфер, имеющих дисперсное распределение по физическим и геометрическим параметрам. Для системы квазилинейных
уравнений в частных производных, описывающих модель, доказывается её гиперболичность и приводится оценка для собствен-
ных значений. Выводятся и описываются безразмерные критерии, отвечающие за течение газовой смеси по покоящемуся слою из
микросфер в условиях селективной газовой проницаемости. Выводится аналитическое решение стационарной одномерной задачи
течения бинарной смеси и приводятся результаты численного эксперимента двух задач в рамках проблемы разделения газовых смесей
в нестационарном режиме.
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Analysis of a multiphase model of gas mixture flow through a layer of
microspheres under conditions of selective extraction of components

A.S. Vereshchagin , I.V. Kazanin, V.N. Zinovyev, V.M. Fomin
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk

E-mail: vereshchag@itam.nsc.ru

A mathematical single-speed, single-temperature model of non-stationary gas mixture flow through a porous medium of microspheres
with a dispersed distribution by physical and geometric parameters is presented. For a system of quasi-linear partial differential equations
describing the model, its hyperbolicity is proved and an estimate for the eigenvalues is given. Dimensionless criteria responsible for the
gas mixture flow through a stationary layer of microspheres under conditions of selective gas permeability are derived and described. An
analytical solution to the stationary one-dimensional problem of binary mixture flow is derived, and the results of a numerical experiment
of two problems are presented within the framework of the problem of gas mixture separation in a non-stationary mode.
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1. Введение

Российский потенциал по добыче гелия сосредо-
точен на территории Восточной Сибири и Дальнего
Востока, где открыто более 30 гелийсодержащих газо-
вых месторождений с высоким содержанием гелия (0,2–
0,8 %) [1]. Специалисты Института нефтегазовой геоло-
гии и геофизики СО РАН считают, что гелий, получа-
емый из месторождений природного газа Восточной
Сибири и Дальнего Востока, может закрыть до 45 %
его мирового спроса. Однако эти месторождения пока

еще достаточно плохо освоены. При этом предполагает-
ся, что основными потребителями гелия будут страны
Азиатско-Тихоокеанского региона.

В настоящее время производство гелия в РФ сосре-
доточено на Оренбургском гелиевом заводе (ПАО «Газ-
пром»), которое в ближайшем будущем будет перерас-
пределено на Амурский газоперерабатывающий завод
ПАО «Газпром». Ресурсной базой для Амурского ГПЗ бу-
дет в основном природный газ Чаяндинского и Ковык-
тинского месторождений, поступающий по газопроводу
«Сила Сибири». Дополнительно к Амурскому ГПЗ нахо-
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дится в режиме опытного применения гелиевый завод
на Ярактинском нефтегазоконденсатном месторожде-
нии. Однако, большинство средних и, особенно, малых
месторождений Восточной Сибири и Дальнего Востока
продолжают вести добычу природного газа без выделе-
ния из него гелия как отдельного товарного продукта.
Если не принять мер по созданию системы сбора, транс-
портировки и хранения гелия, то в течение следующих
20 лет общие потери гелия могут достигнуть 1 млрд. м3.

Предлагаемый авторами мембранно-сорбционный
метод выделения гелия из газовых смесей в своей осно-
ве опирается на избирательную проницаемость полых
стеклянныхмикросфер по отношению к легким и инерт-
ным газам [2]. Для описания газовой проницаемости
микросфер используется феноменологическая модель,
подразумевающая диффузию целевого газа сквозь мате-
риал стенки, вызванную градиентом его концентрации.
Такой подход приводит к описанию поглощения газов
микросферами аналогично классическому подходу, ис-
пользуемому для мембран. В отличие от мембран для за-
сыпкиизмикросфер точнонеизвестна площадь рабочей
поверхности, толщина стенкимикросфер, коэффициент
проницаемости стенки микросфер и давление на одной
из рабочих поверхностей. Все эти параметры необходи-
мо определять экспериментально по падению давления
в ёмкости с микросферами, связанного с поглощением
ими того или иного компонента. Также стоит отметить
то обстоятельство, что засыпка микросфер неоднородна
по физическим и геометрическим параметрам, а коэф-
фициент проницаемости существенно зависит от тем-
пературы, что усложняет процесс моделирования.

В предыдущих работах, используя подходы, изло-
женные в [3,4], была разработана математическая мо-
дель течения парогелиевой смеси газов через адсор-
бер, заполненный гранулами композитного адсорбен-
та на основе микросфер [5]. Для описания процесса те-
чения воздушно-гелиевой смеси через пористый слой
из гранулированного сорбента используется сопряжён-
ная математическая модель, состоящая из конвектив-
ной и диффузионной частей. Конвективная часть — это
классическая модель многофазной среды, описываемая
уравнениями законов сохранения массы импульса и
энергии для смеси газов и гранулированной неподвиж-
ной среды. Диффузионная часть модели описывает мас-
соперенос газов в цилиндрической частице адсорбента
с учётом поглощения гелия микросферами, которые в
ней содержатся.

В настоящей работе предлагается провести анализ
модели течения бинарной смеси газов по адсорберу, за-
полненному неподвижным слоем микросфер, в кото-
ром конвективная составляющая будет такой же, как
и в предыдущей работе, а правые части, отвечающие
за обмен массой, импульсом и энергией между фаза-
ми, будут учитывать неравномерность распределения
микросфер по геометрическим и физическим парамет-
рам [6, 7]. Суть учёта неравномерности заключается в
разделение микросфер по группам, внутри которых ско-
рость поглощения газов одинаковая.

2. Математическая модель течения
смеси газов в покоящемся
слое микросфер с учетом их
селективного поглощения

2.1. Уравнения в дивергентном виде
На основе задела [5,7,8] разработана математиче-

скаямодель течения смеси газов через покоящийся слой
из микросфер с учётом селективного поглощения раз-
личных газов из смеси в условиях дисперсного распре-
деления микросфер по параметрам.

Течение N-компонентной смеси газов через слой
микросфер с учётом их селективного поглощения опи-
сывается следующей системой квазилинейных диффе-
ренциальных уравнений

∂U
∂t

+
∂W
∂x

= G, (1)

U =


ρ11
. . .
ρ1N
ρ1v

U1 + U2 + Ek1

 ,

W =


ρ11v
. . .
ρ1Nv

ρ1v2 + p1
(U1 + Ek1 + p1)v

 ,

G =


−K1
. . .

−KN
f1 − v ∑N

i=1 Ki
f1v

 ,

где
f1 = −αprµ(ρ1i, T)m1v/k − α2

prβρ1v2/
√

k,

p1j =
N

∑
i=1
ρ1iRiT, ρ1 =

N

∑
i=1
ρ1i, p1 =

N

∑
i=1

p1i,

U1 =
N

∑
i=1
ρ1iCViT, Ek =

ρ1v2

2
,

U2 =

(
N

∑
i=1

M

∑
j=1
ρ

j
2iCVi + m2ρ30CS

)
T,

ρ1i — плотность i-й компоненты газовой смеси (i =
1, . . . , N); v— скорость потока; f1 — сила сопротивления,
соответствующая закону фильтрации Форхгеймера; U1,
Ek — внутренняя и кинетическая энергия газовой сме-
си; U2 — внутренняя энергия гранул с содержащимися
в них газами; p1i — давление i-го газа (i = 1, . . . , N);
T — температура; k, β— коэффициенты проницаемости
пористого слоя в модели Форхгеймера; m1, m2 — пори-
стость и объемная концентрация микросфер в адсорбе-
ре; µ(ρ1j, T)— вязкость смеси газов (j = 1, . . . , N); αpr —
величина просвета пористого слоя; CVi — удельная теп-
лоемкость компоненты газовой смеси при постоянном
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объеме (i = 1, . . . , N); ρ30 — плотность стекла, из которо-
го изготовлены микросферы; CS — удельные теплоем-
кость стекла; Ri — индивидуальная газовая постоянные
компоненты смеси (i = 1, . . . , i); L — длина адсорбера.

Система уравнений (1) представляет собой диффе-
ренциальную форму законов сохранения массы, им-
пульса и энергии при течении газовой смеси через слой
микросфер, в котором сопротивление среды учитывает-
ся в виде закона фильтрации Форхгеймера (выражение
для f1), а учёт перетока массы между фазами проис-
ходит с помощью массовых потоков Ki (i = 1, . . . , N).
В то же время Ki состоят из суммы M слагаемых — M
групп для учёта дисперсности распределения микро-
сфер по параметрам.

В соответствии с [6] дополнительно к этой системе
уравнений добавляются N × M уравнений для массо-
вых потоков K j

i , учитывающих поглощение i-го газа j-й
группой микросфер:

∂ρ
j
2i

∂t
= K j

i (i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , M), (2)

K j
i = βij(T)(αijρ1i − ρ

j
2i),

где ρj
2i — плотность i-го газа, отвечающая j-ой группе;

M — количество групп, на которые разбивается сорб-
ционный объем; N — количество газовых компонент
в смеси; βij = βij(T)— коэффициент проницаемости j-
ой группой микросфер i-ой компоненты газовой смеси;
α

j
i — удельный сорбционный объем j-ой группой мик-
росфер для i-ой компоненты газовой смеси. При этом

Ki =
M

∑
j=1

K j
i (i = 1, . . . , N).

Коэффициент проницаемости βij в данной модели
является величиной обратной к характерному времени
сорбции для данного газа по отношению к выбранной
группе микросфер и фактически является основопола-
гающей величиной при определении скорости поглоще-
ния того или иного компонента газа. Удельные сорбци-
онные объемы αij отвечают замаксимальное количество
газа, которое может адсорбироваться в выбранную груп-
пу микросфер в равновесном состоянии системы.

2.2. Уравнения в недивергентном виде
для бинарной смеси

Для частного случая бинарной смеси (N = 2) мате-
матическая модель (1)–(2) была преобразована к неди-
вергентному виду:

ut + A(u)ux = f (u), (3)

u=


ρ11
ρ12
v
T

 , A(u)=


v 0 ρ11 0
0 v ρ12 0

R1T
ρ1

R2T
ρ1

v BR/ρ1

0 0
p1

BV

B1V
BV

v

 ,

f (u) =


−K1
−K2
f1/ρ1

(CV1K1 + CV2K2)T + Kv2

2
BV

 ,

где

BR = ρ11R1 + ρ12R2, B1V = ρ11CV1 + ρ12CV2,

BV = CV1(ρ11 + ρ21) + CV2(ρ12 + ρ22) + CS3ρ30m22,

ρ1 = ρ11 + ρ12, p1 = ρ11R1T + ρ12R2T,

f1 = −αprµ(ρ11, ρ12, T)m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k.

Соотношения, описывающие влияние температуры
на коэффициент вязкости µi(T), имеют вид [9]:

µi(T) = µ0
i

Tre f + Ci

T + Ci

(
T

Tre f

)3/2

, (4)

где Ci, µ0
i — константа Сазерленда и вязкость гелия и

воздуха при температуре Tre f (i = 1, 2).
Для определения вязкости бинарной газовой смеси

использовались формулы Вилке [10]:

µ(ρ11, ρ12, T) =
2

∑
i=1

ni(ρ11, ρ12)

∑2
j=1 nj(ρ11, ρ12)ϕij(T)

µi(T).

Здесь

ϕij(T)=

1 +

(
µi(T)
µj(T)

)1/2

·
(Mj

Mi

)1/4
2

4√
2
·
(

1 +
Mi
Mj

)1/2 , i, j = 1, 2,

ni(ρ11, ρ12) =
ρ1i/Mi

∑2
j=1 ρ1j/Mj

, i = 1, 2,

где ni(ρ11, ρ12)— молярная концентрация компонентов
смеси (i = 1, 2); ϕij(T) — вспомогательные функции
(i, j = 1, 2); M1, M2 — молярные массы газов.

Уравнения дополняются уравнениями селективно-
го поглощения газов микросферами:

∂ρ2i,j

∂t
= K j

i , (5)

где

K j
i = βij(T)(αijρ1i − ρ2i), Ki =

M

∑
j=1

K j
i

(i = 1, 2, j = 1, . . . , M).

где M — количество групп микросфер.
Зависимость βij от температуры подчиняется зако-

ну Аррениуса [11] вида:

βij = β0,ijTe
−

Ea,i
RgT (i = 1, 2, j = 1, . . . , M).
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2.3. Характеристические числа
дифференциальных уравнений
в модели закона течения смеси газов

В работе [5] показано, что в области развитого тече-
ния (v ̸= 0) у матрицы A(u) всегда существует четыре
различных действительных собственных значения λi(u)
(i = 1, . . . , 4).

В случае v > 0 они будут удовлетворять условию

λ1 <
B1V
BV

v < λ2 < λ3 = v < λ4.

При этом λ1 ⩽ 0 при v ⩽ c, и λ1 > 0 при v > c, где c —
скорость звука бинарной смеси.

Показано, что при v < 0 они будут удовлетворять
условию

λ4 < λ3 = v < λ2 <
B1V
BV

v < λ1.

При этом λ1 ⩽ 0 при v ⩽ −c, и λ1 > 0 при v > c.
Таким образом, можно сделать вывод о том, что си-

стема квазилинейных уравнений (3) с матрицей A(u)
имеет гиперболический тип.

3. Безразмерные критерии для описания
процесса течения бинарной смеси по
покоящемуся слою микросфер

3.1. Характерные параметры течения
и дополнительные соотношения

Введем безразмерные характеристики течения (со
штрихами), используя следующие соотношения:

ρ11 = ρ0ρ
′
11, ρ12 = ρ0ρ

′
12,

ρ21,j = ρ0ρ
′
21,j, ρ22,j = ρ0ρ

′
22,j (j = 1, . . . , M),

v = v0v′, T = T0T′,
x = Lx′, t = τt′,

(6)

где ρ0 — характерная плотность; v0 — характерная ско-
рость; L — длина адсорбера; T0 — характерная темпера-
тура в адсорбере; τ— характерное время процесса.

С учётом введенных обозначений можно следую-
щим образом провести обезразмеривание дополнитель-
ных соотношений для бинарной смеси (3).

Безразмерная плотность

ρ1 = ρ0(ρ
′
11 + ρ

′
12). (7)

Безразмерное давление

p1 = p0 p′1

(
R2

R1
, ρ′11, ρ′12, T′

)
, (8)

где

p0 = ρ0R1T0, p′1(A′, ρ′11, ρ′12, T′) = ρ′11T′ + ρ′12 A′T′.

Безразмерные коэффициенты проницаемости
микросферы

βij(T) = β0
ijβ

′
(

Ea,i

RgT0
, T′
)

, (9)

(i = 1, 2, j = 1, . . . , M).

где β0
ij = β0,ijT0, β′ (A′, T′) = T′e−A′/T′

.
Безразмерная динамическая вязкость компоненты

газовой смеси

µi = µ
0
i (T0)µ

′
s

(
Ci
T0

, T′
)

(i = 1, 2), (10)

где

µ
0
i (T0) = µ

re f
i

Tre f + Ci

T0

(
T0

Tre f

)3/2

,

µ
′
s(B′, T′) =

T′3/2

T′ + B′ .

Безразмернаядинамическая вязкость газовой смеси

µ(ρ1l , T) = µ0(T0)µ
′
(
µ0

i
µ0

j
,

Ck
T0

,
Mp

Mr
, ρ′1s, T′

)
(11)

(i, j, k, l, p, r, s = 1, 2),

где
µ0(T0) = µ

0
1(T0),

µ′
(

X′
ij, Y′

k, Z′
pr, W ′

s , T′
)
=

=
2

∑
i=1

ni(Z′
pr, W ′

s)X′
i1µ

′
s(Y′

i , T′)

∑2
j=1 nj(Z′

pr, W ′
s)ϕij

(
X′

ij, Y′
i , Y′

j , Z′
ij, T′

) ,

ϕij (A′, B′, C′, D′, T′) =

=

[
1 +

(
A′ · µ

′
s(B′, T′)

µ′s(C′, T′)

)1/2

· D′−1/4

]2

4√
2
·
(
1 + D′)1/2

,

ni(U′
s, V′

pr) =
U′

i

∑2
k=1 U′

kV′
ki

.

Для потенциальной энергии справедливы следую-
щие соотношения

U1 = (CV1ρ11 + CV2ρ12)T = (CV1ρ0ρ
′
11+

+CV2ρ0ρ
′
12)T0T′ = U0U′

1

(
CV2

CV1
, ρ′11, ρ′12

)
,

где

U0=C1
Vρ0T0, U′

1(A′, ρ′11, ρ′12)=
(
ρ′11 + A′ρ′12

)
T′,

U2 = (CV1ρ21 + CV2ρ22 + ρ30m22C3S)T =

= (CV1ρ0ρ
′
21 + CV2ρ0ρ

′
22 + ρ30m22C3S)T0T′ =

= U0U′
2

(
CV2

CV1
,

CS3

CV1
, m22,

ρ30

ρ0
, ρ′21, ρ′22

)
,

где

U′
2(A′, B′, C′, D′, ρ′21, ρ′22)=

(
ρ
′
21 + A′

ρ
′
22 + B′C′D′) T′.

Тогда

U = U1 + U2 = U0U′
(

CV2

CV1
,

CS3

CV1
, m22,

ρ30

ρ0
, ρ′21, ρ′22

)
,
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где

U′(A′, B′, C′, D′, ρ′21, ρ′22) =

=
(
ρ
′
11 + ρ

′
21 + A′(ρ′12 + ρ

′
22) + B′C′D′) T′.

Выпишем систему уравнений для бинарной сме-
си (3) в безразмерном виде.

3.2. Основные уравнения в безразмерном виде

Законы сохранения массы для каждого газа

L
v0τ

∂ρ′11
∂t′

+
∂ρ′11v′

∂x′
= − L

ρ0v0
K1, (12)

L
v0τ

∂ρ′12
∂t′

+
∂ρ′12v′

∂x′
= − L

ρ0v0
K2, (13)

Рассмотрим правые части

− L
ρ0v0

Ki = − L
ρ0v0

M

∑
j=1
βij(αijρ1i − ρ2i) =

= −
M

∑
j=1

Lβ0
ij

v0
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i) =

= −
Lβ0

i
v0

M

∑
j=1

Lβij

v0
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i) i = 1, 2.

Закон сохранения импульса для смеси

L
v0τ

∂v′

∂t′
+

p0

ρ0v2
0

T′

ρ′1

∂ρ11′

∂x′
+

p0

ρ0v2
0

R2

R1

T′

ρ′1

∂ρ′12
∂x′

+ v′
∂v′

∂x′
+

+
p0

ρ0v2
0

p′1
(

R2
R1

)
ρ′1T′

∂T
∂x

=
L
v2

0

f1

ρ1
,

Рассмотрим правую часть

L
v2

0

f1

ρ1
=−m1

αprµ0(T0)L
ρ0v0k

µ′
(
µ0

i
µ0

j
, Ck

T0
, Mp

Mr

)
v′

ρ′1
−
α2

prβL
√

k
v′2.

Закон сохранения энергии для смеси

L
v0τ

∂T′

∂t′
+

R1

CV1

p′1
(

R2
R1

)
T′

U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

, m22, ρ30
rho0

) ∂v′

∂x′
+

v′
U′

1

(
CV2
CV1

)
U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

, m22, ρ30
ρ0

) ∂T′

∂x′
=

=
L

v0T0

T
U

(
(CV1K1 + CV2K2)T+

+
(K1 + K2)v2

2

)
.

(14)

Рассмотрим правую часть

L
v0T0

T
U

(
(CV1K1 + CV2K2)T +

(K1 + K2)v2

2

)
=

=
L

v0U0

T′

U′

[
ρ0CV1T0

( M

∑
j=1
β1j(α1jρ

′
11 − ρ′21)+

+
CV2

CV1

M

∑
j=1
β2j(αijρ

′
12 − ρ′22)

)
T′+

+ρ0v2
0

∑i,j βij(αijρ
′
1i − ρ′2i)v

′2

2

]
=

=
T′

U′
(

CV2
CV1

, CS3
CS1

m22, ρ30
ρ0

)[( Lβ0
1

v0

M

∑
j=1

β0
1j

β0
1
β
′
(

Ea,1

RgT0

)
×

×(α1jρ
′
11 − ρ′21)+

+
CV2

CV1

Lβ0
2

v0

M

∑
j=1

β0
2j

β0
2
β
′
(

Ea,2

RgT0

)
(αijρ

′
12 − ρ′22)

)
T′+

+
ρ0v2

0
U0

∑i,j
Lβ0

i
v0

β0
ij

β0
i
β′
(

Ea,i
RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2i)v

′2

2

]
.

Обезразмеривание уравнений (5) даёт следующее
соотношение

∂ρ′2,ij

∂t′
= τβ0

i

β0
ij

β0
i
β
′
(

Ea,i

RgT0

)
(αijρ

′
1i − ρ′2,ij).

3.3. Основные безразмерные критерии

В результате проделанных операций можно вы-
делить следующие основные безразмерные критерии,
описывающие течение бинарной смеси в адсорбере с
учётом селективного поглощения газов микросферами.

Структурные параметры, определяющие геомет-
рию засыпки:

• m1, m22 — объёмные концентрации;

• αij — удельные сорбционные объёмы.

Параметры, зависящие только от физических ха-
рактеристик сред:

•
R2

R1
=

M1

M2
— отношение газовых постоянных;

•
R1

CV2
— отношение газовой постоянной

к удельной теплоемкости;

•
CV2

CV1
,

CS3

CV1
— отношение удельных теплоемкостей;

•
µ0

2
µ0

1
— отношение характерных вязкостей газов.

Параметры, характеризующие течение газов:

•
L

v0τ
— критерий Струхаля;
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•
p0

ρ0v2
0
=

R1T0

v2
0
— критерий Эйлера;

•
ρ30

ρ0
—отношение плотности твердой фазы и харак-

терной величины плотности газовой фазы;

•
Lβ0

i
v0

— отношение скоростей процессов конвекции

и сорбции в адсорбере (i = 1, 2);

• τβ0
i — отношение характерного времени процесса

ко времени сорбции (i = 1, 2);

•
β0

ij

β0
i
— отношение коэффициентов скорости сорб-

ции для выбранного газа (i = 1, 2);

•
αprµ0(T0)L
ρ0v0k

—первый безразмерный коэффициент

в законе Форхгеймера;

•
α2

prβL
√

k
— второй безразмерный коэффициент в за-

коне Форхгеймера;

•
Ea,i

RgT0
— отношение энергии активации выбранно-

го газа (i = 1, 2) к характерной внутренней энергии
смеси;

•
Ci
T0
— отношение числа Сазерленда к характерной

температуре для выбранного газа (i = 1, 2);

•
ρ0v2

0
U0

=
v2

0
R1T0

— отношение кинетической энергии

к внутренней.

Полученные критерии в дальнейшем будут исполь-
зованы для проведения параметрического исследова-
ния процесса разделения газовой смеси.

4. Аналитическое решение для
одномерного стационарного случая
Для тестирования численных решений рассмотрен

стационарный одномерный частный случай исходной
модели для бинарной смеси газов (3):

ρ11v = C1,
ρ12v = C2,[

ρ1v2 + p1
]

x = f1,
[(U1 + Ek1 + p1)v]x = f1v,

где C1, C2 — константы интегрирования;

f1 = −αprµ(ρ11, ρ12, T)m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k;

U1 = (C1
Vρ11 + C2

Vρ12)T; Ek1 =
ρ1v2

2
;

p1 = (ρ11R1 + ρ12R2)T.

Тогда

f1 = −αprµ0m1v/k − α2
prβρ1v2/

√
k =

= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v,

где

A = αprm1/k, B = α2
prβ/

√
k, C = C1 + C2.

Пусть DR = C1R1 + C2R2, DV = C1
VC1 + C2

VC2, тогда

p1 = DRT/v, U1 = DV T/v, Ek1 = Cv/2.

Исходная модель переписывается в виде:

Cvx + DR

(
T
v

)
x
= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v,

Cvvx + (DR + DV)Tx = −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v2.

После раскрытия (T/v)x = Tx/v − Tvx/v2 и умно-
жения первого уравнения на v получим(

Cv−DR
T
v

)
vx + DRTx =−(Aµ(ρ11, ρ12, T)+BC)v2,

Cvvx + (DR + DV)Tx =−(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC)v2.

Вычитая из второго уравнения первое получим, что

DR
vx

v
+ DV

Tx

T
= 0,

или после интегрирования для некоторых констант C′
3

и C3:

vDR TDV = C′
3,

или
T = C3v−DR/DV .

Тогда Tx = −DR
DV

C3v−DR/DV−1vx, и последнее урав-

нение после сокращения на v2 перепишется в виде:[
C
v
− (DR + DV)

DR
DV

C3v−DR/DV−3
]

vx =

= −(Aµ(ρ11, ρ12, T) + BC),
(15)

где

ρ11 = C1/v, ρ12 = C2/v, T = C3v−DR/DV . (16)

Заморозим вязкость и рассмотрим приближение
µ(ρ11, ρ12, T) = µ0 = const. Следовательно для некото-
рой новой константы C4:

C ln v +
DR(DR + DV)

DR + 2DV
C3v−DR/DV−2 =

= −(Aµ0 + BC)x + C4.
(17)

Таким образом, соотношения (15), (16) и (17), (16)
являются аналитическим решением в случае стационар-
ного течения бинарной смеси через покоящийся слой
микросфер с учётом силы сопротивления в форме Форх-
геймера в общем случае и в случае замороженной вяз-
кости соответственно.
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5. Численное моделирование процесса
обогащения воздушно-гелиевой смеси
в нестационарном режиме
Для моделирования процесса заполнения адсорбе-

ра газовой смесью с микросферами на основании ма-
тематической модели, описываемой уравнениями (1),
использовалась WENO-разностная схема [12]. Числен-
ная реализация была протестирована на сходимость на
различных сетках и на сходимость к полученным ста-
ционарным аналитическим решениям.

Было проведено моделирование следующих задач:
а) волна концентрации распространяется по направ-
лению течения газа (волна нагрузки), при этом
микросферы будут насыщаться целевым газом, а
смесь обедняться (стадия насыщения микросфер);

б) волна концентрации распространяется против на-
правления течения газа (волна разгрузки), при
этом адсорбент уже насыщен целевым газом и
он будет выделяться повышенными темпами на
фронте волны (режим регенерации микросфер).
Для моделирования использовалась воздушная ге-

лиевая смесь, подаваемая в адсорбер под давлением
10 атм с объемной концентрацией гелия примерно 1 %.
Длина адсорбера L = 5 м, температура 303 К. В каче-
стве микросфер использовались кремнеземные микро-
сферы с предварительно определёнными характеристи-
ками [13].

Распространение волны концентрации гелия при
заполнении адсорбера показано на рис. 1.

Длительность процесса заполнения составляла 4 с.
За это время волна доходит до конца адсорбера, однако
концентрация гелия в свободном объеме меньше, чем
в исходном газе. Это связано с тем, что часть из него
адсорбировалось микросферами (примерно 25 %).

После этого моделировался процесс откачивания
газовой смеси на правой границе (L = 5 м) адсорбера
в вакуум при закрытой левой границе. Результат этого
процесса представлен на рис. 2.

Процесс истечения гелиевой смеси из адсорбе-
ра протекает с постоянным повышением концентра-
ции гелия в смеси от значения, которое установи-
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Рис. 1. Распространение волны концентрации гелия по адсорб-
ционной колонке при её заполнении в разные моменты
времени с промежутком ∆t = 1 с

лось в адсорбере в начале процесса откачивания. Пред-
ставленный эксперимент показывает, что эффект уве-
личения концентрации наблюдается, однако необхо-
димо проводить дальнейшее параметрическое иссле-
дование циклического процесса заполнения и откач-
ки адсорбера для определения возможных оптималь-
ных целевых значений процесса разделения смеси
в нестационарном режиме.

6. Заключение
В результате на основе предварительных исследо-

ваний разработана математическая модель нестацио-
нарного течения смеси газов через пористую среду из
микросфер, имеющих дисперсное распределение по фи-
зическим и геометрическим параметрам. Модель явля-
ется однотемпературной и односкоростной, а сопротив-
ление модели описывается законом фильтрации Форх-
геймера. Показано, что система квазилинейных диффе-
ренциальных уравнений, описывающих модель, имеет
гиперболический тип. Показано, что она всегда в случае
развитого течения имеет различные действительные
характеристические направления. Получены и описаны
безразмерные критерии, отвечающие за течение газо-
вой смеси по покоящемуся слою из микросфер в усло-
виях селективной газовой проницаемости. Получено
аналитическое решение стационарной одномерной за-
дачи течения бинарной смеси, и проведен численный
эксперимент двух задач в рамках проблемы разделения
газовых смесей в нестационарном режиме.
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Рис. 2. Зависимость от времени мгновенной концентрации (а) и мгновенного массового потока гелия (б) на выходе из адсорбера
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